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Vorwort. 



Die neuere Geometrie, oder Geometrie der Lage, welche bis vor 
Kurzem fast nur im engsten Kreise von Fachmännern Pflege fand und 
nur ausna,hmsweise an einigen höheren TJnterrichtsanstalten gelehrt wurde, 
obwohl sie bereits vor Deeenien durch Poneelet, Möbius, Steiner, 
Staudt und Chaslea zu einem wissenschaftlichen Systeme ausgebildet 
war, erfreut sich in jüngster Zeit der regsten Ä.ufmerk8amkeit von Seite 
des mathematiseben Publikums. Sie erscheint in den Programmen vieler 
technischer Institute als Lehrgegenstand aufgenommen, ihre Prineipien 
finden bereits Anwendung in verwandten wissenschaftlichen Disciplinen, 
ihr Studium stellt sich für den angehenden Techniker, den künftigen 
Lehrer mathematischer Fächer immer mehr als eine Nothwendigkeit dar. 
Die Leistungen, welche sie mit verhältnissmässig so einfachen Mitteln 
zu Stande bi-achte, namentlich eine Reihe glänzende]- Entdeckungen, 
die wir- den eben genannten Männern verdanken, gewannen ihr stets 
neue Anhänger. Der Mangel an leichtfassllchen und voltständigen Lehr- 
büchern war wie es scheint zunächst der Grund , wesshalb die neuere 
Geometrie so lange nur wenig beachtet blieb. Die „Geometrie der 
Läge" von Staudt, das erste Werk, welches den in K«de stehenden 
Gegenstand systematisch und in seinen Gnmdzügen vollständig behan- 
delte , ist anerkanntermassen eben nicht für AnRinger geschrieben. Die 
vortrefflichen Werke von Chasles, Paulus, ßeye und Gretschel,*) 
welchen vorzugsweise das Verdienst gebührt die neuere Geometrie 
weiteren Kreisen zugänglich gemacht zu haben, sind allerdings für den 
ersten üntenieht berechnet. Dennoch schien mir ein leichtfasalich 
geschriebenes Lehrbuch wtinschenswerth , in welchem nicht bloss die 
ebenen, sondern auch die räumlichen Gebilde behandelt werden , und 
welches sich nicht auf die Untersuchung allgemeiner Lagenverhältnisse 
allein beschränkt, sondern auch metrische Beziehungen erörtert. 

*) Siehe das beigegebeiie Bücher verzeichai^. 
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IV 

Bei der Abfassung des vorliegenden Lehrbuches war ich bestrebt 
in Kiemlicher Ausführlichkeit und möglichster Klarheit die Elemente der 
neueren Geometrie darzustellen. Ich wählte die synthetische Methode. 
Sie ist Mit wenigen Ausnahmen überall fe'.tf;eh ilten "Wenn auch einige 
Beweise dadurch etw^ schwerfällig winden, '<o gewann doch die 
Anschaulichkeit der Beweisfiihnmg. Uebnqene gelangt die Synthesis sehr 
häufig schneller zum Ziele als die Analysis und hat dabei als Unterrichts- 
methode den Vorzug, da^ sie das Voi-^tellung'-\ei mögen in beständiger 
üebung erhält. Da auch die imaginaien Gebilde Berücksichtigung 
fanden, war es wohl nothwendig einige kleine Rechnungen vorzunehmen. 
Es ist ja bisher noch nicht gelungen auf rein synthetischem Wege zu 
einer vollkommen befriedigenden, einfachen Vorstellung des Imaginären 
zu gelangen; und doch kann die synthetisehe Geometrie, ohne bedeutende 
Lücken zu zeigen, die imaginären Gebilde nicht ganz unberücksichtigt 
lassen, — Als Beispiel, dass solche Gebilde dieselbe Kolie spielen können 
wie die reellen, mag der Umstand angeführt werden, dass ein Kegel- 
schnitt auch dann durch fünf seiner Punkte oder Tangenten vollkommen 
bestimmt wird und constniirt werden kann, wenn zwei oder vier dieser 
bestimmenden Elemente imaginäi' sind. 

Der erste und zweite Abschnitt, in welchen die einförmigen Grund- 
gebilde und ihre ebenen Erzeugnisse, die Kegelschnitte, untersucht 
werden, sind ziemlich ausführlich behandelt. In den folgenden drei 
Abschnitten ist das Wesentliche über die Grundgebilde der zweiten 
Stufe, die Flächen zweiter Ordnung und die Gebilde der dritten Stufe, 
oder räumlichen Systeme zu finden. Den Schluss bildet ein Kapitel über 
die Eaumcurven dritter Ordnung. Es wäre vielleicht angezeigt gewesen 
auch die ebenen Curven und Flächen dritter Ordnung aufzunehmen, doch 
VTürde eine auch nur das Wichtigste betreffende Untersuchung dieser 
Gebilde den Umfang des Buches allzusehr vergrössert haben. 

Das Gesetz der Reciprocität, welches den ersten Studien in der 
neueren Geometrie einen so eigenthttmlichen Beiz verleiht, ist überall 
durch Doppelsätze zum Ausdrucke gekommen wo dpr Gang der Unter- 
suchung dadurch nicht zu sehr gehemmt wurde. 

Um das Nachschlagen zu erleichtem sind die wichtigeren Lehrsätze 
mit Nummern versehen worden. Auch das beigegebene Kegister dürfte 
beim Studium einige Erleichterung gewähren. 

Die wichtigsten Anforderungen, welche an ein elementares Lehrbuch 
gestellt werden können: Klarheit und Uebersichtlichkeit der Darstellung, 
entsprechende Auswahl und systematische Giuppirimg des Lehretolfes, 
war ich vor allem bestrebt zu erfüllen. Die Schwierigkeiten, welche ich 
dabei zu überwinden hatte, sind nicht zu verkennen. Es musste so 



y Google 



manclier Lehrsatz aut andeidn GiundHgen ils i>isliPi »iiitwickelt, so 
mancher neue Beweis getuEdea weiden 

Mfge diese Aibeit ihien Zweuk erfüllen und Pinige'i dazu beitragen, 
dass die Kenntnbs der neueren (jeometiit immei giusbere Verbrei- 
tung tinde. 



Wien, im Jnni 1870. 



Der Verfasser. 
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VerzeJchniss 

der bekaiiütesteu Werke, welche die neuere Geometrie, oder TKeile 
dprsfilben, voi-wiegeud syuthetiscii tiehandel.u. 
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Schröter H. „Die Theoiie der Kegelschnitte". Leipzig, 1867, 
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2^hlveiche wieiitige Abhandlongen flber Gegenstände der ueneren Geometrie 
finden sich in den mathematischen Zeitschriften von Clebsch, Grelle, Grunert 
und Schlömilch. 
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Erklärung der Grundgebilde. 



Die neuere Geometrie iiinimt, eine kleine Zahl sogeuaimter Grmicige- 
1) i 1 d e an, auf deren Eigensciiaften und gegenseitige Beziehungen, welche vor 
allein untersucht werden, sie ilire weiteren üntorsnchungen stützt. 

Diese Gmudgehilde sind: Die Ponlitreibe, der Strahle nbiis chel, 
der Ebene nhüBchel, das ehe ne System und der Strahle nbündel. 

Eine Pnnktreibe wird im allgemeinem die Gesammtheit aller Punkte 
genannt, welche sich in ein und derselben Geraden befinden ; doch bezeichnet 
man durch diesen Ausdruck auclt jode in irgend einer Weise geordnete Reihe 

1 Pk( gdL JdPkt Plthbldt 

Kl ti !l JlGd fll llßlbidtht 

dTg dRl Jd PltdTag bg tThl 

dltt tm St 1 — StttdAdkPktl 

dU fig 1 d B I gg t f i Id g ! It 

EbthlbilldVlthl i llf, dh 

IG th t II G 1 Fb g b Id t l h h d 



if, dl ddlbPktf,! d gd W g 

dt IJdi G 1 1 t St 11 dbldt Elmtd 
Bllschols, Der Schnittpunkt aller Strahlen wird der Mittelpnnkt des 
Büschels genannt und kann als Träger des letzteren betrachtet werden ; 
gewöhnlich bezeichnet manjedoch die Ebene, in welcher der ßöscbel liegt, als des- 
sen Travel Joder Strahl wird durch denMittelpunkt in zwei Halbstrahl en 
getheilt Liegt der Mittelpunkt in unendlicher Entfernung, so sind alle Strahlen 
zu einander parallel und bilden einen Parallel- Strahl enbüschel. 

Ebenenbüschel wird die Gesammtbeit aller Ebenen genannt, welche 
dufh ein und dieselbe Gerade hindurchgehen, oder - im engeren Sinne — die 
Gesammtheit oinzelner Ebenen, weiche sich in derselben Geraden schneiden und 

ataufligl. LahvbMli der nm.ereii öfiomotri«, 1 
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2 M-hlärung AeJ- Gnmdgebilde. 

in irgend einer Weise angeoidnel sind Jede dieser Ebenen bildet ein Element 
des Ebenenbüschels. Ais Trag er des letzteien liaun so^soh! dei anendluli 
ausgedehnte Raum, als aurh die lUen Ebenen ^ememsame Geiade bezeiclmet 
werden. Gewöhnlich ivird je<io< h diese Get ade die A x e des Ebtnenbüschels 
genannt. Liegt die Ase in ntieudliciiei Entfernung sin 1 ilso stramtliche 
Elemente des EbcnenbUsehels untei einander parallel so heisst letzterer ein 
ParaUel-Ebeneubilschel 

Das ebene System ist moht so einfachei Natur als die bisher beti ach 
teten Gebilde, Man versteht nämhch darunter die Gesimmtheit aller Punktf 
und Geraden, die sidi in ein mid derselbfln F.hone behn len Üei 1 1 a > e i de,, 
ebenen Sjstemes ist die Ebene, in welcliet ei liegt 

Ein Strahle nbft II del wird diiich sänimtliche Geiade gebildet, die 
durch einen bestimmten Punkt, den Mittelpunkt des Bündels, hiudnrohgelieu. 
Im engeren Sinne nennt man Strahlenbflndel aucii die Gesammtlieit ein- 
zelner Geraden, wekhe alle duich ein und denselben Punkt gehen und in irgend 
einei Weise angpoidnet siiiij Jede solche Gerade lieisst ein Strahl des Bün- 
dels und jeder dei sich ms Unendliche erstreckenden zwei Tliede eines Strahles, 
welche einerseits durch den Mit.lelpunkt des Bllodels bej{ren/t weiden wii d ein 
Halb strahl genannt. AlsTrägei des Bündeis kann sowohl dei Mittelpunkt 
als anch der unendlich ausj^edeUnt Raum hnttacht t weidni Der Strahlen 
hUndel enthält im allgemeinen unendheh vi le Strahlenbiischel denn jt de Eb<.ne 
welche durch den Mittelpunkt des Büsehels geht schneidet den Bündel m einem 
Strahl en hasche 1, Da umgekehrt jedei Strahlenbüai hei eine khone bestimmt so 
enthalt jeder Strahlenhündel im allgemeinen unendlich viele Ebenen «clchesith 
in seinem Mittelpunkte treffen. Die Gesammlhtit diesci Ebenen konnte ein 
Ebenenbündel genannt werden indess eischeint es nieht noihwendig diests 
neue Grnndgebilde anKunehmen, da es ohnehin im Strahlenhandel enthalten ist 
Die Ponklroihe, den Strahlenhöschel und den EhLuenbüsihol nennt mai 
Grandgebilde der ersten Stufe oder auch ein torm ige Giiindgebil le 
Letztere Bezeichnung findet ihre Ttklärung in dem Umstände dass ledes der 
genannten drei Gebilde aus unter sich gleichartigen Elementen bestfhl Das 
ebene System und der Strahlenhündel heissen Gvundgebilde der zwei- 
ten Stufe; man kann sich dieselben aus Gebilden der ersten Stufe znsam- 
mengesetzt denken, nicht aber umgekehrt. Das ebene System enthält unendlich 
viele Punktreihen und Strahlenbüschel, der Strahlenbündel unendlich viele 
Strahlenbusch el und Ebenenbüschel. 

Die drei einförmigen Grnndgebilde werden auf gleiche Stufe gestellt, wenn 
auch dagegen eingewendet werden könnte, dass in jedem Strahle eine Piinktreihe 
und in jeder Ebene Punktreihen und Strahl enbüschel denkbar sind, Strahlen 
fasst man nämlich in der Regel nicht als Träger von Punktreihen, sondern bloss 
als gerade Linien anf, nnd Ebenen, wenn sie Elemente eines EbenenhüschGls 
sind, werden gewöhnlich nicht als Träger eines ebenen Systeines betrachtet. 
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Erklärung der Gfitndgehilde. 3 

Em Gcebil de der diitten Stnfeist das läumliche System 
Es btsteht ans der Gesamnitheit aller Punlite tteiaden und Ebenen des unend 
lubfn Raumes Uehiigens kann m einem specielleren Sinne ■\uch lede Znaam 
menstelluiig von Panhlen iieiiden nrd Lbenen im Riume ah ein i'iamliehos 
System angesehen werden "^) 

Nicht selten fasst man die brondgebilde dei ersten Stufe allgemeine! ant 
als sir oben erklait wniiLii PniiLlreihc kann näniluh lueh eine Reihe von 
Paukten genannt werdtn die sich m irgend einer bestimmfm Curve befindet 
StiablenbUschel eine Aufeimnierfcilste ^on geraden Linien wtkhe in ein und 
derselben Lbeni, hegen und na h iigend einini bestimmten de'^ct^e angeotdnet 
sind un i Ebenenbuscl el ome Aufi iii'indorfolgc von Lbenen d icn gegenseitige 
Lage einem bestimmten Gesetze entspricht An li der bti'»lilonbUndel könnte 
allgemeiner als enie Auteininieilolge von goilden I im n deien I dj;e im Ranme 
luich iri,eud cm Gei-cl/ hesliramt wild nufgefasst wu U n in iei Regel vet 
st ht man jedoch niiter den (rrundfiobildon jene einfacheren Gebilde wie siu 7» 
Ei-,t eiki'iit «orlen sind nndlieincrl t es in j dem Fille besendeis wenn une 
all^ememeie Anffasäung \oviosgosel t wii 1 

Splilirsilicli SCI noch eiwilhnt dass zwei (>iun lt,(bilde desselben Naimn'- 
tho 7wei Punkt! eihen zwei Strnlilenbnsdiel n s w ^Uiebirti e firnndE* 
bilde heissen, wiihrend Gnind!;ehilde versebiodencn Namens n n gl ei eh av Li p:e 
t werden. 



*) Wir schliessen das räumliche System aus der Eeilie der Grundgebilde aus, 
zu denen es bisher gezählt wurde, nacbdem dasselbe alle denkbaren geometrischen 
Gebilde in sich enthält, daher nicht wohl als ein Grundgebili 
werden kann. 
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Erster Abschnitt. 

Grundgebilde der ersten Stufe. 



a) Punktreilieu nnd Strahlenti&scliel, Ihre all gemeinen proJeetiTiselien 
Bezieliiiiig'en. 

Um nstud einen Punl t eiuei gegebener Pmiltieihe un^w eifelhalt zu 
bestimmen können verbü]ii;,dene iiieht oder ntnigei einfai,lie Mittel angewendet 
weiden Das emtichste ist wohl einen in dei Reilif selbst gelegenen Fixpankt 
zu wählen unJ die Entfeinniis de', zu bestimmen ieu Punktes vom Fixpunkte 
aii7ugebeii wobei diese Entferimiin positiv oder negativ genommen wird je 
nachdem dei /u bestimmende Punkt lai dei einen odei dei audeien fceite des 
Fixpunkfes Relegon ist Dio es Mittel wiid bekanntlich m dei älteren Geometne 
bt-nützt Die neuere Ceometiie wählt 7 w ei FtxpunKte «eiche wir j1 und 
B nennen wollen nnd bestimmt die Tage eines dritten Punktes C der Punktreihe 
indem sie das Verhlltniss Jei Abstlnde 4.( und B< angibt Dabei wird eben 
fillB angenommeu diss diese Abstände je ntchlem C anfdei einen oder andern 
Seite der tixpankte liegt positiv oler negitiv sind Ura nachzuweisen lass die 
Lage des Punktes C dureh das Verhältniss 

AC 

BC 
vollkommen bestimmt sei, stellen wir uns vor, bewege sich auf der nach bei- 
den Seiten ins Unendliche verlängerten Geraden AB, etwa in der Richtung von 
A nach J5, und nehmen an B sei rechts von A gelegen. Im Anfange seiner Be- 
wegung befinde sieh der hewegliciie Punkt C links von A und seine Abstände 

seien für diese Lage negativ. Das Verhältniss jj-^bleibt, solange G den Fix- 

punkt A nicht Oberschreitet, unter den gemachten Voraussetzungen stets posi- 
tiv und kleiner als die Einheit, da BC immer grösser als AG ist, Je näher C an 

n endlich C mit A xusamnienfältt, !^o ist, 
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Fu^iktreihen und Slrahlenbüschd. Ihre allija meinen pTojeetimxehen Beslekunfien . 5 
der Wert!) dieses Verhäitiiisscs gleich Nnll. Denkt man sich C wieder nach hiilts 
zurückhcwcgt, so wächst -^, da die Grösse des Zählers sich jener des Nenners 

immer mehr nähert, bis endlich ÄC=BC^ also ^j^== 1 wird, was erst dann 

der Fall sein kann , wenn Oin unendlich grosse Entfernung gekommen ist. — 
Befindet sich C zwischen den Fixpunliton, so liegt or m verschiodenen Seiten 

dersolhen , -^ wird daher negativ. Der Werth von -^ nimmt , wenn von A 

gegen B fortschreitet, jede mögliche Grösse üwischcn niid — r» itn Befmdcl 



G üher B hinaus weiter fort, so bleiben seine Abstände von A und B gleich- 
Aö . 

alle möglichen zwischen -|- co und + 1 gelegenen 'Wertho. 

Bemerkens werth ist, dass für den links oder rechts gelegenen nncnillicli 

fernen Punkt G das Yerliältniss ^-^ gleich + 1 wird. Wir können daraus 

sclilicssen, dass jede Gerade nur einen uvieiidlieh fernen Punkt besitzt. Aus 

diesen Detrachtungen geht nämlich hervor, dass sobald -gegeben ist, der Punkt 

unzweideutig bestimmt erscheint. Für positive Werthc von ^^ liegt der Punkt 

C ausserhalb der endlichen Strecke AB, für negative innerhalb derselben, für 
positive Werthe, welclie kleiner sind als die Einheit, liegt or links, fttr positive 
Werthe, welcJie grösser als die Einheit sind, beflndet er sich rechts von A nnd B. 

AI) 
'Bfj'-"- 

wenn A und B wieder als Fixpunkte gelten, und dieses Vorbiiltiüss kann mit 
AG . 

AC AD 
BC " BB 

gebracht werden, welches wir das Doppelverhältn iss der vier Pnnkte 
ABGB nennoo. Meist wird ein solches Doppelverliältuiss einfach durch das 
Symbol (ABOB) boxeiclinct, so dass 

AG AI _^ 

Bö'' BD" 

gesetzt werden kann. Dabei nehmen wir in iis jen zwei Rutli'sttlien, welche 
im Zähler und Nenner der einfachen Vcihlltnisse zuust stclicn rixpiinkte bo- 
zeichnen, und sctKcn diese Hucbslaben auch m dei s\ nib ihsclien Bf 7eichTLung Kuerst ^ 
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Ij lirstcr Abschnitt. PunMreihen iind StraMcnhüschel . 

Die Punkte AnndB, sowie C und Z) werden einander zugeordnete 
Punkte genannt. 

Von den Punkten ABCD können ausser A und B auch die Punktpaare 
Ä(j, AD, BC. BD und CD als Paare von Fixpunkten angenommen werden. 
Mit RUdisichV auf diese sechs Paare ergeben sich folgende Doppelverhältnisse; 
__AC AD 
~~BG ' BD' 
AB AD 



(ABCD) = 
(ACBD) = 






{CD AB) - 



'DA ■ DC 

_Cä CB 
'DA ' DB' 

Setzt, man den Worth des ersten Doppelverhältnisses 
AO _ AD __AC .BD _ 
BC ■ BD~BC~AD~'**'' 
so zeigt eine einfache Rechnung, dass die übrigen Doppclverhältnisse beziehungs- 
weise die Werthe hahen : 

m J^ 1 m- 1 

wuvou die drei letzteren die reciproken Werthe der drei ersteren sind, um 
wenigstens für ein neppolvcrhältniss diese Kechniing durchzuführen, betrachten 
wir das zweite 

AB _ AD 
GB ■ CD' 
Dio Fixpunkte sind hier unseren Annahmen zufolge A und C. An die 
Stelle des Punktes B ist also C getreten. Nimmt man die Abstände aller rechts 
von den FixpunStten gelesenen Punkte wieder positiv, so ist die Streeke BC, 
für B als Fixpunkt positiv, für C als Fixpnnkt aber negativ. Man erkennt 
hieraus, dass es in unserem Falle nicht gleichgiltig sein kann, ob man schreibt 
BC oder CB, denn es ist 

BG = ~ ÜB. 
Mit Uilcksickt darauf hat man also -. 

AB AD __ AB . CD 
CB " CS ~" BC . AD 
und du Aß^'AC—BC, ferner CD=^BD~BC ist, so ergibt sich 
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Uwe allgememen projectivischen Bezieluiwjen. 



^ . 4Z?-_ { ^ \(a 

CB ■ ÖD \ BC . J'd) \ 



sd—bc . b.d — ac bü-[ bc^\ = 
. + ±(bi) + äc- 



-BÜ\^l—n. 



AI>\ 

Wertho der übrigen DoppeiverhftUnissi; 
den bereits aiigegebeueii Ausdrücktui 



In äliiilicher Weise können di 
durch »(bestimmt werden, wodarch mau 
gelangt. 

Der Umstand, dass in den symbolischen Bezeichnungen der sechs Doppel- 
verhältnisse die vier Buchstaben ABGD nur verset-i^l erscheinen, veranlasst uns 
die Frage zu erörtern, ob es nicht noch weitere Doppel Verhältnisse, mit anderen 
Werthen für die vier Paukte gibt, als die sechs angegebenen. Da vier Klenicnte 
sich bekanntlich vi erandzwau zigmal versetzen lassen, so würde man vierund- 
Bwanzig J)oppel Verhältnisse erhalten. Doch liberzengt man sieh leicht, dass 
darunter Iteiiie Doppel Verhältnisse vorkommen, welche andere Werthe hätten 
als die bereits angeführten. Z. B. das Doppelverbältuiss 
CD _ 
ßü ■ BA 
1 a V ia V B t vo l ol a gegebe cu U pi elverl altn sh I We tl 



^{CBBA) 



\_ 



it le 






. lg ii ie d due 



dLi 



i il 



Stäben bei f b ^ ^usammen^^eset 


t by 


lul <tu cu Dil 


elv rh lin 


saeaf lien 


Da 


de üntetsuUu g alte v 


cru Iz 


va t, Sy holt za 


w tiaufig 


se n wtt d 


bet. 


ugeu wru smtdene 


b 1 1 


oie *| 








Sowie na irgt 1 j en 


Paukt C nci Puuktro ho 


1 r 1 ias V rl ilt 


se 


Abstä de vo ivQi F xj 


unkto 
ä der V 


A nd B l(, seil 
er Punkte" ti tet 


n R 1 

tn be 


vollko n n 




) Ah „Dopielverhilt s 


eisckiede eu 


Tutore verschelenede ervah 


te vei 


ndzwiazig Dopi 1 e 


haltn 8Se 


angetüh-t }■ 



ist eben vu n Stdn Ipunkte ier Tl eo 

so be am t w d D eje gen welche i Fol 

B icJ Stäben s t de n Cedacht sse le cht e ui 



gle chg It g w lol es le *elb h vo / gsweise 

Folge ene besonl en Ano \u g de 

l begre 11 cke W se d a 



Doppel verhält Aiiss der 
Ausdrucke den Werth- 



ier Paukte. Nach unserei 
, der zweite den Wertli 



r Punkte das Vcrhältniss 



an, welchem unseren Amiahmen z 



Auualimen hat der erste dieser 
I. Chaslcs gibt als Duppelvor- 
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Atbüi}itt Punkt! Lilien uul S( iM rbii hei 



bcstimmcu Ivuuij su liisst siili auLh irgend ein Strahl c ciuos Slrablenbilst^bch 
didurcli uuÄweiiuulig bestimmen liass man das Vcilitltuiss dci brosse jciiu 
Winkel aufTibt welobü der Stiiiil e mit zvu Fixstrableii a und h desstlb(.n 
LiAsLliglb emiiübhesst Daboi müssen bclbatvcrstaalhch auob negative unl posi 
tivt Wiuke! unterBi,bii.d(,n worden Als Mass für dio Grosse t,inob Winkels 
wählen wii bciuen Sinus aus cim,m Ginule der in dei lol^c klar w<.rdeu wird 
bezeichnet man die WmkU wulehe von den Sti ihloii ac und bo uiiij, est blossen 
wudeii bezicbun^wtiie dnreb ac und bc 10 lii.'itnnint det j,(,f,obüuen Erkläruuj, 
g nusa das VLilialtmss 

bin IC 

s l 
die Lufce des Stiables unzweideulif, büi eiueii Merteu blrahl d bebteht Ua& Vli 

haltniss ■■■ .,, biin^t tnau nun die Veibiltni se dei b(,idon btralilcn < und d 

n VerlialUiiBs -so erbalt man d'is Uui)|i ulvurb altn 1^ ■; der 



siu b i 
>i.dbst wieder 1 
lier Stralilen ah l 



für welches die sjinbol I 
BezUgli<h des I on 
Unteibuihini^'en dnrchgelüh L we de 
viel Punkten tngestellt 1 ben Uabe 
möglielion Üoppelveii M u u 

Weithü liabLui knniio I I 



a_ i 

h I i 

B z cl nu g {ab l) ^cwäl 1 word n 

I alt sses o S al len kö nt n ^ al 

w w lü da 1 oipelv baltn on 

ä 1 s h ti@ lass de u d waoz g 

^t al le bentalls nu sechs verb h edeue 



l 



I man den Wcitl 



— l 
I 1 e i It 
( b i) = 



setit - — 

Nachdem wie oben beim 



de jcdetrtiadü nm euienniitn üith lernen 
lunkt biL so mni'- angenommen werden diss jede Gerade eine geseblossene 
lirae (etwa ein Kieis von unendb !i gtossem Halbmessei) ';oi deien zwei natb 
entgegengesetzten ßiehtiinge» '«ich eisiretkende Iheilt im unendlich lernen 
Punkte den man auch einen uneigeat liehenfunkt nennt zusammentreften 
Dies votaasgesetzt nt klar dass duicb einen einzigen Punkt eine fterade nicht 
in zwei Streiken abgctheilt ^veiden kann sondern dass dacu zwei Punkte eifoi 
deilicli sind Die omc der zwei Strecken enthalt den unendlich fernen Punkt und 
bat eine unendlich ofosse Ausdehnung wählend die andeie eine endhebe Länge 
besit/t wenn nicht dei eine der zwei Punkte uuendhch feine liegt in welchem 
I alle beide Strecken unendlich gross würden 

Nennt man den uneudh h lernen Punkt U und he beiden Pnakte «ekbe 
die Gciade m zwei Strecken theilen A und B bo sind alle Paukte dei Stiecke 
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Ihie uilij, 



jirojectioischen Beziehungen . 



AUB von jciicL der Stiaeke AB durch die Puuktu A und £ getrennt, ei. ti. 
CS ist nicht muglich von einem Punkte der einen Strecke zu einem Punkte <ier 
andern Strecke ku gelangen, oliue entweder A oder B zu übersetzen, Durcli 
einen einzigen Punltt A einer Geraden wird dieser Erkläi'ung zufolge kein Punkt 
der Geraden von irgend einem andern getrennt, denn , liegen auch zwei Punkte, 
etwa B und C, xn versciiiedenen Seiten von A, so ist es doch nicht nottiwendig, 
A zu übers eil reiten, um von B nach C zu gelangen, da man zu diesem Zwecke 
auch den unendlich grossen Umweg durch den unendlich lernen Punkt machen 
kann. Damit also zwei beliebige Punkte einer Punktreihe 
von einander getiennt seien mü=!seü mindestens noth 
zwei trennende Punkte voi binden lein Unter \ier Punkten 
ABGD einer Geraden, welche in dei'^elben Ordnung lufemaudei folget wie sie 
genannt wurden, sinl nni zwei laaie voihanden deren jedes, duich daa indert 

getrennt wird. Es ist uandieh das Paar A( dutth BD und umgekehrt las, Paai 
BD durch AG getrinnt Nicht getrennt sind die nnmittelbai auiunandei folgen 

den Funkte, sowie aucl A und D 

Die Resultate dieser Betrachtungen gestittcn uns Analogien zwis hen der 

Punktreihe und dem btrahlenbUsthcl /u ziehen welihe ein gi wisse Veriandt 

Schaft beider Gebilde erkennen lassen filin \tioloiche folgen Ic eman 1er gtf,t.n 

übergestellte Sätze 
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k dl 1 

f ht - D 



hl d 



h 1 



d \ 
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d m 



tp 

it l W k 1 dm d 
h P 1 1 h d St hl bü ! 1 1 tt m d tl h t 
henor, wenn zwei derartige Giundgebilde so liegen, dass duich jeden lunkt det 
Reihe ein Strahl des Büschels hindurchgeht. Wird ein Strahlenbüschel durch eine 
beliebige in seiner Ebene liegende Gerade geschnitten, welche nicht durch den 



G bll 
A 1 g 
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10 Erster Abschnitt. Punktreihen -und Strahlenhiischel. 

Mittelpunkt geht, so bildeu die ScUnittpunlite dieser (ievaden mit den Strahlen 
eine Punktreihe von der eben besieiehneten Lage. Man sa^t in diesem Falle, die 
beiden Grund gebilde haben eine perspectivische Lage gegen einander oder 
kurzer, sie sind perspectivisch. Denkt man sii;h nämlich, der Mittelpunkt des 
Büschels sei ein Projectionscentrum (das Auge) und fasst mau die Strahlen als 
projicirende Gerade (Sehstrahleii") auf, so kann die Punktreihe ah Proj e i' tion 
(das Bild) iv^end einei andern Punktieilie an«psehen weiden, welihc dutch deu 
Schnitt einer zweiten Geiaden mit dem Büschel entstanden ist Wird die Puukt- 
reihe ohne Veränderung dei Ke^enseitigen Lage ihrer Elemente, ramlich der 
Schnittpunkte, verschoben, wobei sie auch aassei die Ebene des Büsicheis kom- 
men kann, so liegen lieidt Gebilde im allgemeinen nicht niehi perspecUvisuh 

Schneidet man einen Stiahlenbüschel duich behebig Me)e lo seinoi Ebene 
liegende Gerade, welclie nicht durch den Miltelpnntt des Böscbeh gelieu, so 
ergeben sich in allen schneidenden Geiadon Punklieihen, deren Elemente die 
Schnittpunkte der Strahlen sind, und alle diese Punk treiben befinden 
sichgGgen einander in perspectiviacber Lage , oder wie man sich 
kürKcr ausdrückt, sindperspectivisch. Jede derselben kann als die Pro- 
jeetion der andern betrachtet werden und der Strahlenbüschel wird in Bezug auf 
die PunktreihoD, welche er projicirt, der projicirende Büschel, sein 
Mittelpunkt das Projectionscentrum genannt 

Z«ei Strahieubüsthel werden pei --peL tivisi. h liegend, oderpcr- 
spectn ihch genannt wenn sie gei,en ein und dieselbe Puiktreihe [lerspec- 
tivisüh liegen Da man jedtu ^ogen eine Punktreihe peispeiiin&ih hegenden 
Stiablenbüschel anch einen ■schein der Reihe nennt bo kann man aa^en : Zwei 
Strahlen hu schel hegen perspectivisib gegen einander wenn sie Scheine ein nnd 
derselben Punklreihe sinl Wird der Stt ahlenbfischel als dit, Gesammtheit. 
allei lener Sehstrahlen ■^itgifasst wciUiP \on den eniittnen Paukten dd Pnnkt- 
leile in ein An^e geUngen Jas aii-h im Mittelpunkte des Busthela befandet, so 
ist die Be^^en-hnung Sohein tflr den letzteren getechtfctiigt — Diu Punktreihe, 
deren Scheine zwu peispeUivisdi lief,ende StrahlenbOschel sind, wird der p e r- 
spectivische Durchschnitt dieser Büschel genannt. 

Projicirt man eine Punktreihe durch einen beliebigen Strahlenbttschel auf 
irgend eine Gerade, projicirt ferner die erhaltene Projection durch einen zweiten 
Büschel, dessen Ebene von jener des ersten verschieden sein kann, abermals und 
setzt man dieses Verfahren beliebig oft fort, so sind alle dadurch sich er- 
gebenden Punkt reihen mit einander projectivisch verwandt, 
oder wie mau auch kürzer sagt, projectivisch. Jede Punktreihe kann, bevor 
sie weiter projicirt wird, verschoben werden, wobei die gegenseitige Loge ihrer 
Punkte allerdings nicht geändert werden darf, ohne dass desshalh die projcc- 
tiviscbe Verwandtschaft der entstehenden Punktreihen verloren ginge. Sind dem- 
nach zwei Punktreihen gegeben und ist es möglich durch l'rojiciren die eine 
Reihe aus der andern zu erhalten, so sind es projectivische Seihen, 
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HiiF allgeineinen pryecUltschen Beztelinnjen 11 

Zwu Slralilenbüschel welche Scheine projectivi^iLbei Piiiikit I lu iiil 

Deniit man ebenfalls projbutivisch Eine PnnkticihL und ciii Stiahl nluscbc! smd 

projectuiscb verwand! wenn die Punktreihe m einer anUrnKeibt, projeetiviseh 

ist wekbe gegen den Büschel perspectiv iscb liegt 

Sind zwei Punhtreihen zwei fetrahlenbüsehel odci eine Punktieibe nnd 
cm Strahle nbüs eh el projectiiisch ohne web in perspeetivihcber Laße zu befinden 
so bsgt man dass sie eine bchiefe Lage ^egcn emandci haben 

Die projectivibch Verwandschatt beruht aut dem Umstände dass «ewisse 
Eitcusibaften welche durch das Prujiciien nicht veiloren gehen illen projec 
tiMBch verwandten Gebilden gemeinsam zukomratr Einige dieser Ligenbehaften 
wurden benützt nni die projectivische Verwind tschaft zu dehniion Dtingemas? 
hat man aneh htitt des Ausdruckes „projectiviseb" vtischicdenc andeie Be 
zcichiiun(,en eiiigefuhu *) 

Je z\iüi Punkte wckho vcrsthicdenen proje tnisehen Punktrcibon ange 
biicti iverden einander entspt eehende Punkte genannt wenn dui h den 
selben Vorgang des Piojiciiens durch welchen die eine Punktieilie aus der 
andern erhalten werden lanii auch der eine Punkt sieb aus dem anderen ergibt 
Liegen die zwei Reiben iiotfpcelniseh sind sie Jso bthuittc ein und dcsBclbcu 
SliahleibUscIiela ?o entsprechen sich je zwei Punkte welche demselben fetrahlü 
tn geboren 

feind I/und U be/iel unfesweise die iineudhih leinci Punkte zwlici pic 
jictivischei Reihen Jü und B^ so nennt man jenen Punkt in U Hehhei dem 
Punkte tr 111 B^ eiitspiicbt den Gcgoupunkt dei Reihe B, Lbenso ist der 
lein Punkte U entsprechende Punkt \on Bj cm üetenpunl t Lief,tn B und iJj 
pci hpectivisch so hitmin um die Kilen Gef,enpunktQ ff und d zu eihaltci 
aus dem Mittelpunkte dca piojicii enden Busehols zu den Trägem \ou B un 1 B^ 
paialldio Gerale zu ziehen Die Ptiallclc zu B schneidet dann Jfj im Gegen 
pui kte tr und die Paiaiiclo zu Ji, schneidet B im Gegenpunkto ff 

Je zwei Strahlen welche ^erscbiedencn projecli vi sehen Strihlcnbusehelu 
ani,choien werdci enniidei cntspi echende Strahlen genannt wenn sie 
durch entspiechenie Punkte der projectivischen Punktreiheu „eben deren 
Seheine die beiden btiablenbusibel sind 

Liegen die beiden Büschel perspecttviscb bilden sie alsj S beine cm und 
deiselbcn Punktieiho so siul je zwuStiahlen welche sich in einem Punkte 
dieser Reihe stbneiden cntapreiben le Strahlen 

Eine Punkt! eihe B und ein ihi projo tivis h vei Milt Sti ihleiibu bei ^I 
haben m h entspiechenie Llenente I t muh h B^ jen ii t B \i ] ctivn, h 



*) Chales gebraucht den Ausdruck „homographiach", Paulus die Be- 
zeichnung „conform". Auch das Wort „collinear", dessen geometrische Bedt u- 
tuüg wirerst in einem folgenden Abschnitte erklären, wird nachMöbias statt des Aus- 
druckes projectiviscii benutzt. — Stau dt führte das Zeichen Ä für „projectivisch" ein 
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1^ L t.lc, ibOrntt Pi tit loi ind "Hu hhnbinJ d 

VPiwaudlc Ulli EiLgeji S pcrspcttivibch liCf,ondt Roiho wüolio taloli,L il<,rpiujco 
tivtbtlicii Vci w aiidtsolialt von It und S vorliaudt.ii böiii muss so sagt man diiss 
ein Punkt vun B jciioni Strahle eutsimclit welch« Imoh den eutsprothenden 
Punkt von iij hindurchgelit 

Liegt eine Punlttreihe gegen einen StiuhlLübusthtl j ortpecUviseh &o t,nt 
spiitht jedem Stl^hle jener Punkt dei Reiht woLhcr m ihm ^olctou ist 

Schneiden sicli zwei projcctiviSLhe Uoihcu in eiiicm Punktt der ^sith hLlbsl 
eutijpriclit wenn man ihn einmal als Punkt dci cit>tcn Kalte und dann alb Punkt 
der zweiten betiaektot so '<agt man die beiden Punktrcihou habLii di6s\,n Paukt 
entsprechend f,emoin LiLgcn zwei PunUreihen peispectivisch so ist 
wie leitht einzuschon der Schnittpunkt beider Reihen ein Punkt, den die Reihen 
entiprtthend gemein haben 

Fallen zwei entsprechende Strahlen \on 7wei pioj(,ctivisi.hen Stiahlen 
büscheln in einen Stiahl zusammen so sa^t man dass die beidtn Biis hd diesen 
SLiahl entsprechend gemom haben Liegen die /wci Ltusühel m dt.i 
selben Ebene perspcctivisth so bildet die VeibindunaSlinie liircr Mittelpnn! tt 
Lincn Strahl dei den ßttscheln entspieohcnd gemein ist 

Stredten die zwischen eutspicchonlenPunktui projectiviscli(,rPunktreih(,n 
!ic{,en weiden einander entsprechende btreikän goninnt — Winkel 
wolcJie von entsprechende u Strahlen piojoctnischci fctiahlenbüsihel gebildet 
weiden htissen emandct cnlspi i ehi nde Winkel 1 udlith be/eiilinet man 
Streike und Winkel als einander uitepieehuid wem die Endpunkte doi Stietki 
und die Sehenkel des Winkels bcziehun^snuse entspiechende Llcmentc einii 
l'unktieiUe und eines Strahlonbaschcls bilden wolebe projectiviseh sind 

Zwei dei in Rede stehenden GiuBd„ebilde nennt man aul euiandot 
bezogen abgesehen davon cb sie projeitmsch sind odei nicht wenn jedem 
LIemente dos einen iin eiu^i^es bestimmtes Llement dos andern cntspticht Man 
kiiin also /wei solehe Giundgcbilde daduieh aut cmandor bczielien d-isi mau 
jedem Eiemento des einen Gccbildes ein einziges Element des andern als cnt 
spreeheudes zuweist 

Mit Ltuützunt, der voi aus^er,an(5enen ErkUiuni,cii hast sitb fol^endei 
Satz leicht nath veisen 

1 Sind zwei dci ni Rede slthendeu bi un Ibebildi mit 
einem dritten pi )j eetmseh vci wandt so ain 1 su e'i luch 
unter einandei 

Dieser Satc be/iekt aieh ait tehs nio lielie lalle Li LontK n pig Liviseh 
verwandt sein: 

Zwei Puiiktreihen einer dnttcn odoi ein und demselben Büse he! 
Zwei StraLleiibusehtl einem Intteu odei ein Uii l dei tlben Reiht 
Eine PunI tieihe und ti i bli iht nbüsrh 1 m u\i I Iti elb U die oiier 
ein und demselben Busehel 
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Ihre allgemeinen prqjectimschen Beziehungen. \'i 

Es soll min für einige dieser Fälle der Beweis geliefert werden, dass die 
zwei Gebilde, welche dem dritten projectivisch verwandt sind, es auch unter- 
einander sein müssen. 

Sind 7.wei Punktreiben R und fi, einer dritten Reihe B^ projectivisch ver- 
wandt, so ist es zufolge derErldärang, welche über die projectivisch e Verwandt- 
schaft gegeben wurde, gestattet anzunehmen, dass durch allmäliges Projiciren 
aus B die Reihe M^ und ans dieser die Reihe B, entstanden sei. Wenn nun aus 
B allmälig ifj und gewissermassen durch Fortsetzen des Projicirens aus B^ die 
Reihe ü, erhalten werden kann, so bildetüg nur ein Mittelglied zwischen üuud 
Bi, nämlich eine der Reihen, welche durch Projiciren aus B entstehen können, 
zu denen auch JJj gehört, woraus eben folgt, dass B und B, projectivisch sind. 
Um nachzuweisen, dass zwei Punktreihen B und Bi (Fig. 1) nater sich 
projectivisch sein mttssen, wenn beide ei» und demselben Strahlenbüschel 8 pro- 
jectivisch -verwandt sind, erinnern wir, dass 
es zwei gegen S perspectivisoh liegende Reihen . 
geben muss, wovon die eine mit jß, die andere 
mit Bi verwandt ist. Aus der Erklärung über I 
die projectivisclie Verwandtschaft zwischen I 
Pnnktreihe und Strahlenbüschel geht dies ■• 
mittelbar hervor. Die mit B verwandte Reihe | 
heisse *■ und jene mit B^ verwandte r^. Es 
sind nun vier Reihen vorbanden. Durcli Projec- 
tion von B ergibt sich r, diese Reihe wird 1 
durch S projicirt und als Projeetion kann t\ 
betrachtet werden, endlich ist r, mit Bj pro- 
jectivisch verwandt. Es erziehen sich demnach ?■, r^ und B^ durch allmäliges 
Projiciren aus Jf, somit sind B nnAB^ projectivisch. 

Hat mau zwei Strablenbflschel S und S,, welche mit einer und derselben 
Pnnktreihe B projectivisch verwandt sind, so muss es eine Reihe *■ geben, welche 
gegen S perspectivisch hegt und zu B projectivisch ist. Es muss ferner eine 
Reihe r, esisürcn, welche gegen Sj perspectivisch liegt und ebenfalls mit B pro- 
jectivisch verwandt ist. Die Reihen Bund B^ sind demnach ?,n derselben dritten 
Reihe B projeclivisch, also müssen sie es anch unter sich sein und da 8 und Sj 
Ijoziehungsweise diö Sclieine der projecti vischen Reihen r und r, sind, so ent- 
sprechen sie der oben gegebenen Erklärung über projectivische Strahlenbüschel, 
In ähnlicher Weise kann für die noch übrigen Fälle der Beweis geführt 
werden. 

Schneidet man einen ans vier Strahlen atciJ (Fig. 2) bestehenden Strablen- 
büschelS, dessen Mittelpunkt wir M nennen wollen, durch eine beliebige Gerade, 
80 ergibt sich auf der letzteren eine aus den vier Schnittpunkten ABCD 
bestehende Pnnktreihe Jffi, welche gegen den Büsche! perspectivisch liegt. Für 
die Reihe besteht das Doppelvcrhältniss ; 
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14 Erstem- Abschnitt. PKnUreihen und StraUetibüschel. 

Äf! AD 

fllr den Hiis-hel (iis ^llaln_{■ 

sin ac sin ad 
Mn h< Bin bd 
Duri-h die Strahlen des Bdsehels iiini den Trager voni? weiden nun Drei 
ecke gehUdet, als deren gemeinschaftliche Spitze M ■mgenomnien wei den kann 
(Fiff 2) Diese Dreiecke haben alle dieselbe Höhe, 

I folKlieh veihalten sich ihre Fl leheuinhalte wre 
II (>iiimllinieii, man hst ihn mit RUiksicht 
iil dl. Dreieclt AMC BMG AMD, BMD 
/SAMC A4^_^0 AD 
/\BMC ' ~/\BMD^BC ' BB' 
Nichdem der Flärheninbalt eines Drei- 
ckes iber auch gleich ist dfin Producte 
neiet Seiton mnltiplintt mit dem halben 
iiniis des ^on ihnen emgesihksseiien Win- 
els so eigibt sich 
l\ÄMC _ /\,AMD ^A M . C M sin ctc _ \AM . DM ^m ad 
"l^BMC ' 2\^MD~^BM7CM^iirbc ' -fBM7DM^hi:Td' 
Ana dieser und der ersten Gloiehang folgt nun 

AO AD sin ac _ sin (td_ 

BÖ ' BD^'^^M ■ ^M' *■"' 

wofür man iinch schreiben kann, 

{ABÜD) = {ahcd). 
Das Doppelverhältniss der vier Punkte ABCD ist also dem Doppelver- 
häUnisae der entsprechenden vier Strahlen abcd gleich. 

Schneidet man den Büschel S durch eine beliebige andere Gerade , deren 
Scimittpunbte A^ jBj C^ D, lieissen mögen, so besteht für die dnrch diese Punkte 
gebildete Reihe B, die Gleichung: 






A,C, 


jl,D,_amac sin ac! 




2,0, • 


S,I>, ~sin bc ' sin M" 


dieser i 


ind dor Gleichung 


« folgt nun 




AC 


AB 4,0, A,D, 




HC 


■ BD B,0, ' £,B, ■ 



woraus sich der Satz ergibt: 

Wird ein aus vier Strahlen bestehender S trahlcubüschel 
durch beliebig viele Gerade geschnitten, wodurch in jeder 
schneidenden Geraden eine aus vier Punkten gebildete Punkt- 
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Ihre aUgememen projeetivischen Beziehungen. 15 

reihe entsteht, ao sind tiie Doppelverbältnisse alier dieser 
Punktreihen dem Doppelverhältuisse der vier Strahlen, also 
auch unter sich gleich.*) 

Zieht man durch die Punkte AjJ}^C\D^ gerade Linien «i&iC,dj, die sieh 
in ein und demselben beliebigen Punkte M' des Raumes schneideu, ao ergibt 
sich ein aus vier Stralikn bestehender Büschel S, mit dem Mittelpunkte M', 
welcber gegen den crsteven Strahlenhüachel perspect.ivisch liegt. Für diesen 
zweiten Bilachel besteht die Gleichung 

A^C\ ^ A^,_3in «jC^ ^ sin a^d^ 

£,"Ci" ■ £^I>['~'^nb~c^ ' sin"ö,rf, ' 
welche mit der vorhergidienden uud der Gleichung« verftlicLen zeigt, dass 

Bin bc ' sin hd sin ÖjCi ' sin i,rf| 
sein muss, woraus wir den Satz fulgeni : 

Sind zwei StrabicnbOscliel Scheine derHelhen aus vier 
Punkten bi^slehendeii Piniktreilie, so ist das Doppelverh 11 ttn iss 
der Strahlen des einen Büschels gleich jenem der Straliien 
des andeien. 

Hat man zwei aus einer beliebigen An/ahl von Punkten bestehende 
perapectivisth iiegendtPunlvtteih^n somus'! wie aus den voi hei gehend« n Unter 
SHchuugen fol){i das Doppelverhältniss von vui beliebigen Punkten der einen 
Beihe f,leioli dem Doppel verh II tniise der dieser Punktin entsprn,b enden vier 
Punkle du ai Icten Redie sein Au h he niibslehenden Sitze bedli fen nun 
keines bes ndeten Peweiaes mehr 

Liegen zwei Sfiahleniusikel perspectiv! seh so ist das Dopp eh erhalt uisa 
von \iet beliebigen Strahlen des einen BUscl eis giuth dem Doppeherhaltnisse 
der entsp rech enden viti Stiablen les anJeicn 

Liegen eine Pnnl treibe un 1 ein Strahlenbüsthel peisppctivisLh so ist das 
Doppelverhältniss von viei beliebigen Punkten der Reihe gleich dem Djppdvei 
bältnisse der entspieoh enden vier Stiablen des Büschels 

Um tftr bcbiet hegende projectivische Gruidgebilde inaloge bit^e zu er 
halten fasstn wir zunäilist die oben gegebene Definition dei Projectivitat zweiet 
Punktreihen ins Ange Dieser Definition zuttlf,e muss es möglich sein aus der 
einen Punktieihe dit ihi pioietlnisih verwandte durch ein oder mehrmahgea 
frojitiicn 7n erhalten BezeichnLt man ho beiden Reihen duiih B unl M so 



*) In einem Weike des griechischen Geometers Pappus welchci im i eiten 
Jahrh n Chi lebte findet sich schon der Lehrsatz „Wenn viei gerade Lmien *oii 
einem Punkte an gehen so werlen «hese von jedei Transveisilea in viei Punkten 
gewhuiUen deren De ppelveihaltmss immei denaelheit Werth h^t welehes lui-h die 
Transversale sein mag" (^lehe Geachiihte dei Üeomotii von Lhasles leitsch 
vott Sobncke, Seite 30<* ) 
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16 Erifter AliiiclitiiÜ. FunUreHien und Strcthl&nbüsdiel. 

kann man sich demnach im Allgemoinon vorstellen, aus ü seien durch Projiciren 

nach und nach B^, B^, /( S, entstanden. Jede 

dieser Beihen liegt gegen jene, deren anmUtelbare Projection sie ist, perspec- 
tivisch, oder kann wenigstens, wenn sie verschoben worden ist, wieder in die 
ursprüngliche perspectivische Lage gebracht werden. Daher ist das Doppelver- 
hältniss von vier beliebigen Punkten irgend einer Keihe K,i gleich dem Doppel- 
verliältnisse der vier entsprechenden Pnnkte, sowohl der Reihe E„-i, als anch 
der Reihe Bk + j, woraus folgt, dass dasselbe bezüglich der Reihen B und Jf, 
stattfindet. Damit ist nun der Sats; erwiesen : 

2, Sind zwei Punktreihen projecti visch, so ist das Dop- 
pelvorhältniss von vier beliebigen Punkten der einen Reihe 
gleich d D 1 h'-lt ' l h d ' 

Punkte ( R 

Diese 
zwei Punkt w d 

einüiger Pu P 

bereits erk — m 

chendo Pun R 

verwandt s 

S.Ist das DoppelverhaltnihS von viei behebigen Punkten 
einer Punktreibe gleich dem DoppelvcrhäUnisse der ent- 
sprechenden vier Punkte einer zweiten Reihe, so sind die 
beiden Reihen projecti visch verwandt.*) 

um dies nachzuweisen, denken wir uns die beiden lieiheu in soldie Lage 
gegen einander gebracht, dass sie irgend einen Punkt entsprechend gemein 
haben. Die eine Reihe beisse B {Fig. 3j, die zweite JB,, vier beliebige Punkte 
(Fig. 3,) von B nennen wir ABCJ) und die ontsprcchen- 

I den vier der zweiten Keihe AB^G-iD^. 

Dei Pu bt 1 so je e n elchem beide 

I Re 1 en acl vo ge omn e er Ae dernng ihrer 

:e se t genl age s cl «ch e de ollen. Unserer 

Vo anssetzu g gemäss st dai A z gleich der 

1 1 velcbe B und B entspiechend gemein 

I haben. 

Verbindet man die Punkte B und B^, sowie 

die Punkte C und Cj durcli gerade Linien, deren Schnittpunkt M heissen möge, 

und zieht ferner aus 21f Gorade gegen A und D, so bilden die vier in Jf sich 

schneidenden Linien einen Stralilenbüschel, für welchen die Gleichung besteht: 

(ABCD)^{abcd), 

'■) Dieser Satz wird nicht selten als netiiiitiiiii füi- die projecti vi sehe Verwandt- 
schaft zweier Punktreihen benützt. 
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Ifei'e allgemeinen projecUvisehen Begehungen. \1 

wcnQ mau die Stmlileii MA, MB^ MG uud MD beüichuijgaweise durch ahcd 
büzcicliiiet, Ncuut man den Puukt, iu welchem der Strithl d den Tränier <ler Reilns 
Jt, schneidet, J, so ist 

(7lß,6\^) = {rtöc(fi, 
also aueh 

(ÄBÜD) = (ÄIi^C,^]. 
Da ferner (ÄBC.D) -~ (A Bj Cj Z), ) ist, wie voran sgoaet^t wurdtt, so lial; man 

woraus folgt, dass 

AJ__ ÄDj 

sein muss, eiuc Gleichung, welche nur bestehen kann, wenn die Punkte D, und 

AJ 
d zusammon lallen. Denn der Wcrth des Verhältnisses -^^ bestimmt di« Lage 

von A in der Reihe if, unzweideutig und da dieser Werth gleich jenem 



AD^ 



ist, so müssen i und .D, identisch seiu, d. h. der 



Strahl a geht durch den Punkt B^ , welcher dem Punkte B outspricht. 

In gleicher Weise iässt sich auch zeigen, dassjede von üf aus durch irf^end 
einen Punkt i'/' der Reihe 22 gezogene Gerade die Ucihe JBj in einem entspre- 
cbeoden Paukte JTj schneiden muss, woraus folgt, daas die beiden Reihen in der 
angeuomraencu Lage Schnitte eines nnd desselben Strahlcnbüscbels sind. Jede 
der zwei Reihen kann somit durch Projiciren aus der anderen erhalten werden, 
äe sind also projectiviach. 

Ans dieser Untersuchung geht aucli der Satz hervor : 

4. Zwei projectivisehc Punktreihen liegen immer per- 
spectiviseh, sobald sie irgend oinen Punkt entsprechend 
gemein haben. Daher kann man zwei projeetivische Reihen 
immer dadurch in perspac tivische Lage hringen, dass man 
zwei beliebige entsprechende Punkte derselben zur Coin- 
cidenz bringt. 

Der Erklärung zufolge, dass projectivisehc Strahlenbüsehel Scheine pro- 
jectivischor Punktreihen sind, muss es, wenn man zwei projeetivische Strahlen- 
büsehel S und Sj voraussetzt, immer auch zwei projeetivische Punktreihen B 
und Äj gebeu, deren Scheine die Büschel beziehungsweise bilden. Nennen wir 
vier beliebige Strahlen des durch B bezeichneten Büschels ohcA und die ent- 
sprechenden vier Strahlen dos zweiten Büschels «,öjC,cip hcissen wir ferner 
jene Punkte von B, welche iu ahcä liegen, beziehungsweise ABQD und die in 
«jö^Cjci^ gelegenen vier Punkte der zweiten Reihe A^^B^G^l)^ , so bestehen die 
Gleichungen : 
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IR Jimter AlisnhniU. f'unlLtreihen wiul Strahlenliü^ichpJ.. 

(ABCD) -= {abcd) 

Da Hill] mfoigü der projoctivischcn Vorwaudlacluft von It und M, 
iABCI>) = {Ä^B^C^I>^} 
w,m iiiuHs, SU liaL man 

(ahcd) = (UjöjOjff^) . 
woraus wir scliüesKuu : 

5. Sind zwei Stralileubüschol projccf. ivisuh, üo ihI das 
Doppclvcrliältiiiss von bcIiobiKcn vier Strahlen des einen 
Büsehola gleieli deinDoppelverhältniaso der cutsi)reclicndi.Mi 
vior StralilCb dea anderen. 

Dureh Umkelirung dieses Satzes erhalt mau den folgenden : 

6. Ist das Doppclvorhältniss von vier beliebigen Strahlen 
eines StiahicnbUsehels gleich dem Doppelverhäitnisso 
dor (sntsprculienden vier Strahlen e.iiies /weiten Büscliels, 
so siiid die beiden BBschel projectivisch verwandt. 

Wir denken uns, um dies zu beweisen, die beiden Büschel S und 8^ 
(Fig. 4) in eiue solche gegenseitige Lage gebracbt, dass sie sich in derselben 
(Pig. 4,) Ebene befinden, und irgend einen Strahl a 

entsprechend gemein haben. Die Durchschnitts- 
punkte von zwei beliebig gewählten Paaren iby 
und ecj entsprcehcnder Strahlen seien bozie- 
liungsweiso die Punkte B und C, dnrch welche 
wir uns eine Gerade gezof;en denken. Diese 
Gerade schneidet die beiden Büschel in zwei 
Punktri'.ilien. Von den Strahlen dea Uüschcls 
S belraehten wir nur die Strahlen abc und 
einen beliebigen vierten d; von den Strahlen 
des anderen Büschels S, nur ah^c^ und jenen 
vierten Strahl dp welcher 3, entspricht. Die 
Schnittpunkte der Geraden BC mit dbcd seien beziehungsweise ABCD und jene 
derselben Geraden mit ab^c^d^ nennen wir beziehungsweise ABCJ. 
Unserer Voraussetzung gemäss besteht nun die Gleichung: 
(abcd) ^= (aftjCjcfj) ; 
da aber 

(ABCD) = (abcd) 
und iABCJ) = (ab,c^äy) 

ist, so muss 

{ABCD) = (ABCD) 
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ist, was nur dann der FaU äein kann , wenn die Punkte D und ^ coincidiren. 
Es Bchneidfin sicli somit die Strahlen d nnd d, in einem Punkte D der Geraden 
BC, Naclidem dieses Stralilenpaar beliebig gewählt wurde, so Usat sieb das- 
selbe in gleicher Weise für beliebige andere entsprechende Strahlen zeigen. Die 
beiden Bflscbel sind also Scbeine ein und derselben Punktreihe, deren Triiger 
die Gerade BC ist, und müssen daher auch projectiviscli sein. 
Diese Ergebnisse beweisen auch folgenden Satz : 

7. Zwei in ders elben Ebene befindliche pro jecti vlsche 
S trahlenbUscbel liegen immer p erspe ctivi sc li, sobald sie 
einen Strahl entsprechend gemein haben. Daher können 
zwei projeetivi seh e S trahlenbUscbel immer dadurch in per- 
spectiviacbe Lage gebracht werden, dass man sie in die- 
selbe Ebene bringt und zwei beliebige entsprechende 
Strahlen derselben coincidiren läast. 

Die Sätze 2, 3, 5, 6 beziehen sich auf zwei gleichartige Gruiidgebilde ; 
es aollen nun analoge Sätze auch für zwei ungleichartige Grnndgebilde, nämlich 
für die Punktreibe und den Strahlenbilschel aufgestellt werden : 

8. Sind eine Punktreihe und ein Strahlenbttscbelpro- 
jectivisch verwandt, so ist das Doppelverhältniss von vier 
beliebigen Punkten der Beihe gleich dem Doppel ver hält- 
nisse der entsprechenden vier Strahlen des Büschels. 

Zufolge der Voraussetzung, dass die Reihe mit dem Büschel projectivis ch 
verwandt sein soll besteht eine zweite mit der ersteren projectiviscbe Reihe, 
deren Schein der Büschel ist. Heisst der Büschel S, die erste Reihe R, die 
zweite B^ , und nennt man dbcd vier beliebige Strahlen von S, ferner ABCD 
die diesen Strahlen entsprechenden Punkte von B und endlich j4^S,CjZ>i die 
in den genannten vier Strahlen gelegenen Punkte der Reihe Äj, so bestehen die 
Gleichungen : 

{ÄBGiy) = (A,B^C^D,) 
also ist anch 

{ABCD) = {abcd), 
wodurch obiger Satz gerechtfertigt erscheint. 

Durch Umkebrung dieses Satzes ergibt sich der folgende: 
9. Ist das Döppelverhältniss von vier beliebigen Punk- 
ten einer Punktreihe gleich dem Doppetverhält nis se der 
diesen Punkten entsprechenden vier Strahlen eines Bü- 
schels, so sind die beiden Grundgebildo projectivisch. 

Schneidet mau den Büschel, den wir S nennen wollen, durch eine Gerade, 
80 bilden die entstehenden Schnittpunkte eine Punktreibe S^ , welche mit. S 
projectivisch ist, daher mnss das Döppelverhältniss von vier beliebigen Punkten 



y Google 



20 Erster Ähsclmitt. Pttnktreihen imd Strahlenhüsehel. 

A^B^C^D^ der lleilie gleich jenem der durch sie geheuden vier Strahlen 
abcd sein ; man hat also 

(Ä^B^G^D^) = {ahcd). 
Sind nun ABCD die den Strahlen äbcd entspreclienden Punkte der gege- 
benen Reilie B, so besteht der Voraussetzung zufoige die Gleichung 

( AB CD) ^ (abcd) 
daher ist (ABCD) = (A,B^C^D,), 

woraus folgt, dass die beiden Puiikireihen, also auch der Bilsehel S und die 
Reihe B projectivisch sind. 

10. Haben zwei projectivische Punktreilieii oder :?wei 
projectivisclie Strahlenhüsehel drei ihrer Elemente o a t- 
aprecheiid gemein, so haben sie alle Ihre Elemente ent- 
sprechend gemein, d. h. sie sind identisch. 

Der Beweis für diesen Satz kann wie folgt gegehen werden : 
Heissen die drei Punkte, welche zwei Punktreiheii S und JB, entsprechend 
gemein haben, ABC, ist ferner D ein beliebiger vierter Punkt der Reihe R nnd 
^ der dem Punkte D entsprechende der Reihe E^, so muss 
(ABCD) ^ (ABC J), 

AD AJ 
also -g^ ; -^-j, 

sein, was nur möglich ist, wenn D und -J zusammenfallen. 

Naclidem D und J ein beliebiges Paar entsprechender Punkte sind, so 
gilt dasselbe für irgend zwei andere entsprechende Fnnkte der beiden Reihen, 
es sind daher die letzteren identisch. 

In ganz analoger Weise lässt sich der obige Satz auch bezüglich zweier 
Strahlenbüschel rechtfertigen, 

11, Will man zwei der in Rede stehenden Grnndgebilde 
projectivisch auf einander beziehen, so kann man in jedem 
derselben drei Elemente beliebig wählen und einander als 
entsprechend zuweisen; jedem vierten Elemente des einen 
Grundgebildes entspricht dann ein durch diese Annahmen 
vollkommen bestimmtes Element des anderen. 

Nehmen wir an, die zwei Grundgebilde seien Pnnktreihen B und B,, in 
welchen beziehungsweii^e 4-BC und^j^iC^ als entsprechende Punkte beliebig 
gewählt wuiden und D heisse iigend ein \ierter Punkt der Reihe E. Diesem 
letzteren Punkte entspricht dann ein Punkt D. , dessen Lage unzweideutig 
bestimmt ist, wie lus der Glenhung 

(ABrD)==(4^B^C^D^) 
AC _ AD_A,C^ Ä,Dj 
BÖ ' BD~ B^C, ' B~D^ 

hervorgehl, in welcher alle VerhiiltiiisKc , ausser -J-jt bekannt sind. 
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Um D^ constrnctiv ?u eihalten biingt man U und B^ id perspectivische 
Laße indem min etwi A und -ij i,oinudircn la. st su ht den DmchschmttB 
punbt If dei (lernden PB, und C( ^ nnl ?ieht MD I et7teic Gcraic schneidet 
dann den Tiaf,er von S^ im gesuchten Punkte Dj 

'^ets't man cini Punlttrcihe J? unl emcn mit ihi proje tivi'^dLen Strahlen 
bUs h 1 & voraus und nimmt man an den Punklun ABf m U würden die Stiih 
!en «6c in h eutsprei-hen, so ist jLder \ieilt, biiaUI ri \on 6 un/.wenlenlig 
bestimmt., wenn der ilim entf^p rechen de Punkt I) in Jägewäbltist, denn es besteht 
die Gleichung 

( A BCD) = (ohcä) 

aus ui'ii:hi.'r ükli di-r WeL tl ies Veit attn f>5 s ■ — —= unziveidcutig ergibt. 

Coustrnctiv lilEst sich d vtio fol^l iestiirncn; Man schneidet 8 durch 
irgend eine Gerade, wodu ch «ich Line Fuuktre ho 22, ergibt , deren in ahc 
gelegene Elemente uir btziol ihrs vei A^B^C^^ i ennun wollen. Die Ueilien ü 
niid Ej sind nnn projectivis h ui 1 de PinkUi ^IJC in R entsprechen die 
Punkte A^B^G^ in Ej. Es Idsst sich deinnacb dei Punkt D^ in B,, welcher dem 
Punkte D entspricht construLtiv trmttelii v e eben erklärt wurde. Der durch 
D, geLende Strahl von S ist der gesuchte Strahl d. 

In allen übrigen Fallen, welche der Sat^ 11 umt'asst, kann der Ucneis nud 
die betreffende Construction aaf gan« analoge Weise durchgeführt wenleii. 

12. Sind eine PuiiktreitieundeinStrahlonbttschelpro- 
jectivischver wandt und gehen drei Strahlen des Büschels 
durch die d rei d i ea en Strah ! on entsprechenden Punkte, so 
gehen alle Strahlen d u rc b die ihnen entsprechenden Punkte. 
Die beide» ür u ndgcbilde Hogon demnach per s|)ei;tivi scb. 

Dieser SaC^ leuclitet ein, wenn mau berücksichtigt, dass der Träger der 
I'u II k treibe, die wir Jt nennen wollen, den Strahlonbttschel in einer Reihe R^ 
Kcbneidet, welche mit R drei Elmente entsprechend gemein hat, woraus uach 
bat» 10 folgt, dass B and B^ indentisch sein müssen. 



13. H a b e n z w e i p r o j e c t i v i- 


HabcnKweiprojcctivischo 


sche Punktreihen cincsolchc 


Strahlenhüschel eiuesolclie 


gegenscitigeLagc,dassdie Ver- 


gegenseitige Lage, dass die 


bindungslinien von drei Paa- 


Üiirchscbnittspiiiikte von drei 


ren einander entsprechender 


Paaren einandcrcutspr echen- 


Punkte sich in ein und dem- 


dcr Strahlen sich in ein und 


sclbcu Paukte K ach nei den. 


derselben Geraden m befin- 


so gehen die Verbindungs- 


den, so schneiden sich alle 


linien aller Paare entspre- 


Paare en tsprecticuder St rali- 


chender Punkte durch Jll,d. h. 


len in der Geraden m.d.h. die 


die beiden Reihen liegen per- 


beiden Büschel liegen per- 


spectivisch. 


spectivisch. 
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(Satz links.) Sind B und B^ die beiden Reihen und S jener Strahlenbüschel, 
welcher durch die Terbindungslinien aller Punkte von R mit dem Punkte 
M gebildet wird, so liegt nicht nur B sondern auch B^ gegen S perspeu- 
tivisch, wie aus dem Satze 12 folgt. Daher sind 5 und S^ Scheine der- 
selben Punktreihe B und liegen perspeetivisoh, 

(Satz rechts.) Heisscn die beiden Strahlen büschcl S und S^ und bezeich- 
net B jene Punktreihe, welche durch den Schnitt der Geraden m mit dem 
Büschel S zu Stande kommt, so liegen nicht nur S und B, sondern auch S, 
und B perspectiviscb, wie aus dem Satze 12 hervorgeht. Daher sind S und S^ 
Scheine derselben Punktreibc R und liegen perspectivisch. 

14. Zu zwei gegebenen p roj ectiviseb en Pu n k I rci h c ii Ji 
und B^ lässt sich immer eine dritte Keihc B^ bc s Li m inc it, 
weiche gegen B und Bj perspectivisch liegt. 

Dieser SatK gilt auch für zwei Punktreihon, durch deren Träger sicli keine 
Ebene legen lässt. Der Beweis für denselben ergibt suh ans Folgendem 



Verbindet man irgend 
(Fig. 5) der beiden Reihen E 
(Fig- 5-) 



nandti eiils|)reLhondc Punkti A und ^j 
nimmt m einem \on A nnd Aj vtrsi,hie 
denen Punkte der Getaden AA^ den Mit 
tctpunkt eines Strahlenhüschels S an, dei 
.^egen B peripeetivisch liegt und zieht 
dm eh Ä^ in der Fbene deb Büschels S 
eine beliebige Gciade, so isl die Reibe S^ 
welche sich als Schnitt dieser Geraden mit 
S ergibt-, gegen R perspectiviscb gelegen. 
JJj hegt aber auch gegen R^ perspecti- 
viseh, da R^ und Jt^ projectivisch sind 
und den Punkt A^ entsprechend gemein 
haben; demnach liegt B^ sowohl gegen 
R als auch gegen B^ perspectiviscb. 
Mit Hilfe einer solchen Mittelreibe B^ kaun man auch leicht zu irgend 
einem Punkte der einen Reihe B, den entsprechenden Punkt der zweiten Reihe 
Äj bestimmen. 

Sind Sund S, irgend zwei Sirahlenbüschel und will man zu einem Strahle 
X des Büschels S den entsprechenden Strahl x^ des Büschels Sj ermitteln, 
so kann dies mit Benützung einer Mittelreibe wie folgt geschehen : Man schneidet 
S und Sj durch je eine beliebige Gerade, bestimmt zu den sich als Schnitte er- 
gebenden Punktreihen B und B, eine Mittelreihe und sucht mit Hilfe dieser 
Reihe den Punkt Xj in Bj, welcher dem Strahle x entspricht. Jener Strahl 
von 8^, der durch Xj gebt, ist dann der gesuchte. 

15. Haben drei projecti- Habendreiprojectivische 

vische Punktreihen B, Ä,, R^ StrahlenbU schel S.Sj.S^ (Fig.6) 
(Fig6)6inunddeuselben Punkt ein und denselben Strahl ent- 
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entsprechend gemein, so lie- 
gen die Mittelpunkte jener 
dreist rahlenbüschel, welche 
erhalten werden, wennmandie 
entsprochenden Punkte von B 
und JJpdannvonJJundita, end- 
lich von B^ und E^ verbindet, 
in ein und derselben Geraden, 
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sprechend gemein, s( 
den sich di e drei Geraden, in 
welchen die Durchschnitts- 
punkte der entsprechenden 
Strahlen von S und S,, dann 
von S und Sj, endlich von S, 
und S^ liegen in ein und dem- 
selben Punkte, 




(Satz links). Die Strahlenbüschel S und S^, welche beziehungsweise 
durch die Verbindungslinien der entsprechenden Punkte von E und B^ und 
der entsprechenden Punkte von B^ und B^ entstehen, liegen perspeetivisch, 
da sie Scheine derselben Punktreihe Bj sind. Sie haben daher einen Strahl, 
nämlich die Verhindungslinie ihrer Mittel punkte Jlf und M^ entsprechend gemein 
und die Punkte E, E^, in welchen die Träger von B und R^ heziehungsweiae 
dnrch MM^ geschnitten werden, sind einander entsprechende Punkte. Der 
in B^ gelegene, den Punkten E und E^ entsprechende Punkt E^ muss im 
Durchschnitte von JW^E, mildern Träger von B^ gelegen sein , da B^, als die 
Projection von B^ für das Projeetionscentrum M^ betrachtet werden kann. 
Die drei einander entsprechenden Punkte E, E^ , E^ liegen demnach in 
der Geraden MM^. Da endlich die Verhindungslinie der Punkte E und E^ 
ein Strahl des Büschels S^ ist, so liegt Jf, in dieser Linie, oder, was dasselbe 
ist, in der Geraden MM^. 

(Satz rechts). Nachdem die drei Strahlenbüschel S, S,, 8^ unserer 
Voraussetzung gemäss einen Strahl entsprechend gemein haben sollen, welcher 
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Relbstvei siandli h die Vei bind ungili nie dei drei Mittelpunkte M Jtf^ M^ ist 
80 liPgt jedet Büschel gegtii einen andeien deiselben pcispectivisoh Der 
Duichschmtt von ■> und \ bildet somit eine Punktreihe Jf dei Du t ch schnitt 
^0H S and S eine Reihe i?, und endlich dLi Dnrchschnitt von S^ und % eine 
Reihe von Jf Da B unj J?j porHpeLtmsdi lieRi'i indem sie Schnittt dcssnlbeu 
Büscheis S sind so isl ihr Diiich-Jchnillspunkt A cm sah sollst ent 
sprechendei Pnnl t JcietPankt dr Rpil e R^ welcher dem Pnnlto A 
eiitspii ht muBS indem Strahle M^Ä sUeRcii stin ia nun J?^ ah lit Pi je 
tion von J?^ foi das Prt jCLtionscenti um M^ ai sehen kann Deisclbe Pnnkt 
der Reihe 7?, nuss aber aaih im Strahl 3fj 4 liegm raihdem eboi >? wohl 
gestittet ist K als du ProjtcUrn von R tUr rtth Prujt tionvoentrum M, 
aufzufassen Da nin ier iem Punkte A uütbptcchen k Pu kt dei Rtihe B 
zugleich iD M^ 4 und in ^ 4 gelegen sein soll so kann er nni dei Punkt A 
selbst sein, d h die drei Reiiiei i? J?^ R^ schneiden sich in 4 



16. 8 i n d AÄ^ u n d BS, (Fii;. 7) 


Sind aa^ und 66, (F i k- 8) 


zwei beliebige Paare ent- 


zwei heliebigePaareentspre- 


sprechender Punkte vonzwei 


chender Strahlen vonzwei in 


in derselben Ebene befind- 


derselbenEbenebefindlichen 


lichen projee tivi sehen Punkt- 


projectiviscben Strahlenbü- 


reihen, so lieg t der Schnitt- 


scholn, so geht die Verbin- 


Punkt derVerbindungsliiiien 


dungslinie der Schnittpunkte 


^B^ und A^B auf einer b c- 


vonfl.&^ und a^h durch einen 




(Satz links.) Die beiden Seihen nennen wir R iiiul Rj, dor Punkt von R. 
welcher im Schnittpunkte der Träger beider Reihen liegt, sei P, der mit F 
coineidirende Punkt von B^ heisse Q^ und die den Punkten P and Q^ ent- 
sprechenden seien beziehungsweise P, und Q. Verbindet man Ä mit den Punk- 
ten jIjSjPjÖ^ und deu Punkt A^ mit ABPQ. so erhäit man zwei projectivische 
Strahlenbüscbftl , mit den Mittelpunkten A und ^^, welche perspectivisch 
liegen, nachdem sie den Strahl AA^ entsprechend gemein haben. Diese beiden 
Böschcl Bind daher Scheine derselben Punktreihe. Der Träger der letzteren 
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ranss durch die Punkte P^ und Q gehen, denn in P^ schneiden sieh die entspre- 
chenden Strahlen AP-^, ^jJ', und in (3 liie entsprechenden Strahlen 4§,, J,§; 
(Fifi. 8.) 




demnach enthält die Gerade P^V die 'ii.hnittiuclitc ilki Ptiic snheutspie 
chender Strahlen der heiden Büschel w». z B dtn Duithsi,hnitt a ilei Sliah 
len ÄSj^ und A^£. Ans demUmstande dass die Lage dei beriden Pj^ von dei 
Wahl der Punktpaaie ÄA^, HB, unabhängig ist iolgt nun unmittelbir der 
obige Satz. 

(Satz rechts.) S und S, seien die beiden Strahlenbüsche] deien Mittel 
punkte wir beziehungsweise Pund Q^ nennen wollen q heisse der btrahl von 
S, welcher durch Q^ geht, p^ det Stialil lon S^ v\elchei mit q comeidiit und 
p, 3j seien die den Strahlen p^ , q entspiechenden Duich den Schnitt des Stiah 
les a mit den Strahlen a^b^p^q^ entsteht nun eine aus den Punkten ABPQ 
gebildete Reihe B und durch den Schnitt dos Straliles a^ mit den Stralilen 
«&j)3 eine aus den Punkten AB^P^Q^ bestehende Reiho i?j , weicht mit B pro- 
jectivisch ist. Da die Reihen B und ^j den Punkt A entsprcihcnd gemein haben , 
80 liegen sie perspectivisch , es gehen demnach die Vcibindnngslinicii aller 
Paare entsprechender Punkte dieser Reiben, z. B, die Lünen BB^ und PP,, 
dnrcb denselben Punkt M. Die Punkte BB^ sind aber beiiehungsweise die 
Diirchschnitle der Strahlen ab^ und a^b und der Punkt M ist der Durch- 
schnitt von PP, und QÖi' i^'oraus mit Rücksicht auf den Umstand, dass aa^ 
und bb^ zwei beliebige Paare entsprechender Strahlen bilden, von deren Wahl 
die Lage des Punktes M unabhängig ist, der obige Sata folgt. 

■ Eine wichtige Eigenschaft projectivischer Punktreihen ergibt sich durch 
die Untersuchung eines Doppelverhältuisses , in welchem die Uegenpunkte und 
die unendlich fernen Punkte vorkommen. Wird der unendlich ferne Punkt einer 
Reihe B, durch U, der ihm entsprechende Gegenpunbt der Reihe B^ durch G' 
bezeichnet, nennt man ferner ü' den unendlich fernen Punkt von ßj und G den 
Gegenpunkt der Reiho B. so besteht, wenn AA-^, BB^ zwei beliebige Paare ent- 
sprechender Punkte von B und B^ sind, die Gleichung 
(ABGIJ)'={A^B^U'G') 
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AG _ AU _A^lf A^a' 

m ' 'Bu~~ B^u' ■ B^ä'~' 

A,V 

'-b\w^ 

gleich der Einheit ist, so hat man 

AG . A^G'==ßG . B^G'- 
Hieraus ergibt sich der Satz : 

17. Das Produüt der Abstände zweier entsprechender 
Punkte A und A^ vo n den G egcn punkton der prüjectivi'ich en 
Eeiheii, in welchen sie liegen, hat stet« dieselbe Giusse, 
wie man auch die Punkte A, A^ wählen miR 

Aus diesem Satze kann njan schliessen, dass, weau tm Punkt A dei Reihe 
R sich dem Gegenpunktc G slclig nähert, der dem Punkte A entspiechende A^ 
der Reihe M^ sich von dem Gegenpunktc G' stetig entftriit und umgekehrt. 
Fällt A mit G znsammon so ist der eiue Abstand gleich Null dei andue im all- 
gemeinen unendlich gross und das Product beider Abstände muss nieder die 
constante endliche Grösse haben. 

18. In einem jede n von zwei p roj" e c ti vi seh e n Strahlen- 
bnscheln, von denen keiner ein Paralle l-Strahlenhöschoi 
ist, gibt es entweder nur ein Paar, oder unendlich viele 
Paare auf einander senkrecht stehender Strahlen, deren 
entsprechende Strahlen inL anderen Büschel ebenfalls auf 
einander senkrecht stehen. 

Diese Strahlen nennt man die Schenkel der entsprechenden 
rechten Winkel. 

Der Beweis hiefiir ergibt sich aus einer einfachen Coustraction, welche 
die in Rede stehenden rechten Winkel liefert. 

Man bringt die beiden Büschel in perspeclivische Lage, indem man sie in 
dieselbe Ebene legt and ein beliebiges Paar entsprechender Strahlen coiacidiren 
lässt. Die Mittelpunkte der Büschel seien M und M^ und den Träger jener 
Reihe, in deren Punkten sich die entsprechenden Strahlen der beiden Büschel 
schneiden, bezeichnen wir durch (. Wird nun ein Kreis eonstruirt, der seinen 
Mittelpunkt in t hat und durch MmüA M^ geht, so schneidet derselbe die Ge- 
rade t in zwei Punkten J? und S, welche eine solche Lage haben, das die Win- 
kel ÜJlfSund BMj^S — als Winkel im Halbkieise — leihte weiden Die Strali- 
len MM, MS, M^B und M^S nennen wii beziehungsweise r, s )^ s^ Dass r 
und >j fcowie s und Sj Paare entiprechendei Strahlen sind, tolgt daraus, dass 
sie sich in Punkten jener Reihe schneiden, deren Scheine die in Rede stehen- 
den Büsihel bilden. 

Nachdem es nun im allgemeinen immer möglioh ist einen Kteis von 
der bezeidineteu Lage iu construiren, so gibt es in zwei piojectivisehen 



y Google 



Ilire allnemeinen projecUvhchen Beziehungen. 27 

Strahlenbösoheln im allgemeinen auch immer Kwei entsprechen de rechte 
Winkel 

I leRt dei Mittelpunkt des Krei^ses in uncndluhei Pntfernung iMb dai n 
der Fall ist wenn die Geridc "MM^ auf ( senkieiht steht, so geht dur hieis in 
die Geiade MM,^ übet und einer dei Punkte S oder S hegt in JfJf, Ein Paar 
entapiecheader Schenkel dei entsprechenden rechten Winkel fällt dann offen 
bar mit MM^ zusammen Dies hndet immer statt wenn die entspiechenden 
Strahlen welche um dit, beiden Büschel in perspectiviicher Lage zu erhaU<>n 
zui Coineideni gebiacht wuiden zutallig Schenkel der entsprechenden tethtci 
Winkel sind 

DorMiUclpuilt des Kloses kann lu.h m uncndlirhc Entfcn uns 1 jmmun 
wenn t unendlich ferne gelegen ist Letzteies hndd jedoch nui statt «enn alle 
entsprechenden Strahlen zu unander paidUel sind Die Böschtl müssen dann 
1 orausge setzt dass J/und Jfj in endlicher Feme liegen vollkommen gleich sein 
iaher haben in diesem Falle die beiden Büst hei niiht bloss ein Patt enhpre 
chender lechtei Winkel sondern unendlich viele Dasselbe findet statt wenn f 
auf dem Strahle MM^ senkrecht steht und von M und If^ gleich weit eiitfemt 
sind Denn es sind dann unendhrh iieleKieise mÖgJn-h welche duieh JWundJlf, 
sehen und ihi en Mittelpunkt rn f haben Dass die beiden Büschel auch m die 
sem Balle vollkommen gleich sein müssen ist selbst\ erstlndlich — Es zeigt sich 
also dass nur dann nenn beule Sdalilenbüsthel volllommenglciLh sind nnend 
heb iielePaaie (ntspie(,hendet reihtei Winkel in denselben voikomiiien können 
in jedem andetn Falle gibt es nnr ein solche»! laai \oiausgesetzl dass Kemei 
der Büschel ein ParallelhUschel ist. 

Sind a% und ih^ zwei beliebige Paare einander enlsprecliender Strahlen 
so besteht die Gleichung 

{fl6rs) = (a.&jr,SjK 
sin ar 

sin fir ' sin &s sin 6,r 
woraus sich ergibt; 

sin as . ain br sin OjSj . sinö^t 
Da nun die Winkel ar und as, hr und bs , dann «1»^ u 
und öjS^ sich zu rechten Winkeln ergänzen, so hat man 

sin as = cos ar, sin u^r^ =eos OjS, 
sin 6s = c.os hr, sin 6^»-j=co8 öjSj 
welche Werthe in die vorhergehende Gleichung substituirt g 
tg (W . tg a,s, =tg hr . tj; 6jSj. 
Daraus folgt, dass auch 

tg as . tg a^r^ = tg bs . öji-, 
sein niuss. Wir können somit behaupten; 
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28 Erster Abuclmüt. Fiinktreihen uiid Stixihknbtischel. 

19. Das Produet der trigonomctriBcIien Tangen tenj euer 
Winltel, welche zwei beliobigeontsprechende Strahlen mit 
den nieht entsprechenilen Schenkeln der entsprechenden 
rechten Winkel eins chiiessen, ist stets dasselbe, wie man 
auch diese Strahlen annehmen mag. 

Hieraus lässt sich scfaHessen, daes, wenn eio StiabI a des Büschels S sich 
dem Strahle s durch Drehung um den Mittelpunkt von S stetig nähert, dec 
Strahl a^ des Büschels S, , welcher mit S projectivisch verwandt ist, sich von i\ 
auf dieselbe Weise, nämlich durch Drehung um den Mittelpunkt von Sj stetig 
entfernt. 

Da zwei Puuktreiheu, wenn sie irgend einen Ponkt entsprechend gemein 
haben, perspectivisch liegen, so schneiden sieb die Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Punkte solcher Reihen stets in ein und demselben Paukte, nämlich 
dem Mitte Ipnnkte des projicirenden Büschels, welche Lage auch die beiden 
Reihen gegen einander haben mögen. Wir wollen nun untersuchen, welche Linie 
dieser Mittelpunkt heschreibi, wenn eine der Reihen um ihren Durchschnitts- 
pnnkt mit der anderen Eeihe gedreht wird, während letsitere ihre Lage nicht 
ändert, 

M und Äj (Fig. 9) seien dio beiden Ueiheu, ivelclie sich im Punkte A, der 
ihnen entsprechend gemein ist, trett'eiu J!f sei der für die angenommene Lage 
von R und M^ sich ergebende Mitlcl- 
punkt des projicirenden Büschels, Um 
die (iegenpunkto von R und B, 'in 
eiliulteii, bat man nutausüf parallc'.e 
lalc /u di.n hei Lu Reiben /a /io- 
DiePaiallck zu B ödineidil ü^ 
1 IjiLcnpnnI tt (J un 1 lio Panllele 
1 ßj tiiftt B in Gt-gtnpuflite G. 
I Wiicn umgckehit die Gt^enpunkte 
I bekannt so hatte man um M /n er- 
halten aus G und (? b(/iohnni,'iiveise 
/u i?j und P panlkle fTcradc zu /iVen, im Duuhsihnitt dicsei Piialleien 
nüid. MLii dann dLi Miltelpunkl 31 lieben D i kt/tuio Punkt bildtt il(,u 
unen Eckpunkt eines Paiallelogrammes dcistu ii den, L kcn 6- -lund (r sind, 
daher rauss 

G'M-^AG 
sein. Da nun die gegenseitige Lage der Punkte von B sowohl, als aucli von B, 
sich nicht ändert, wenn B am Ä gedreht wird, so behalten die Strecken AG 
und AG' bei dieser Drohung stets dieselbe Länge, und es muss , wenn B etwa 
in die Lage R gekommen ist, der Mittelpunkt M des projicirenden Büschels von 
G' ebenfalls die Entfernung A& haben. Daraus folgt, dass der Punkt M bei der 
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ihre allgemeinen pi'<^ectii-ischen Beeiehiinye'». "29 

Drehung von if einen Kreis beschreibt, dessen Mittelpunkt der Gegpnpniikt ff' 
und dessen Halbmesser gleicli AG- ist. 
Es gilt somit der Satz : 

20. Liegen zwei Punktreiheii perspecti visch und dreht 
man die eine um ihren Durnbschnit tspunkt mit der ande- 
ren, während letztere ihre Lage nicht ändert, so beschreibt 
der Mittelpunkt des projicirenden Strahlenbüschels der 
zwei Reihen einen Kreis, dessen Mit telpnnkt sichimGegen- 
punkte der nicht gedrehten Reihe befindet. Der Halb- 
messer dieses Kreises ist gleich dem Abstände des Gegeii- 
pnnktea der anderen Reihe vom Dreh u ngspunkte. 

Wenn znei in derselben Ebene befindliche Sti^bknbüachel einen Strahl 
entsprechend gemein haben so liegen sie «le betei s erklait wuidt peispec- 
tniiscb und bilden also Scheine dersellen Punktrcihe Wiid dahet der eine von 
den 7wei StrahlenbttSLhiln deiait in «einei Ebene verschoben diss dei btrahl 
welchen die beiden Büschel entspiethend gemein haben ihnen stets gemein ist 
so bleiben die zwei Büschel peiapectiyisch und sfhneiden sich immer in einei 
Punktleihe Es fragt Biuh nun welche Lagen hiben alle lene Punkticihen gegen 
einandei m denen sich die beiden btraWenbüauhcl schneiden wenn iei eine in 
dei etklaiten Weise veischoben wird? 

Um diese Frage zu beantworten beruciisiehfibeu «ii dass vahiend dir m 
Rede stehenden Verschiebung jeder bttahl des veis hobcncn Buscheis parallel 
iu 'ieinei utsprünghthen Richtung bleibt und diss lUe sich cigLbeuden Punkt 
reihen ^e^en beide Büi-chei perspectiv isch hegen 

Den Bi3si.he! wekher seine Lige ändert nennen wir S den m Ruhe hiei 
benden S, und irgend eme als Schnitt von S und S^ sn,h ergebende Punkt 
reihe B 

Jene Sttahlen u und m^ dei läuschel & nid &j welche der Reihe S 
parallel laufen sind entspieihende Stiahlen na(hdem 'iie sich m einem Punkte 
von E nämlich im unendlich lernen Punkte dieser Reibe schneiden Da w und 
Mj wählend der Veischiebnng von S parallel bleiben so treften sie sich stels in 
einem unendlich fernen Punkte Ge,^en diesen Punkt müssen nun alle Punkl 
reihen welche sich als perspectiv is che Dm ch schnitte von S und S^ ergeben 
convergivcn, woraus man schhesscn kann : 

21. Liegen zwei iu derselben Ebene befindliche Strah- 
lenbQschel perspeetivisch und verschiebt man einen von, 
ihnen in seiner Ebene derart, dass die beiden tJüsehel 
stets denselben Strahl entsprechend gemein haben, so 
sind alle Punktreihen, die sich alsSchnitto dieser Bus clie 
ergeben, zu einander parallel. 
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1») Specielle projeetiriselie Verwandtschaft zitisclieu Puuktceilieu und Strahlen- 
Ibüscheln. 

Einen wiclitigeii besonderen Fall projectivisclier Verwandtschaf i zweier 
Pußktreihen bildet jener, in welchem die unendlich fernen Punkte der beiden 
Reiben einander entsprechen. Bringt man diese Punkte, die wir U und TJ^ 
nennen wollen, mit beliebigen drei anderen Paaren entsprechender Punkte in 
ein Doppelverhältniss, so erhält mau die Gleichung 
{AGBV) = {A^G^B^U^) 



oder, was dasselbe 


list. 


AB AU A^B^ 
CB '■ "CV~ C^B, 






Nachdem nu 
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e bekannt, die VerbältiiiE 
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inii -' ^ gleich der Ein- 


heit sind, so ist 











Halle man sliitt der Punkte AGB ilie Punkte ßCD ge*älill, so würde 
man erhalten liahen 

CB __ C^B^ 
'CD~Cj\' 
Durch Mulliplication dieser Gleichung mit dm- voviiei'geheuden ergibt sich 
AB ^Ä^ 

CD~C,D, 
od Kr 

AB _ CD 
A^B\~C^D,' 
Da man zwei Punktreihen , bei welchen die nnendlicii fernen Punkte ein- 
ander entsprechen, äh nliche Punktreihen neiinl, so folgt aus letzterer 
Gleichung der Satz : 

22. In zwei ähnlichen Punktreihen ist das Verhältniss 
von irgend zwei einander 
ein und derselben Grösse. 

Mau nennt desshalb ähnliehe 
Reihen. 

23. In zwei ähnl 
punkte in unendlnher Entfernung 

Der Beweis für diese Behauptunj; fol^t sLhon aus der Definition des 
Gegenpunktes. Da nämlich dci GcnCnpunkt Cj- tinei Reihe J? dem unendlich 
fernen Punkte 17 einti zwntLn Reihe M^ entspiicht sc m ns i\enn B und Jij 
ähnlich sein sollen V =o wohl dem Punkte (t als amh dem unendlich feinen 
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iitü en Ptiltiehen •ancl StraMenhüncheln. 31 

Punkt / dei Reihe S enlsprechen was nm möglich ist, wenn G und U ?.a- 
Bammealallen In ahnh(her Weise ItssI, mh aucli zeigen, dass der in B^ gelegene 
Gegenpunl t G mit W comcidireii mus.3 es erscheint daher obiger Satz 
gerechtfertigt 

24. Schneidet niiui einen Strah Icnhüschol durch paral- 
lele Gerade, so sind die entsteh enden Schnitte ähnliche 
Punktreihen. 

Denn nauhdem hc Reihen wckhc sich als '^ehiittc erg ben ppispectiviBdi 
hegen so schneidet ledci &tiihl des Bus hels diesolbLi m einem Piaie 
entspiechendei Punkte also am h lener &tiah] der 7U ihnen piiallel gebogen 
weiden kann Da nnn dieser Pirallelstralil dio Reihen iii iliien unoiidluh fernen 
Punkten schneidet so niübson letzlere Punkte emandei cnt*piecliti woriiis 
lolgt, dass die in Uede , teliunden Puiikti cihon ahnlicli »iii 1 

25. Schneidet man einen Pavallel-Stralilenhüs(iliel nnch 
beliebigen Richtungen durch gerade Linien, so sind die 
entstellenden Schnitte ähnliche Punktreihen. 

Da jeder Strahl des Bflschels die Reilien in einander entsprechenden 
Punliten achneidet, so entsprechen sich auch die Seh niltpn niete eines in unend- 
licher Entfernung gelegenen Strahles. Diese Scliniltpunkte liegen aber selbst in 
unendlicher Entfernung, folglich müssen die Reihen ähnlich sein, 

Darans und mit Rdcksicht auf den Satz 13 folgt auch: 

26. Sind die Verbindungslinien von drei Paaren ent- 
sprechender Punkte zweier projoctivischer Reihen /u 
einander parallel, so müssen die beiden Reihen ähnlich sein. 

27. Haben zwei ähnliche Punktreihen Kwei Paare ihrer 
Punkte entsprechend gemein, so coincidiren alle ihre ent- 
sprechenden Punkte, d. h. die beiden Reihen sind idcnl isch. 

Aus der oben für ähnliche Reihen aufgestellten Gleichung 
AB __ CD 

geht dies unmittclbii hervoi Dem \\tien AA^ ui 1 FT^ die zwei Pim. eii 
sprerliLndci Punkte, so fol^t aus dieser Gleichung CD^= ^^i-^i *'^ ''""^1 somit 
alle (.utspiechenden Strecken emandei gleich 

Diss man bei der Constiuction ähnlicher Punktiiihen nur zwei und nith! 
mehr Paare entspi eckender Punkte behebig wählen dirf eigiht weh schon aus 
dem für projectms che Reihen im allgemtiuen aufgestellten Satze 11 Als dnttet. 
Paar entspiechendei Punkte sind namli h die unendlRh fernen 7U bettachten 
somit können nui noch zwei Paare wilikUhiluh ingenomraen werden 

Haben z« PI ahuhthc Puultieihen einen Punkt entspreihend gemein so 
hegen hip wie in diesem Fille piojectivische Punktreihen übeihaupt perspe 
tnisih Ii(nKikenswf,rlli ist jcdo(h dass w nn Ici Pnnlt wel h i heikn Reihen 
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entsprechend gemein ist in endlichei Lntfernung liegt dei projicircndo 
Stralilenbiischi,! cm Parallelbascliel sem muse Sml hingegen die Reihen 
parallel in welLhem Fallr sie die unendlich feineu Punkte entspiechend gemein 
haben so hegt der Mittelpunkt des piojiurenden Biischth im allgemeinen in 
endliche! Entfernung 

Der '^lecielhte Fall piojectivisthcr Veiwandf^diaft /wischm Punlttrciben 
ist dei wenn alle entspi echenden Strecl en dei lot^tcitii gleich sind Man nennt 
solche Reihen gleiche oder congruente Eeihcn Dass dieselben auüi 
ähnlich sind ist lelbstversündlicli 

Sclineidet man einen PariUcl Strahl cnbüscbcl duich parallele Gerade so 
ergeleu 'iich congiueute PunUreiheu Auaseidem kunnon im illRememou noch 
congruente Ecihen entstehen wenn ein Pitallel &ti'iltlcnbU'?chel duich Gerade 
geschnitten mrd welche zwar nicht parallel sind ahci gegen dio Stralileii de"* 
Büschels gleiche Winlel emschhessen oder «enn man einen Stiahlcnböschcl 
dessen Mittelpunkt in cndiichei Entfernung gelegen ist lurih paialkle Oceial 
schneidet welche sich in gki lien Abstanden /u (Ci-,chiolencu Seiten dis Mill 1 
Punktes befinden 

28. Kommen m zwei projectivibchen Punk treiben 
drei Paare entsprechender Punkte AA, , BB, und 
CCj vor, welche so gelegen sind, dass ÄB:^^Ä.^B^, 
AO = A,C, nnd BC^=BjC, ist, so müssen die beiden R cihen 
congruent sein. 

Denkt man sich nämlich die beiden Panktieiiien in solche gegenseitige 
Lage gebracht, dass die drei Paare gleicher Strecken mit ihien emandei 
entsprechenden Endpunkten coincidiren, so haben die zwei Reihen drei 
Punkte entsprechend gemein. Sie müssen daher in dieser ha^e alle ihie Pmikle 
entsprechend gemein haben {Satz 10), was iiui moalich ist^ «enn die Reihen 
congruent sind. 

29. Kommt in zwei ähnlicken Punktreihen ein Paar 
gleicher endlicher Strecken vor, welche sich oiitsprcelieii, 
ao sind die beiden Reihen congruent. 

Dieser Satz kann in derselben Weise wie der Satx 27 bewiesen werden. 
Aus der für ähnliche Reihen geltenden Gleichung 

AB _ np 

A^B,~C,D^ 
tolgt nlmhch dass wenn AB= i,Ji^ ist auch 0D= f^Dj sein muss. Nach- 
dem nun (Hund C^B.^ beliebige einander entsprechende Strecken sind, so 
müssen alle cntspreih enden Stiecken emandei gleich sein. 

Mit Hiife dei Risultite /u welchen wir duuh die Untersuchung ähnlicher 
Punktleihen gelangt sind lasst sicJi auch folgen let titr pvojectivische Reihen 
im allgemeinen geltender Sit? nachweisen 
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änvischen Punktreihen und Strahletibüscheln, yg 

30. Ist eine PunktvßiVie mit einem Btrahienhüschel, des- 
sen Mittelpunkt in endlichef Entfern u 11 g liegt, projectivis Ol] 
verwandt, so lassea sich diese beiden Grniidgebilde stets 
in perspectivische Lage gegen einander bringen. 

Die Punklreihe beisse B {Fijf, 10), der Strablenbüscliei S, der Miitelpankt 
des lelztoron M, ferner seien drei beliebige Punkte der Reihe ABC nnd die 
diesen Punkten entsprecb enden Strahlen des <pj jq -, 

Büschels abc. — Wir betrachten nur diei Ele- 
mente der zwei in Rede stehenden Grundge- 
bilde , da, wenn B, in eine solche Lage gebracht 
werden kann , dass ^BC beziehnngsiveise in die 
Strahlen abc fallen , iiaeh Satz 12 folgt, dasa für 
diese Lage alle Strahlen des Baschels durclt die 
ihnen entsprechenden Punkte der Reihe gehen. — 

Aus folgender Constrnction ergibt sich der I 
Beweis für obigen Satz. 

Man trägt von M ans auf dem Strahle b, 
der jenem Pnnkte B entspricht , welcher durch 
die beiden anderen Punkte A und C vom unend- 
lich fernen Punkte getrennt ist, die Strecken I 
AB^^aß und AC^^^ay auf, zieht aus y eine ' 
Parallele znm Strahle a, welche den Strahl c im Pnnkte Cj schneidet, und ver- 
bindet Cj mit ß. Die Durchschnittspunkte von Gy,ß mit a und b nennen wir jlj 
und B^. Macht man nun die Strecke A^m der Geraden A^^C^ gleich AB , zieht 
aus nt eine Parallele zu a, welche b im Punkte B trifft und schneidet endlieh 
den Büschel S dnrcb eine Gerade, welche durch B geht und parallel ku A■^C^ 
ist, 80 muss der Schnitt eine der Reihe B congruente Fnnktreihe bilden. 

Denkt man sich nämlich durch ß eine Parallele zu a gezogen, so bildet 
dieselbe mil den Geraden a und yG^ einen Parallel -Strahlenbüschel, welcher 
durch die beiden Geraden b und A-^0^ geschnitten erscheint; es sind somit die 
Panktreihen A^ByC^ und aßy ähnlich. Da aber letztere Reihe der gegebenen 
Reihe B congruent ist, so muss A-^B^G^ auch dieser letzteren ähnlich sein. 
Würde demnach der Büaehel S durch irgend eine zu A^C^ parallele Gerade 
geschnitten, so wäre die entstehende Punktreihe der Reihe B ähnlich; es han- 
delt sieh also nur mehr darum, jene zu A^C^ parallele Gualeaufzuhnden, deren 
Schnitt mit S nicht bloss eine nur Reihe R ähnliche, sondern mit ihi congrnente 
Reihe liefert. Der letzteren Bedingung entapriebt nun oftenbai die Gerade AG, 
denn die Reihe, in welcher AG den Büschel sehneidet muss nadi bat/ 28 mit 
Ä congruent sein. ^ Würde mau aöc Über ilf hinaus ^eihn^em und auf den 
Verlängerungen dieselbe Construction durchführen, welche eben etkHrt worden 
ist, so bekäme man eine zweite mil B congruente Reihe als Schniit des Büschels 
S, wir können also behaupten, dass die Reihe B sich aul zwei verschiedene 

Stauaigl: lehrbucb der neneten Oeomsttie. 3 
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34 Mster Ahschnitt SpecieUe projeetivieche Verwirndtschaft 

Arten gegen S in perspectivische Lage bringen lässt. Wie leicht einzusehen, 
müssen die in beiden Fällen sieh ergebenden Eeihen zu einander parallel sein. 
Dass die Reihe E und der Büschel S im allgemeinen nur 
aafzwei verschiedene Arten in perspectivische Lage ge- 
bracht werden können, geht aus folgenden Betrachtungen 
hervor. 

Nennen wir die Reihe E wenn sie mit S in dfi erklaiten Weise auf zwei 
verschiedene Arten in perspectivische Lage gebracht wuide M^ und E^ und ibt 
i?j noch eine dritte mit B eongiuente Reihe welche gegen S peispectniseh hegt 
so müssen dif Veibmdtingshnien von je /wei entsprechenden Punkten der Rei 
hen El und E^ oder 2?, und fi den Strahl enbüschel S bilden Wiie Bj jene 
Reihe deren Punkte auf denselben Halbstrahlen liegen nie die Punkte dei 
Reihe ifg so llsst sah leicht zeigen dass die Verbindungslinien von je 7nei ent 
spiechenden Punkten dieser Reihen zutoige ihier perspectivischen I age und da 
sie eongrntnt sein sollen zu einander paiallel wütden «as der \ oiaussetzung 
dass der Mittelpunkt von & in endlicher Fntfernung gelegen sei wideispiaehe 
Nimmt min an E^ soll Ptn bohuitt derselben Halbstiahlen sein «ekbe E 
schneidet so gelangt man zu einem analogen Resultate Da nun weder die Hilb 
strahlen in itnen Ä^ hegt noch jene welchLi? enthalten duieh ausseihalb B^ 
oAei E gelegene tcciade naLh Reihen gesthnitten weiden 1 onnen welche mit 
E congruent sind =o gibt es überliaupt i ui z vei mit E con^ntente Sehnitie des 
BüsLheh & 

Ist S ein Paialkl 'itrahlenbuBche! sokann h mit & wie leicht einzusehen 
nicht immer in perspectivische Lage gebiai^ht werden Nur wenn die geiadhni 
gen Schnitte von b R ihen bilden welche der Reihe E ahnhüh sind ist dies 
möghch Es gibt dann zwei veischiedene Richtungen nirch nekhen S in Reihen 
geschnitten «erden kann die mit B congiuent sind Letztere Reihe lasst sich 
daher in diesem lalle auf unendlith viele verschiedene AUen gegen S m pei 
spectivische La^e bimgen Dass die beiden erwahrten Richtungen mit den 
Stiahlen des Büsibeh gleithe Winkel bilden bedarl nohl keines Beweises — 
Aehnliche & ti ab lenbü^i übel kann rann sobhe piojectivische Bil 
schel nennen, deren unendlich entfernt liegende Elemente einander entsprechen. 
Da in einem Stiahlenbüsehel, dessen Mittelpunkt in endlicher Entfernung gele- 
gen ist, kern unendlich ferner Strahl vorkommt, so können ähnliche Strahlen- 
bühcbel nai Paiallelbüschel sein, 

31. Schneidet man zwei ähnliche Parallel-Strablen- 
büschel durch je eine beliebige Geradeso sinddied ad urcli 
entstehenden Punktreihen ähnlich. 

Dieser Satz findet seine Begründung darin, dass nachdem die unendlich 
fernen Strahlen der beiden Büschel sich entsprechen, auch die in ihnen gele- 
genen Schnittpunkte entsprechende Punkte sein mlissen, wodurch eben die 
Aehniicbkeit der zwei Punktreilieu bedingt ist. 
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Zwei Strahleobüscliel deren Mittelpunkte m endhchei Entteinuns liegen 
werden gleiche oder eongruente Büschel genannt wenn je zwei einandei 
entsprechende Winkel derselben gleicli sind Zwei Parallelst! ahlenbtlschel nennt 
man congruent, wenn der Absfand \on je zwei Stiahlen des einen Biisthels dem 
Abstände der entsprechenden Stialilea des anilem Busuhels gleich ist l>iss zwei 
eongruente Büschel immer auch projectmsch ^emanlt sem müssen ist selbst- 
verständlich. 

Liegenzwei eongruente Strihlenbuseiiel we)i.he keine t iiallelbn^Lhel sind 
perspectivisch, so lassen sich zwei i ille unteis.i,lieiien EntwoJer sind je zwei 
entsprechende Strahlen zu eln^ndel piiallcl odei sie schneiden sich m eigent 
liehen Punkten. Im ersteren Falle liegt dei DurLhschaitt beider Beihen in unend- 
licher Entfernung, im letzteren ist ei eine Punktreihe deren Iragei auf dem 
gemeinsamen Strahle beider Büschel senkrecht steht und lon den Mittelpunkten 
gleiche Abstände besitzt. (Eig 11) Diese beiden F^lie sind wesentlich dadurch 
von einander verschieden diss m ,_, 

jenem , wo der Schnitt eich in unend- 
licher Entfernung ergibt, die Strah- 
len des einen Büscbels in demselben | 
Sinne aufeinander folgen, wie 
entsprechenden Strahlen des anderen, 
während in dem Falle, wo der Schnitt 1 
eine in endlicher Entfernung gelegene 
Beihe ist, diese Aufeinanderfolge im | 
entgegengesetzten Sinne stattfindet. 
32. Kommen in zwei 
projectivischen Strahle n- 
bllscholn drei Paare entspre- 
chender Strahlen «aj, hb^ und ce^ vor, welche ho gelegen sind, 
dass ^ab = a,b^, ^ac^a,c^ und ^bc^ö^r, ist, so müssen die 
beiden Büschel eongruent sein. 

Denn sind S und S^ die beiden Büschel und bringt man den Büsche! S, in 
solche Lage, dass a^bjC^ mit abc zusammentallen, so haben S und S^ drei 
entsprechende Elemente folgl ch nach Satz 1 ) alle ihre et t prechendeu Elemente 
gemei Nachde n s n n ögl 1 ist d e Bus 1 el S und 8^ in solche Lage zu 
bringen dass alle eatsi rechenden Strahle) derselbe o ncidiren, so müssen sie 
congi lent sein 



c) Harmonisrhe Punktreilieu und Stralilenb&schel. 

Eine aus vier Punkten bestehende Punklreihe, bei welcher das Doppel- 
verhältni SS dieser vier Punkte gleich der negativen Einheit ist, wird eine harmo- 
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nische Punktreihe genannt. Sind also ÄBCD die Punkte einer solchen 
Reihe, so besteht die Gleichung 

{ÄBCD)=~1 
oder 

AG 4^__, 
BG' BD 
welches Doppelverhältnisa auch ein harmonisches genannt wird,*) 

Denkt man sieh A und J5 als Fixpunkte, durch deren Abstände von C und 
D diese letzteren Punkte auf der Geraden AB bestimmt erscheinen, so ist 
leicht einzusehen, dass C und D weder zugleich innerhalb, noch zugleich ausser- 
halb der Strecke AB liegen können, denn in beiden Fällen wären die Verhält- 

AC , AD 
"^^" BÖ '"''* ^ ' 
positiv sein. Daraus folgt, dass wenn C zwischen A und B gelegen ist, D sich 
ausserhalb dieser zwei Punkte befindet und wenn C ausserhalb liegt, D zwischen 
A und B gelegen sein muss. Es werden demnach die Punkte A und B in jedem 
Falle durch C und D getrennt. Aus diesem Grunde und mit Rücksicht auf das 
harmonische Doppelverhältniss sagt man A und B seien durch C and D 
harmonisch getrennt. 

Die Punkte A und B, sowie G und JD werden einander harmonisch 
zugeordnete oder harmonisch conjugirte Punkte genannt. 
Obige Gleichung lässt sich auch schreiben 

AG - CB^AD : BD, 
aus welcher Proportion zu ersehen ist, dass der Punkt G die Strecke AB in dem- 
selben Verhältnisse theilt, wie sie vom Punkte D getheilt wird. Wenn auch G 
oder D ausserhalb der Strecke AB liegt , so kann man doch von einer Thei- 
lung dieser Strecke durch den ausserhalb befindlichen Punkt sprechen, wenn 
man Theile einer Strecke im allgemeinen die Abstände des theilenden 
Punktes von den Endpunkten der getheilten Strecke nennt. Man sagt daher auch 
bezüglich einer aus den Punkten AGBD bestehenden harmonischen Reihe, bei 
welcher diese Punkte in derselben Ordnung aufeinanderfolgen, wie sie eben 
angeführt worden sind, dass die Strecke AB durch die Punkte C und D 
harmonisch getheilt ist. Da sich aus obiger Proportion folgende ergibt: 

AG -. AD = GB : BT> , 
welche zeigt, dass die Strecke CD durch die Punkte A und B ebenfalls in glei- 
chem Verhaltnisse getheilt wird, so kann man sagen; Die Strecke AB 



*) Würde das Doppel verbältniss {AliCT)) = 1 angenommen, so wäi-e -"=^ =--- ^= , 

woraus folgen würde, dass die Punkte C und 1> zusammenfallen; man hätte also 
eigentlich nur drei Punkte, welche Anzahl im 
einfachen Verhältnisses hinreicht. 
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wird durch die Punkte C, D und die Stre.cliC CD d (ir c li die 
Punkte A, B harnioiiis eil getlieilt. 

Werden die Punkte ÄBOD einer harmuiiiHchou Reihe mit icgeiid einem 
ausserhalb des Trägers der letzteren befindlichen Punkte verbunden, so bilden 
diese vier Verbindungslinien abcd einen harmonische» Strahlenbü- 
Kvhel, für welchen, da 

{ABCD) ---(abcd) 
isl, das Dopiielverhälmiss besteht : 

Sil 

Deinzutolge ist jeder piojicircnde Büschel emfi hirnicniSLhe i Putiklreiiie 
ebenfall« hatmonisch 

Wie leicht eiuzaseh< n sind die Strahlen ah duich die "sii^hlten cd getrennt 
und umgekehrt nachdem auch wie bereits gezeigt wurde die Punkt AB durch 
CD sowie CD durch AB getieuiit weiden man sagt dabei mit KüLksielit anf 
das barmonisühe DoppLlverhaltniss die btrahlen a b sind durch lie Strahlen 
c.d, sowie auch die btitthleii c ij duiüi a öharmoni-iLh getiennt. 

Die Strihleti a und b sowie c uud d WLideu unanlti h at mo iiiscli 
zugeoidnete oder hirmonisch conjufeiite Strahlen genannt 

Zwei gleicbai'tigo oder ungleichartige der in Rede stellenden beiden Grund- 
gebildo sind immer prujecti visch verwandt, wenn sie harmo- 
nisch sind, nachdem die Deppelvorhältnisse der Elemente, aus weichen 
solche Gebilde bestehen, alle gleich der negativen Einheit, also auch unter sich 
gleich sein müssen. Es gelten somit für hariiionischo Pnnktreihen und Strahlen- 
büschol alle jene Satze, welche für projectivische Gruiidgebiide im allgemeinen 
bisher aufgestellt wurden. *) 

Wir wollen nun untersuche», weiche Lagen der Punkt D eihalten kann, 
wenn man A und B als unveränderlich annimmt, während C sich vom l'unkte A 
gegen B hin bewegt. Die Gleichung 

AC ^Ap 

CB~BD " 

gibt hierüber AufschluBf. 

Der Punkt D ist seiner Lage nach durch die Funkle ABC vollkommen 
bestimmt. Denn der Werth des Verhältnisses-^ erscheint gegeben, sobald die 
Punkte ABO ihrer Lage nach flxirt sind, es ist somit auch der Werth des den 



"j Hit dir Werth emes DnppeUeilialtmSbea iiRtnil eine beliebige Grösse, so 
nennt man dieses ^eihaJtniss im dllgemeiueu mach Chasles) auch ein anhar- 
münisclies Die AusdrUike „Di>ppelYerhftltmss' aad „anharmonisclies Verhältnies" 
Bind demnach im allgemeinen gleichbedeutend 
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pQnkt D unzweideutig bestimmenden Veibältnisses — 

res dem Verhältnisse -^ gleich sein muas 

Fällt C mit dem Punkte A zusammen, so wird AO, also auch ATf gleich 
Null; dev Punkt D coiucidirt daher mit den Punkten A uuii C. 

33.Befiudot sich C im Halbirungspuokte der SU-ecko 
AB, so liegt der dem Punkte C harmoiiisüh zugeordnete 
Punkt D in unendlicher Entfernung und umgekehrt, wenn 
D unendlicb ferne liegt, so haibirt G die Strecke AS. Es ist 
nämlich dann J.C^CB also auch AD^'BD, welch letztere Gleichung nur 
erfüllt werden kann, wenn D mit dem utieiidlioh fernen Punkte zusammenfällt; 
denn für jeden in endlicher Entfernung gelegenen Punkt D würde AD grösser 
oder kleiner als BD. 

Der Punkt D rückt also von A auf der (Iher letzteren Punkt hinausreictien- 
deu Verlängerung der Strecke AB gegen den unendlich fernen Punkt hin, wäh- 
rend sich C vom Punkte A gegen den Halbirungspunkt von AB bewegt. 

Hat C den genannten Halbirungspunkt aber seh ritten, so wird AC grösser 
als OB; es muss also auch AD immer grösser als BD werden, d. h, der Punkt 
D befindet sich dann stets auf der über B hin ausreich enden Verlängerung der 
Strecke AB. 

Je näher C an B gelegen ist, desto kleiner wird auch der Abstand des 
Punktes D von B, bis endlich, wenn C mit B coincidirt , anch Z> mit B zu- 
sammenfällt. 

Bezeichnet mau den Halbirungspunkt der Strecke AB durch M, so folgt 
aus der Gleichung«, da AC=jlJM"-]-J1fC, CB^3tB—MI.\ AD==AM-\- 
-{-MD nm\ BD = MD- -MB \si: 

A M+M C ^ AM+M D 
MB — MG~MD — MB' 
Durch [loductioB dieser Gleichung und wenn man statt MB den gleichen 
Werth AM setzt, ergibt sich 

AM'^--=-MC .MD ß. 

Es isl: somit AM die mittlere f^^eoinatrisclic Proportionale 
zwischen MG unti MD. 

Eine andere bemerkenswerlhc Ueziehung zwischen den auf harmonisclien 
pQuIctreihen sich ergebenden Strecken kann aus der Gleichung a nachge- 
wiesen werden, wenn man GB^Äli—AG und BD--=-^AD — AB setzt. 
Es ist dann 

AB— AO__AD — AB 
ÄC~~ ^ JTT 
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Ha/Fjnonische Punktreihen und Strahlenbüschel. 
. , AB , A£ 



1 =±-|_J 

AB AC'^ AD' ' ' '"^ 

j15 beisst dieser beaondern Beziehung wegen das haimonische Mittelder 
Strecken AG und AD. 

Bezüglich barmonischer Strahlünbüschel lassen sich Gleichungen ableiten, 
welche den für harmoniäche Punktreilien aufgestellten a, ß, y analog sind. 
Dass fUr jeden harmoniBchen Büsohel 
sin «c^sin ad 
sin cb sin bd ' ' ' ^ 
ist, wenn durch abed dessen Strahlen bezeichnet werden, folgt unmittelbar aus 
der Definition solcher Büschel, Die genannten Strahlen folgen in der Ordnung 
acbd aufeinander. 

Ist m jener Strahl, welcher den Winkel ab halbirt, so hat man ac^am -}- 
-\-mc, cb^^mb — mc, ad=^am-\- md , bd^md— mb. Werden diese Werthe 
in die Gleicliung «j gesetzt, so ergibt sich nach einigen Reductionen : 
tg. am* = tg, mc . tg, md . . . . ß^ 
Da ferner cb= —(äb — ac) und bd^=:-ad — ab ist, so erhält man aus a: 
_ sin (ab — ac) _ sin {ad_ ~ ab) 
sin an sin ad 

und durch Reduction dieser Gleichung; 

_1 _J_4. J 

tg ab tg ac tg fflrf " ' ' ' ' 

Mit Hilfe des Satzes 33 lässt sich der folgende leicht begründen : 

34. Haibirt man in 
(Fig. 12 a.) eine Seite AB 
zieht aus S eine Paral- 
lele zur Seite AB, so bil- 
den die vier im Punkte 
S sich schneidenden Ge- 
raden , weiche durch 
dieseConstruction erhal- 
ten worden, einen harmn- 
ni sehen Strahl eiibü seh el- 
Die Punkte AGB und der 
unendlich entfernte Punkt der 
Geraden AB bilden nämlich 
eine harmonische Punlttreihe. 
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Nachdem nun die vier i ö 1 I dl G i iS ( S BS d d 
zu AB gezogene Parall 1 d h 1 t ' P kt h U 

diese vier Geraden, wel h b 1 o; b ä 11 n 

ebenfalls harmonischen St hl bü h 1 b Id 

Ist das Dreiecke gl h h 1 If, b 1 1 m 1 S t -iS 1 BS 
gleich Bind (Fig, 12 b.) t ht d G d CS f d C dl AB A 
Dreieckes senkrecht uni 1 Ib td W ki 4.SB D St 11 1 J hW 

somit in diesem Falle e hl W k 1 d 11t h h Ib t 

jeder derselben den W 1 1 ] bt 11 ( d fe) d h 1 h m 

andern getrennt ist. 'W hl d 1 1 d W k 1 1 Sp t 

des gleichschenkeligen D k j 1 b ! b C h b 

35. Die Haibirungslinien zweier Nebenwinkel werden 
durch die Schenkel dieser Winkel harmonisch getrennt. 

Dass die Haibirungslinien auf einander senkrecht stehen, ist bekannt. 
Zieht man in Figur 12 a. durch den Punkt A eine Parallele zu BS und 
dutch B eine Parallele zu AS, und nennt man den Durchschnittspunkt dieser 
beiden Parallelen S', so ist die Figur ASB?! ein Parallelogramm, dessen Diago- 
nalen AB und Sf sich im Punkte C halbiren. Der Strahlenbttschel acbd steht 
nun in folgender Beziehung zu diesem Parallelogramme. Zwei Strahlen a und b 
des Büschels werden durch die in S sich schneidenden Seiten gebildet, ein 
dritter Sttahlc ist die von S ausgehende Diagonale und der vierte Strahl d ist 
parallel zm /weiten Diaijonale AB Da nun die Massvorhältnisse des Parallelo- 
gtammes ganz beliebige sind insoferne ah auch das Dreieck ASB willkürlich 
gewählt werden konnte, so folgt, dass wenn man von einem Eckpunkte S eines 
beliebigen Parallelogrammes zu jener Diagonale, welche nicht durch S geht, 
eine Paiallele zioht, diese Parallele, die in 8 sieh schneidenden Seiten des 
Parallelogrammes und die durch S gehende Diagonale einen harmonischen Strah- 
lenhusche 1 bilden 

Aus den vorhergehenden Untersuchungen ergibt sich nun auch folgen- 
der Fiatz 

36. Wird ein harmonischer Strahlonbüsuhel durch eine 
Gerade geschnitten, welcho parallel zu einem der Strahlen 
dieses Büschels ist, so sind die in den drei übrigen Strahlen 
befindlichen Schnittpunkte von einander gleich weit entfernt. 
Um zu drei gegebenen Punkten einen vierten zu linden, welcher mit den 
drei ersteren eine harmonische Punktreihe bildet, können verschiedene mehr 
oder weniger einfache Constructionen angewendet worden. 

Sind bloss drei Punkte ohne weitere Angabe gegeben, so outsprechen drei 
Punkte der gestellten Anforderung, denn der gesuchte Punkt kann einem jeden 
der drei Punkte harmonisch zugeordnet sein. 

Um jeder Unbestimmtheit vorzubeugen nehmen wir an, die Aufeinander- 
folge aller vier Punkte der zu eonstruir enden Reihe sei stets ÄCB.D. 
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Harmnnisclte Punktreihen itnd StraJilenhüschel. 41. 

Sind AGB (Fig. 13.) gegeben und wäre D constructiv zu bestimmen, so 
kann man in folgender Weise verfahren. Man zieht durch A eine beliebige 
Gerade g , wählt in derselben zwei Punkte j^j jg. 

G, und B^, welche so hegen, dass 

wird, verbindet C mit Oj , B mit B^ und 
?.ieiit aus dem Schnittpunkte M der Ver- 
bindungslinien (7Cj, BBj eine parallele Ge- 
rade zu ff. Der Durehschnittspunkt dieser 
Parallelen mit AB ist dann der gesuchte 

Punkt D. — Die Geradon MA, MC, MB, MD bilden nämlich . 
sehen Strahlenbüachel , denn dieser Büschel ist der Schein jener harmonischen 
Punktreilie, welche aus den Punkten AG,B^ und dem unendlich fernen Punkte 
von g besteht (Satz 33) ; daher schneidet die Gerade AB den genannten Büschel 
in einer harmonischen Reibe ACBB. 

Soll etwa B ermittelt werden , Vorausgesetz, dass AGB gegeben sind, so 
zieht man durch D eine Parallele zu g, nimmt in g Kwei Punkte Cj und B^ an, 
welche so liegen, dass AC^^=:G^B^ wird und verbindet den Schnittpunkt ilf der 
Geraden CG^ und der aus B gezogenen Parallelen mit dem Punkte B, . Der 
Durehschnittspunkt von MB^ mit AB ist dann, wie leicht einzusehen, der ge- 
suchte Punkt B. 

Sind andere drei Punkte gegeben, so kann der vierte Punkt auf analoge 
Weise gefunden werden. Es dürfte daher nicht notbwondig erscheinen weiteres 
darüber zu bemerken. 

Eine andere, sehr einfache Lösung der Aufgabe, zu drei gegebenen Punk- 
ten etwa ABB einer harmonischen Reihe den vierten Punkt zu finden, ist 
folgende : 

Man beschreibt über die Pnnklo AB (Fig. 14.) einen Halbkreis, verbindet 
B und B mit einem beliebigen Puukto S der Peripherie dieses Halbkreises und 
constroirt eine durch S gehende Ge- 
rade CS, welche mit BS den gleichen 
Winkel cinschliessl, den BS mit BS 
bildet. Der Durehschnittspunkt von 
CS mit AB ist dann der gesuchte 
Punkt. 

Um dies nachzuweisen, haben 
wir nur zu zeigen , dass die vier in 
S sich schneidenden Geraden AS, 
CS, BS und BS einen harmonischen Strahlenbüschel bilden. Nach Satz 35 muss 
letzteres der Fall sein, den BS halbirt den Winkel CSB und die auf BS senk- 
recht stehende Gerade J.Shalbirt den Nebenwinkel von CSD. Da nun die Reihe 
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ÄCBD ein Seboitt des harmonischen Büschels ist, so mtiss sie selbst harmo- 
nisch sein. 

Wären die Punkte AC£ gegeben, so kann man zur Bestimmung des vioi- 
len Punktes D fast ganz dieselbe Construction anwenden. Man beschreibt uära- 
lich wieder Über AS (Fig. 14) einen Halbkreis, verbindet B und C mit einem 
beliebigen Punkte S der Peripherie dieses Halbkreises und construirt eine Ge- 
rade BS, welche den gleichen Winkel mit BS einschliesst, den die Geraden CS 
nnd BS bilden. Der Durchschnittspunkt von DS mit der verlängerten AB ist 
dann der gesuchte Punkt, wie sich mit Hilfe des Satzes 35 leicht beweisen lässt. 
Sind etwa die Punkte AGB gegeben, so kann B durch dieselbe Construc- 
tion ermittelt werden, welche in dem Falle, wenn ABB gegeben waren, zum Ziele 
führte. Der Halbkreis ist dann selbstverständlich ttber BB zu beschreihen. — 
Wird in dem Falle wenn AGB gegeben sind, im Punkte Ceine Senkrechte 
auf AB errichtet und im Durch schnittspunkte Sj dieser Senkrechten mit dem 
Halbkreise eine Tangente DS, an den letzteren gezogen, so schneidet BS^ die 
Verlängerung von AB im gesuchten Punkte D. Es lässt sich nämlich zeigen, 
dass der Winkel, den die Tangente mit der Geraden BS, bildet, gleich jenem 
sein muss, welcher von JiS und der Senkrechten CS eingeschlossen wird. Daraus 
folgt dann, dass ACBB eine harmonische Punktreihe ist. Der Beweis für die 
Gleichheit der genannten awei Winkel kann in nachstehender Weise gegeben 
werden. Den Mittelpunkt des Halbkreises nennen wir M und denken uns den- 
selben mit Sj verbunden. Die Winkel AS-^B und MS^B sind einander gleich, 
weil sie beide rechte sind; zieht man von jedem derselben den Winkel MS^B 
ab, so bleibt AS, ilf=£SiD. Nachdem nun AS-^M=MAS^^^BS-^Gi?.\., so hat. 
maa.BS, C=BSji). 

Aus dieser Construction des Punktes D ergibt sich auch, dass wenn AB 
und B gegeben sind, der Punkt C erhalten werden kann, indem man aus B an 
den über AB beschriebenen Halbkreis eine Tangente zieht und vom Berührungs- 
punkte der letzteren eine Senkrechte auf AB fällt. Der Fusspunkt dieser Senk- 
rechton ist dann der gesuchte Punkt C. 

Ein Vergleich der Formel ß mit Figui 11 zeigt, dis', ttsteie luth mit 
Zuhilfenahme dieser Figur hätte abgeleitet werden konneu 

Der vierte Punkt einer harmonischen Ruhe lässt sich ainh aiil tnlgoide 
Weise durch alleinige Benützung des Linealts liestimmen 

Sind AGB (Fig. 15) gegeben, so zieht man aus A i\\t.i behebiüe von AB 
verschiedene Gerade, schneidet dieselben duruh eine aus G wülkflilub ge?ogone 
dritte Gerade und verbindet die crhaltenoo Schnittpunkte E und Gf mit B Der 
Schnittpunkt F der Linie BE mit AG- und jenei ifdu Lnuc BG mit AE 
werden endlich durch eine Gerade verbunden Letztere Geiade schneidet 
dann j15 in dem gesuchten Punkte B. Die Panktreihen A<'BB und HJFB, 
wenn J den Schnittpunkt von J3(r nnd HF bezeichnet, können nämlich als 
Schnitte des Strahlen büschels betrachtet wirden, des-^en Mittelpunkt i. ist, 
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Harmonische PiinJetreihen und Strahlenbüschel. 

daher hat man 

(AGSD) = (HJFD). 
Dieselben Pnnktreihen kann raan 
aber auch als Schnitte jenes Büschels 
ansehen, der seinen Mittelpunlit in 
Cr hat, folglich ist 

(HJFD)=^(BCÄIi). 

woraus sich mit Rücksicht auf die 

vorhergehende Gleichung ergibt; 

(ACBD) = {BCÄß) 

AB AD BÄ BD 

"^" OB 'cd CA' CD' 

Setzt man BÄ = — AB nud 
reducirt letzteren Ausdiuck, so wird 

AC ÄD_ 
BC ' W)~ 
somit ist die Reihe ACBD eine harmonische. 

Wie man den vierten Punkt nach der letzteren Methode bestimmt, wenn 
etwa A, £, D gegeben wären, bedarf wohl keiner weitereu Erklärung. Dieselbe 
Anordnung von Liuien, welche bonlitzt wurden, um D zu ermitteln, ftihrt in diesem 
B'alle anch zum Ziele. 

Aus der zuletzt erklärten Consttuction lässt sich nun ein wichtiger Satz 
folgern. . 

Die Figur EFGJI ist ein Viereck, welches wir uns ganz beliebig gewählt 
denken können. In demselben sind die Diagonalen SC und FH gezogen und die 
Durch seh nittspunktc A und B von je zwei gegenüberliegenden Seiten ersulieinen 
durch eine Gerade verbunden. Die Durchs eh nittspunkte G und D der genannten 
Diagonalen mit letzterer Verbindungslinie bilden mit Ä und B eine harmonische 
Punktreihe und der Schnittpunkt J der beiden Diagonalen ist so gelegen, dass 
die Reihen HJFD und EJGC harmonisch sind. Dass auch letztere Reihe eine 
harmonische sein muse, folgt daraus, weil sie ein Schnitt des harmonischen 
Strahieubüschels AH, AJ, AF, AD ist. 

Bevor wir den hierauf bezüglichen Satz aufstellen, ist es nothwendig einige 
Erklärungen vorauszuschicken. 

Vier in derselben Ebene liegende Gerade, von denen keine drei durch den- 
selben Punkt gehen , bilde» der Auffassung der neueren Geometrie gemäss 
Seiten eines vollständigen Vierseits, wenn alle sechs Durehscbnitts- 
punkte dieser vier Seiten als Ecken des Vierseits betrachtet werden. Drei Paare 
von Ecken heissen gegen iiberliegendo Ecken, nämlich je zwei, welche 
nicht in ein und derselben Seite liegen, und jede Verbindungslinie zweier gegen- 
überliegender Ecken heissl eine Diagonale. Ein vollständiges Vi er seit hat 
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also drei Diagonalen. — In Fig. 15 sind EG, HF, und AB die drei Paare 
gegenüberliegender Ecke» des vollständigen Vierseits, dessen Ecken die Punkte 
EFGrHAB bilden, ond EG, HF, AB sind die drei Diagonalen. — Jedes vollstän- 
dige Viersoit urafasst drei eini'aclie Vierseite. Ein einfaches Vierseit hat 
nftmlich nur vier Eckpunkte und ist gleiclibedeutend mit einem einfache n 
Vierecke. Das vollständige Vierseit der Fig, 15 enthält a. B. die einfachen 
Vierecke EF&H, AEBG, und AIIÜF. 

Vier in derselben Ebene liegende Punkte, von denen keine drei derselben 
Geraden angehören, bilden die Ecken eines vollständigen Viereckes, 
wenn alle sechs Verbindungslinien dieser vier Punkte als Seiten des Viereckes 
betrachtet werden. Drei Paare von Seiten heissen gegenüberliegende Seiten, 
nämlich je zwei, welche nitht dnrüi ein und denseibea Eckpunkt gehen, und 
jeder Durchschuittspunkl zweier gegenüberliegender Seiten heisst ein Diagonai- 
punkl. Ein vollständiges Viereck hat also drei Diaganalp unkte. — In Fig. 15 
sind A^ B und J die drei Diagomlpunkte do& vollständigen Viereckes EFGH. — 
Jedes vollständige Viereck umfasst drei einfache Vierecke ; so z. B. enthält das 
vollständige Viereck EFGH det t ig. 15 die ein achen Vierecke EFGH, ÄEBG 
und AHBF. 

Mit Rücksiebt auf diese Erklärungen können wir nun behaupten : 
37. Jede Diagonale eines vollständigen Vierseits wird durch 
die beiden anderen Diagonalen harmonisch gotheill. 

Die Diagonale AB wird nämlich durch die Punkte C und J), die Diagonale 
FH durch / und D und endlich die Diagonale EG durch C und J harmonisch 
getheilt. 

Um zu drei gegebeneu Strahlen ach eines harmonischen Büscheis den 
vierten zu finden, könnte man irgend eine Gerade ziehen, welche ach in den 
Punkten AGB schneidet; zu diesen Punkten wäre dann der Punkt i> zu bestimmen, 
welcher mit ACS eine harmonische Punktreilie bildet, und endlich hätte man Z> mit 
dem Mittelpunkte des zu construirenden Büschels zu verbinden. Letztere Verbin- 
dungslinie wäre offenbar der gesuchte Strahl. ludess kann d auf einfachere Weise 
mit Hills eines Parallelogramm es wie folgt ermittelt werden. 

Man wählt im Strahle c, welcher dem zu suchenden Strahle harmonisch 
zugeordnet ist, einen beliebigen Punkt S' (Fig. 12. a), zieht aus S' eine Paral- 
lele zu a und eine Parallele an h, welche beziehungsweise h und a in den Punkten 
B und A schneiden und zieht endlich aus dem Mitloliiunktc S des Büschels eine 
Parallele ä zur Verbindungelinie der Puukte A und B. 

Der Beweis für diese Gonstruction folgt aus dem Umstände, dasa die 
Gerade AB vom Strahle c im Punkte C halbirt wird. Die Punkte AGB und der 
unendlich ferne Punkt in AB bilden aus diesem Grunde eine harmonische Reihe, 
gegen welche der genlin?!chtc Slialilenbüscliel perspectivisch liegt. 

Wären die Strahlen ahd gegeben, so müsslo S' in d, also wieder in jenem 
Strahle angenommen werden, der dem zu bestimmenden harmonisch zugeordnet 
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ist. — Die weitere Constructiou füv diesen Fali ist derjenigen des vorherge- 
henden Falles vollkoniraeu analog. 

d) Conjectlvlsclio Punkti-elhen und eoncentrlsehe StrahlenbÖBohel. 

Liegen zwei projectiviache Punktreihen auf ein und derselbe» Geradeu, so 
nennt man sie conjectivisch Uegendn oder kurz co ti.j e ctivisehe Punkt- 
reihen. Die conjectivische Lage ist demnach ein specieller Fall der schiefen. 
Solche Reihen können z. B. dadurch erhalten werden, dass mau zwei projecti- 
visehe StrahlenbUschel, weiche sich in derselben Ehene befinden, durch ein und 
dieselbe beliebige Gerade schneidet. Denn die zwei sich als Schnitte ergebenden 
Pnnktreiben sind, der projecti via eben VermandtschaEt der Büschel wegen, selbst 
projectivisch nnd da sie sich SaF derselben Geraden befinden, so liegen sie 
conjectivisch. 

Sind B und R^ zwei beliebige projectivische Pnnktreihen und bewegt sich 
ein Punkt A stetig so fort, dass er allm&lig mit allen Punkten von B zusammen- 
fällt, so kann man sich vorsteilen, dass jene Punkte in Ej, welche dem Punkte 
Ä bei seinen verschiedenen Lagen entsprechen, einzelne Lagen eines sich eben- 
falls stetig fortbewegeüden Punktes A^ bilden Wir haben dies bereits aus dem 
Satze 17 gefolgert. Um sich noch in anderer Weise zu überzeugen, dass die 
Bewegung von Ai auch eine stetige ist, braucht man nur daran zu denken, dass 
R nnd R^ sich immer tu perspectivische Lage bringen lassen und dass für diese 
Lage beide Reihen Schnitte desselben Strahlenbüschels sind. Wird ein Strahl a 
dieses Büschels um den Mittelpunkt des letzteren gedreht, so schneidet er in 
jeder seiner Lagen die Träger von R und R, in einem Paare entsprechender 
Punkt«. Die in R gelegenen Schnittpunkte können als einzelne Lagen des Punktes 
A, die in B, befindlichen als einzelne Lagen des Punktes A^ angesehen werden. 
Ist die Bewegung des Strahles a eine stetige, so ist auch die Bewegung des 
Punktes A, und, wie nun leicht einzusehen, jene von A^ ebenfalls stetig. — 
Liegen R und R^ conjectivisch, so gilt offenbar dasselbe, 
Für conjectivische Reihen kann man bezüglich der Bewegung der beiden 
sich entsprechenden Punkte A und A^ zwei Fälle unterscheiden. Entweder 
bewegen sich beide Punkte in demselben Sinne (etwa von rechts nach links) oder 
sie bewegen sich in entgegengesetztem Sinne {der eine nach rechts, der andere 
nach links). 

Im ersteren Falle werden die beiden Reihen einstimmig verlaufende 

ira zweiten entgegengesetzt verlaufende conjectivische Reihen genannt. *) 

Wenn ein Punkt der Geraden, auf welcher sich zwei conjectivische Reihen 

befinden, zwei einander entsprechende Punkte in sich vereinigt, so beisst er ein 

*)Steiner und A. gebrauchen die Ausdrücke .,gleichliegeud" und 
„ungleichUegend." 
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Doppelpunkt oder Hauptpunkt oder auch Ordnungspunkt Solehe Punkte 
liegen demnach so di^s die zwei tonje tnischea Reihen dit selben entsiiechenJ 
gemein haben Stellt man sich die Punkte beidet Reihen als einzelne Positionnn 
sich bewegender entspiechender Punkte A und A^ voi äO kann min anch sagen 
Doppelpunkte sind jene in welchem Ä und dj iu'^ammentl eten üb es nbeihaupt 
solche Punkte gibt wie nele nntei gewissen Voiaussetzungeu in zwei Lonierti 
viachen Reihen entbalteo sind und wie dieselben bestimmt weiden kennt n tvoUen 
WH nun iinteisuchen 

Dass im allgemeinen nicLt inehi als zwei Doppelpunkte verbanden sein 
können es mögen die conjecti vi sehen Reihen einstimmig oder entgegengesetzt 
verlaufen ist klai Denn würden sökbe Reihen diei Paaie von Punkten ent 
sprechend gemein haben, was dann dei Fall wftie wenn in ihnen diei Doppel 
punkte vorkamen so mhssten sie alle ihre Punkte entspiechend gemein haben 
{Satz 10) Man hatte also unter der gemachten Vjiaussetzung niLht nur drei 
sondern ui endlich \ieie Doppelpunkte die beiden Reihen waien cnngiuent und 
alle einander entspiecbenden Punkte deiselben wUrien coinciliten 

Wir wollen nun ifuerst entgegengesetzt verlaufende conjecti\ische Reihen 
bezüghch des Vorhandenseins t on Doppelpunkten in Betracht ziehen 

Zwei conjeetivische Eeibin R und B^ werden im allgemeinen duirh toi 
gendes Schema reprasentirt 

CT (r G- D 

In demselben bedeuten U und U den unciidhch entfernten Punkt des 
Trägers beidei Reihen und fr (r die heziehunKStteise m H und if, gelegenen 
Gegenpunkte Stellen wir uns nun vor ein Punkt 1 bewege aich aui der Reihe R 
stetig fort wählend der ihm entsprechende A^ in entgegengesetztem Sinne sich 
bewegend auf dei Reihe Jf^ fortschreitet Nimmt man an, der Punkt A befinde 
sich m & so ffiilt, dei Dobnition des Gegenpunktes zuteile J, mit JJ odei V^ 
zusammen Bewegt sich nun A \o& G aus gegen U hin so kommt Jei Punkt A^ 
demselben vou U "»as entgegen Die beiden Punkte mUssen sich also iigendwo 
zwiathen Jj und etwa ira Punkt B begegnen Fs hegt demnach jedenfalls 
anf dei Stiecke <tJT ein Doppelpunkt!) — Diiicb folgendes ÖLhomi mögen 
ditsp und die noth /u i iklarenden Be/iehuiiaen ^ei tnsihauluht wei len 
1 B A 

JJ (t a . .. . b 

A, B' A 
Ist A in U oder was dasselbe ist, m U' angehupt, so befindet sich A^ im 
Gegenpunkte (t , da (?' dem Punkte U' entsjuicht Bei foitgeset/ter Bewegung 
dei beiden Punkte in entgegengesetztem Sinne müssen sich nun dieselben noch 
mals und zwar zwischen (t und U' begegnen Es zeigt sieh also, dass am h aul 
dei Slieikp fr'U' ein Doppelpunkt B' vorhanden sein muss 

Wuide man sich A in anderem Smne bewegt denken, so käme mau zu 
demselben Resultate Schieltet aknihüh A gegen IT hin foit so bewegt sich A^ 
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von U' aus dem Punkte A entgegen und muss deüselben irgendwo zwischen G' 
d r t ff 

I 1 alb d il h bt k tf ff ka d 7 amm t ff h ht 

t ttfi d d 111^ r 1 gt t b fi d t i A 1 d- 

Ihf Pkt!7 dhtthdiL,g(hükt U 

ggrhttltAG-^lgt ktAl tdPktCrrht; 
t l lit gJ h J i ä i i i dl h &t 1 ff ch 

■b g e 

W hl d B t ht i tt, g t t r- 

1 t d j t h P kt h t t h Ib d dl heu 

St k trr b h dl he D pp Ipu kt h d ü 

Dbk tlhd Pitd Äbäd h tphder 

Pu kt d G f, p 1 1 d R h 1 h 1 g fu H der 

t p h d P kt t t t {S I 17) h t 

Bff .Z)G'=D'ff . DG'. 
Aus dieser Gleichung kann man schliessen, dass D' von G-' eben so weit 
entfernt ist, als D von G. Denn wäre D'G' grösser als DG^ so müsste, weill>' 
ausserhalb der Strecke 6Cf' liegt, auch D'G grösser als DG' sein, was der 
obigen Gleichung widerspricht. Eben so wenig könnte angenommen werden, 
D'G' sei kleiner als DG. Wir können also folgenden Satz aofstellen: 

38- In zwei entgegengesetzt verlaufenden, conjeetivischen 
Punktreihen gibt es immer zwei Doppelpunkte. Dieselben liegen 
ausserhalb der von den Gegenpunkten begreuzten endlichen 
Strecke und sind vom Halbirnngapunki.c dieser Strecke gleich 
weit entfernt. 

Der specielle Fall, in welchem die beiden Gegeupunkte coincidiren, wird 
weiter unten besonders behandelt werdeu. 

Wir gehen nun zur Betrachtung der einstimmig verlaufenden Reiben Ober. 
ZurlJnterstüt^uagder Vorstellung diene folgendes Schema : 
A^ AD 

U G G' U' 

D' A, A. 

Fällt A mit dem Punkte G zusammen, so befindet sich A^ in unendlicher 
Entfernung — wir wollen voraussetzen in U. Bewegen sich nun sowohl A als A, 
gegen U' hin, so können sie nur zwischen G und G', etwa im Punkte D zusam- 
mentreffen. Denn sobald A^ mit G' eoincidirt, liegt .4 schon in unendlicher Ent- 
fernung und während A, über &' hinaus weiter fortschreitet, bewegt sich A von 
TT ausgehend gegen G hin. — Nimmt man an, der Punkt A bewege sich von G 
ans gegen ET hin, für welche Annahme ^j von U' ausgehend gedacht werden 
muss, so können A und A^ ebenfalls nur zwischen Gund G' zusammentreffen; 
denn sobald A^ in G ' angelangt ist, fiUlt A bereits mit dem Punkte U zusammen 
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und er t nach lern A den Funkt i iibe h tte bat rü kt ^ ou {7 ausge 
Lend gegen G lo t al end vel he Per ode der Bewet;ung bc der Pu kte e n 
Zusammentrefle n ogli h st dock nur so lange al Ä le Pu kt C och u cht 
e re cht 1 at Ist let teres e get eten o behn let li i bon & u i wir 
haben dann w ede jene Stellu g be der Punkte on wel her wir aus^ega ge 
8 nd Ans d eseiiBet achtnngen lolgt also 1 ss wenn zve enstnmgvelau 
fende ojectv sehen R he Doppel] unkte orkonin en d eselben nnr ner 
halb der on de &e enj nkten beg enzte endl 1 n St ecke 1 ge kö e 

W rd d r Halb ru gep kt 1er e dl 1 e btre 1 ( r d d b ze 1 t 
a d st e n Doi pelpu J t .D a f de e dlichen Strecke (J(r vorh de so n s 
auch auf der e 11 l en Strecke OT e n Doi pelpunkt J) I ge n Ih o 
ebenso we t en fe n st als der Punk J) Den fü e e 1 kt J i r 1 
beze ebnete Lage hat be tobt d o Cle chung 

DG BC ^D( Di 
woraus folgt, dass D' ebenfalls eiu Doppelpunkt sein muss. Wäre nämlich B' 
kein Doppelpunkt, würde also demselben irgend ein von D' verschiedener Punkt 
B^' entsprechen, so hätte man nach Satz 17 

BÜ.BG'^B'Q .B^'a' 
weiche Gleichung in Verbindung mit der vorhergehenden zeigl, dass 

D'G'^B,'a' 
ist, was mit Rücksicht auf das gleiche Vorzeiclien dieser zwei Strecken nur dann 
möglich sein kann, wenn D' mit Dj' ansammenfällt. 

In dem speciellen Falle, wenn der eine Doppelpunkt mit coincidirt, muss 
auch der andere iu liegen, es gibt also dann nur einen Doppelpaukt, oder es 
coincidiren vielmehr die beiden Doppelpunkte iu diesem Falle mit 0. 

Dass bei einstimmig verlaufenden, conjectivischen Punktreihen nicht immer 
Doppelpunkte vorhanden sein müssen, geht aus folgenden Betrachtungen hervor : 
Denken wir uns wieder, der Punkt A bewege sich von G aus gegen C'hin, 
wälirend A^ von JJ gegen (?' fortrückt. Ein Zusammentreffen von A mit A, 
kann, wie bereits erklärt wurde, unter diesen Voraussetzangen nur innerhalb der 
endlichen Sireckt GG eifolgen hatjedochji bereits den Punkt G uberschiit 
len, bevor noch A, m G jngelangt ist so können die beiden Punkte an kemei 
Stelle zusammenti e6en und es gibt dann auch keine Doppelpunkte Zu demselben 
Resultate würde man gelaiii^eii wenn A (also auch A-^) im entgegengesetzten 
Sinne sieh bewegend gedacht wird und wenn man antiimml dass 4, den 
Punkt G beieits tiberschritttn habe sobald 4 mit G zusammenfallt ts lässt 
sich somit behaupten 

39. In /wei einatimniig vei liufenden i injectnische n Pu nkt 
reihen gibt es entweder zwei Doppelpunkte, wclehestets anfder 
von den Gegenpunkten begrenzten endlichen Strecke ingleicbem 
Abstände vom Halbiruugapunkte dieser Strecke gelegen sind, 
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oder es ist nur ein Doppelpunkt vorhanden, welcher dann i mmer 
mit dem genannten Halbirungspunkte KQsammeiifällt, oder es 
kommen gar keine (reellen) Doppelpunkte vor. 

Der Fall, in welchem die beiden conjecti vischen Punktreihen ähnlir.h oder 
congruent sind, verdient besonders betrachtet zu werden, Äehnliche Reihen 
kann man sich immer dadurch entstanden denken, dass man ein und denselben 
Stralilenbüachel durch uwei parallele Gerade schneidet. Liefen je zwei einander 
entsprechende Punkte der so entstandenen Keihen in demselben Halbstrahle, so 
verlaufen die beiden Keihen offenbar einstimmig, liegen aber je zwei entspre- 
chende Punkte auf verschiedenen Halbstrahlcn, also auf verschiedenen Seiten 
vom Mittelimnkte des Güscheis aus betrachtet, so verlaufen die Reihen iu ent- 
gegengesetzter Richtung. — Man kann hier eine gleiche und entgegengesetzte 
Richtung des Verlaufens unterscheiden, wenn auch die beiden Reihen nicht con- 
jectivisch liegen, da ihre Träger parallel sind. — Denkt man sich nun eine der 
Reihen nach irgend einer Richtung parallel zu sieb selbst verschoben, bis ihr 
Träger mit jenem der andern zusammenfällt, so ergeben sich schliesslich zwei 
coJijectivische, ähnhche Punktreihen. Nehmen wir an, die Richtung, in welcher 
diese Yerschiebung erfolgt, sei parallel xum Strahle d, so müssen die in ä gele- 
genen, einander entsprechenden Punkte JJÖ^ nach vollendeter Verschiebung zu- 
sammenfallen und einen Doppelpunkt bilden. Der Strahl d kann nicht parallel 
zu den Trägern der beiden Reihen sein, sonst wäre es nicht möglich, die letzteren 
durch Verschiebung iu conjectivische Lage zu bringen, es schneidet also d die 
beiden Reihen in zwei eigentlichen Punkte», woraus folgt, dass der Doppelpunkt, 
welcher durch die Vereinigung dieser Schnittpunkte entsteht, ebenfalls ein eigent- 
licher Punkt sein muss. Wie man also auch die eine Reibe verschieben mag, nm 
sie mit der andern in conjectivische Lage ku bringen, stets ergibt sieh ein eigent- 
licher Doppelpunkt, da der Strahl d jede beliebige Richtung haben kann, mit 
Ausnahme derjenigen, welche die Träger der beiden Reihen haben. 

Der unendlich ferne Punkt muss auch ein Doppelpunkt sein. Es fallen näm- 
lich, wie bereits bekannt, hei ähnlichen Pnnktreihen die Gegenpunkte in unend- 
liche Entfernung ; ist also U der unendlich ferne Punkt der einen Reihe M und 
ö' der in M^ gelegene Gegenpunkt, so fällt 0-' ebenfalls in unendliche Entfer- 
nung nnd coincidirt daher mit U. 

Diese Betrachtungen über die Doppelpunkte von ähnlichen coojectivi sehen 
Reihen gelteu sowohl für einstimmig, als auch fUr entgegen gesetzi verlaufende, 
Wir können daher folgenden Satz aufstellen: 

40, /ff ei ähnliche conjectivische Punktr e ihen , ob sie nun 
einstimmig oder entgegengesetzt verlaufe», liaben stets zwei 
Doppelpunkte, wovon einer der unendlich entfern te Punkt ist. 
Befinden sich zwei congiuente Reihen m conjec ti vi scher Lage und verlaufen 
sie entgegengesetzt, to kann man sich immei voistelleu, dieselben seien entsian 
den, indem ein Strablenbhschel durch zwei vou semera Mittelpunkte gleiib «eit 

Staudigl LchrhULh \et uaioieo Oe™«tne i 
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entfernte Gerade geäclinitten und eine so erhaltene Reihe durch paralleles Ver- 
sehiebeu mit der andern in conjectivisclie Lage gebracht wurde. Nachdem die 
Verschiebung nach allen Riebtungen, nur nicht parallel mir Richtung der Träger 
vorgenommen werden kann, wenn schliesslich ein Zusammenfallen der Träger 
beider Reihen erfolgen soll, so muss es in den conjeetivisch gelegenen Reiben 
immer einen in endlicher Entfernung gelegenen Doppelpunkt geben. Derselbe 
kommt durch die Coinciden?: zweier entsprechender Punkte zu Stande, welche 
sich in jenem Strahle befinden, der zur Richtung der Verschiebung parallel ist. 
Sind zwei congruente, conjectivisclie Pucktreihen einstimmig verlaufend, so 
kann man sich dieselben immer dadurch entstanden denken, dass ein ParaUel- 
StrahlenbUschel durch zwei parallele Gerade geschnitten und die eine der beiden 
so erhaltenen Reihen parallel zu sich selbst verschoben wurde, bis sie mit der 
andern zusammenfiel. Diese Verschiebung kann nun entweder in der Richtung 
der Strahlen des Parallelbtlschels erfolgen, dann fallen alle entsprechenden 
Punkte der conjectivi sehen Reihen zusammen, oder die Richtung der Verschie- 
bung weicht von jener der Strahlen ab, in welchem Falle selb s verstand! ich kein 
Paar sich entsprechender eigentlicher Punkte der conjectivischen Reihen coinci- 
diren können. Nachdem die unendlich fernen Punkte aus demselben Grunde, 
welcher für die entgegengesetzt verlaufenden congruenten Reihen angeführt 
wurde, immer zusammenfoUen müssen, so folgt, dass die in Rede stehenden 
Reihen nur einen in unendlicher Entfernung gelegenen Doppelpunkt haben, wenn 
nicht alle ihre entsprechenden Elemente coincidiren. Aus diesen Untersuchungen 
Bchliessen wir ; 

41. Sind zwei congruente conjectivische Punk treiben ent- 
gegengesetzt verlaufend, so haben sie immer zwei Doppel- 
punkte, wovon einer in unendlicher Entfernung iiegt; sind sie 
aber einstimmig verlaufend, so ist entweder nur ein in unend- 
licher Entfernung gelegener Doppolpunkt vorhanden, oder die 
beiden Reihen haben alle ihre Punkte entsprechend gemein. 

Wie ans dem Satze 17 folgt, nähert sich ein Punkt Ä dem Gegenpunkte G 
der Reihe H, welcher er angehört, wenn der ihm entsprechende X, einer zweiten 
mit B projectivisch verwandten Reihe Jt^ sich von dem in B, gelegenen Gegen- 
punkte entfernt. — Das Schema der beiden Reihen 

1. U M.. G N U' 

U M^ a' JV, U' 

diene den fönenden Erklärungen /ui Unterstützung. — Nehmen wir an, der 
Punkt A bewege sich \om unendlich entfernten Punkte fJ gegen G hin, so kann 
jli von G' ausgehend nach der einen oder anderen Seite fortschreiten. Bewogt 
sich A^ gegen Ü hin, so muss es offenbar einen Moment geben, in welchem die 
Entfernung des Punktes J. vonG ebenso gross ist, als die Entfernung der Punkte 
jii und G'. Befindet sich Ä in diesem Momente in Mund A, in JW,, so wird 
demnach 
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Kei fortgeaetztcr Bewegiing von A über G hinaus gegen V hin niihert sich 
^j von V ausgehend demfiegenpiiiilvte ff'; ea mnss daher nochmals ein Moment 
eiiitrete«,m welchem die Enüprnnngen der Punkte J. und jIj von den hetreffenden 
Gegenpiinliten gleich grois weiden Min hat also 

wenn jV" und iVj jene Punkte sind, mit welchen ji und ^| in diesem Momente 
be/iehuügäweise coincidiren. 

Wäre anßenommen worden, dass J^ sich gegen TJ' iiin bewege, wenn A von 
Ü aus gegen G fortrfickt, so wörde man gefnnden liahen, dasB es ebenfalls zwei 
Paare gleiehweit von den Gegenpnnkten entfernter, sich entsprechender Punkte 
geben müsse. Ein Unterschied bezüglich der Lage dieser Punkte zeigt sich nur 
darin, dass Jf, und JV; hezüglieh des Punktes &' eine andere Lage haben als im 
früheren Falle, wie das folgende Schema zeigt: 

2. U M G N IJ' 

U JV, ff' -M-, U' 

Zweisolche Punktpaare JtfM, und WJi^, sind in zwei projecUvischen Reiben 
stets vorhanden, aber auch nicht mehr. Denn wie aus den vorhergehenden 
Betrachtungen folgt, befindet sich auf der Strecke GTJ nur ein Punkt Jlf, fQr 
welchen Jlfö = Jlf, ff' sein kann und auf der Strecke QU' ebenfalls nur ein 
Punkt N, der so gelegen ist, dass JVö = ^| ff' wird, 

Bie cudiichen Strecken MW und ilf, jV, werden immer bezie- 
hungsweise von den Gegenpunkten Cf und ff' halhirt. 
Denn nach Satz 17 ist 

Jlfff . JWjff'^JVff . N^G'. 
Da nun MG = M, ff' und NG = N, ff' sein soll, so ist MG = NG und 
M^ ff' = JV^ ff' , wodurch ohige Behauptung gerechtfertigt erscheint. Es ist 
somit auch MN = M^N,. 

Wir wollen nun annehmen, durch das Schema 1 seien zwei entgegengesetzt 
verlaufende, durch das Schema 2 ein Paar einstimmig verlaufende conjectivische 
Reihen reprilsentirt. Diese Annahme ist offenbar gestattet ; man braucht sieh ja 
nur vorzustellen, die zwei Reihen wären ursprünglich parallel gewesen und seien 
parallel zu sich selbst bis in die conjectivische Lage verschoben worden. Ea 
stimmt dann auch die Lage der Punkte MM^ und ]>iN^ mit der Annahme tther- 
ein, dass die Reihen in 1 entgegengesetzt und in 2 einstimmig verlaufen, nach- 
dem wir ja, am die Lage dieser Punkte angeben zu können für das Schema 1 
vorausgesetzt haben, dass die Punkte AÄ^ sich in entgegengesetztem Sinne, fUr 
das Schema 2, dass sie sich in demselben Sinne bewegen würden. 

Aus dem Schema 1 ist nun ersichtlich, dass in entgegengesetzt verlaufenden 
conjectivischen Reihen die Punkte M und JJf, auf derselben Seite der Gegen- 
puakte, also beide entweder rechts oder links von ff und ff' liegen. Dasselbe gilt 
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auch bezöglicli der Punkte JVüud N,. Bei einstimmig verlaufenden conjectivi- 
sehen Reihen ist, wie das Schema 2 zeigt, das umgekehrte der Fall ; hier hefin- 
den sich die Punkte M und JM^,, sowie die Pankte N und N, zu verschiedenen 
Seiten der Gegenpunkte. Für entgegengesetzt verlaufende Reihen sind demnacli 
die AhsUtude MG und üf, (?', sowie NG- und N^ & immer gäe ichh ez eich- 
net, während bei einstimmig verlaufenden diese Abstände verschieden 
bezeichnet werden müssen. 

Ist D ein Doppelpunkt zweier conjecti vis eher Reiben, so muss 
BÖ . BG'^MG . M,G' 
sein. VerlaHfüii dift beiden Reihen entgegengesetzt, so ist MG-^=MyG-' daher 
D(J . DG'^=MG^. 
Für einstimmig verlaufende Reihen aber mnss, obigen Erkj^iungeu zu- 
folge MG^= — MiG' gesetzt werden und dann bat man 
BG . BG'^ — MG^. 
Für conjecti vis che Reilien im allgemeinen besteht somit die Gleichung 

BG .I)G'=±rMG^ a 

Setzt man 

BG'=GG' + DG, 
welche Gleichung sowohl für entgegengesetzt, als auch für einstimmig verlaufende 
Reihen gilt, wenn man berücksichtigt, dass BG= — GDist, so ergibt sieb: 



oder 



_ — GG'± Ygg^ ± mm 

DG — - - - 2 - 



dorn /J/fr immer gleich MN sein muss. 

Aus du Gleiihung J, lu wthhev das obere Zeichen von MN^ für ent- 
,, das untere tür einstimmig verlaufende Reihen gilt, kann erselieu 
werden, dass es in entgegengesetzt verlaufenden Reihen immer awei reelle 
Doppelpunkte gibt, während in einstimmig verlaufenden nur dann reelle Doppel- 
punkte vorhanden sein koiineu, wenn GG' grösser als MN ist. Es lasst sich nun 
folgendei Satz aufstellen 

42. In üwei einstimmig verlaufenden conj ec tivischen 
Punktreihen sind entweder zwei reelle gesonderte, oder 
zwei reelle coincidir ende oder Kwei imaginäre Doppel- 
punkte vorhanden, je naclidein der Abstand der Gegenpunkte 
grösser, gleich oder kleiner als MN ist. 

Wie leicht einzusehen vereinigen sich im zweiten Falle ein Paar gleich weil, 
vou den Gegeupunkten abstehender Punkte mit dem Doppelpunkte. 

Nachdem die endlichen Strecken JlfJVund Mj^N, gleich gross sind und 
beziehungsweise durch G und G' halbirt werden, so muss offenbar wenn 
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G&1> MN ist, jede der beiden Strecken JlfJV niid M,N, gana ausserhalb der 
audereu liegea. Ist jedoch G-G'<.MN, so übergreifen sich diese zwei StreclteD. 
ßeriicksicbtigt inau aach imaginäre Punkte, &c Itann man dem vorher- 
gcbendeu uüd dem Satze 38 zufolge behaupten , dassiu zwei eonjeclivi- 
schen Reihen stets zwei Doppelpunkte vorbanden sind. 

Die coQstruelive Bestimniunj,' der Doppelpuiiltte, selbstverständlich nur 
du leUlcn von ii^ei einstimmig veilautendcn coiijccli vischen lieihen It und 
Bj kann in tolgi-ndei Weise geschehen 

bind ABC Punkte der Ruhe 2i undjl|£, C, die entsprechendender Reihe 
Bi BO bestimmt uian zaorst die Gejjeiipui ktc Ct(?', indem mau B und J?, in 
peispettivif-che Lage biingt uni dii, zu B und ifj parallelen Ötrableu des för die 
beidLn Reihen projiutcndin BUst-hels zieht Die Dcirchschnilto dieser parallelen 
SUahlen mit den iwei Reihen sind dinii dit Gegeupunktc, Nachdem j1(? A^G-':^ 
=I>&- . D(?=iJlfG- ist, 80 hat man nni die Lilnge MG der üeite eines 
Quadrates -^u eonstruiron, welches denselben Flächeniuhalt hat, wie das Recht- 
eck, dessen Seiten AG und A,G' siud, um den Punkt M , also auch die Punkte 
M^, N und JVj angeben zu können. Beschreibt mau ferner über die Gegeu- 
punkte einen Halbkreis, zieht im Abstände JfGvonder Geraden GG' eine paral- 
lele j) zu GG', welche, wie wir voraussetzen wollen, dun Halbkreis in Q schneidet, 
und ffilU ans Q eine Senkrechte auf GG\ so liat der Fusspunkt D dieser Senk- 
rechten eine solche Lage, dass 

BG . T)G' = DQ^ = MG'^ 
ist, woraus folgt, dass ß ein Doppelpunkt sein inuss. 

Auch diese Conslruction zeigt, dass keine reellen lloppelpunkte voihanden 
sind, sobald 2^6 grösser als GG' ist, denn für diesen Fall würde die Parallele 
^ den Halbkreis nicht schneiden. Ware 2ilf(T^=(?(r', so mflsste p den Halb- 
kreis berühren und dann würde sich D im Halbirungspunkte der Strecke GG' 
ergeben, ein Resultat, welches ebenfalls mit obigen Untersnchungen Ubeieiu- 
stimnit. 

Um die Doppelpunkte entgegengesetzt verlaufender Reihen zu bestim- 
men, kann man die Länge der Strecke BG mit Benützung der obigen Formel ß 
construetiv ermitteln. Der Werth des Ausdruckes ^ GG"-' -\~ JtfÄ^ entspricht der 
Länge der Hypothenuse eines rechtwinkeligen Dreieckes , iu welchem GG' und 
2MG Kathelen sind. Dieser Wertn lässt sich daher selir Icir.ht constvuiren, 
sowie auch die Grösse der Strecke DG. 

Wenn ein Strahleubilschel S und eine mit ihm piojcctivisch verwandte 
Punktreihe .ß iu derselbeu fcibene gelegen sind, so können diese bcideu Ijrund- 
gebilde entweder entgegengesetzt oder einstimmig verlaufen. Ersteres ist dann 
der Fall, wenn die Punktreihe B und jene iJp welche als Buiiiiitt des Trügi.TS 
der Reihe .ß mit dem Büschel S zu Staude kommt, entgegengesetzt verlaufen, 
letzteres ündet statt, wenn B und B^ einstimmig verlaufeiido Reihen siud. — 
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Dass eine Punktreilie und ein Strahlenbüschel, welche perspectivisch liegen 
stets einstimmig verlaufen, ist aelbstverständlich. — Setzt man nun einen Strah- 
lenbüschel S und eine in der Ebene desselben befindliclie projeutivische Punkt- 
reihe B als gegeben voraus, so kann die Frage gestellt werden : Wie viele 
Strahlen des Büschels gehen durch die ihnen entsprechenden Punkte der ßeihe, 
wenn letztere gejfen den Büschel schiefgelegen ist? 

Mit Rücksicht anf obige, die Doppelpunkte betreffende Sätze lässt sich 
diese Frage sehr einfach entscheiden. Nennt man die Reihe , welche durch den 
Schnitt des Trägers der Reihe ß mit dem Strahl eobüschel entsteht, B^ und DD' 
die in M und R^ vorhandenen Doppelpunkte, so müssen jene Strahlen d4', 
welche durch die genannten zwei Doppelpunkte gehen, offenbar Strahlen sein, 
die der aufgestellten Bedingnng entsprochen. Solche Strahlen können höchstens 
zwei, nämlich ebenso viele als es in B und B^ Doppelpunkte gibt , vorhanden 
sein ; die Möglichkeit ihres Vorkommens ist also davon abhängig, ob in den ge- 
nannten zwei Reihen Doppelpunkte existircn oder nicht. 

Diese Betrachtungen dürften folgenden Salz gentigeud rechtfertigen i 
43. Wenn ein Strahlenbüschel S und eine mit ihm pro- 
jeetivisch verwandte PunktreiheBsich inder selben Ebene 
in schiefer Lage gegen einander befinden, so gibt es immer 
zwei reelle Strahlen von S, welche dni'ch die ihnen entspre- 
chenden Punkte von JS gehen, sobald S und B ontgegenge- 
setzt vorlaufen. Wenn S und B hingegen einstimmig verlau- 
fen, so sind im allgemeinen entweder zwei reelle oder zwei 
imaginäre Strahlen vorhanden, welche die ihnen entspre- 
chenden Punkte enthalten. 

Der Fall, in welchem nur ein reeller Strahl von S vorhanden ist, der die 
angegebene Bedingung erfüllt, muss als ein besonderer betrachtet werden. Er 
entspricht jenem Falle, wo zwei reelle Doppelpunkte coincidiren. 

Unter imaginären Strahlen sind in obigem Satze jene Strahlen ku 
verstehen, welche je einen imaginären Doppelpunkt in sich enthalten. Wir sehen 
daraus, dass in einer imaginären geraden Linie auch oinreel- 
1er Punkt vorkommen kann, nachdem jeder Strahl des Büschels S, also 
auch ein imaginärer, durch den Mittelpunkt des Büscbels gehen muss. 

Wir wollen nun zwei Strahl enbüschcl betrachten, welche in derselben 
Ebene hegen und deren Mittelpunkte coincidiren. Man sagt von zwei solchen 
Büscheln, dasB sie concentriseh liegen, oder einfach, dass sie concentriscli 
sind. Uebrigens werden auch häufig Büschel, deren Mittelpunkte coincidiren, 
wenn crstere auch nicht in derselben Ebene liegen, concentriseh genannt. 

Sowie in conjectivischen Punktreihen Doppelpunkte vorhanden sein kön- 
nen, ebenso gibt es aucli unter Umständen in zwei projecti vi sehen, coneentri- 
schen Strahlenbüscheln Doppelstrahlen, auch Haupt- oder Ordnung s- 
Btrahlen genannt. — Es sind dies solche, in vuelchen zwei einander entspre- 
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chende Strahlen der zwei Büschel znsammenfallen. — Um dies einzusehen, 
denke man sich diese Büschel S nnd S^ durch eine beliehige, nicht durch den 
Mittelpunkt gehende Gerade geschnitten. Wenn die zvvei auf der schneidenden 
Geraden sieh ergehenden conjectivischen Reihen M undJfj Doppelpunkte haben, 
so sind in S und Sj offenbar auch Doppelstrahlen vorhanden. Je nachdem M 
und jR^ entgegengesetzt oder einstimmig verlaufen , kann man die Strahlenbö- 
sehel entgegengesetzt oder einstimmig verlaufend nennen, Das Vorhandensein 
von Doppel strahlen ist in analoger Weise von dem Unislande abhängig, ob S 
und Sj entgegengesetzt oder einstimmig verlaufen, wie das Vorkommen von 
Doppelpunkten durch die Richtungen des Vorlaufens der zwei conjectivischen 
Punktreihen bedingt wird. 

Zur Unterscheidung dos Verlaufens von zwei ]jio|i itnischeii, lonienln 
sehen Strahl enbüsch ein bedarf man Uhrigens nicht zweiei conjectiviscber Reiben 
Denkt man sich nämlich, oin Strahl a des Bttschels S drehe sich stetig in einem 
bestimmten Sinne um den Mittelpunkt, so wird auch der ihm entspicchende 
Strahl a^ des Büschels S^ sich stetig um seinen Mittelpunkt dielien Erfolgt nun 
die Drehung heider Strahlen a und a^ in entgegengesi'titem Sinne, so sind h 
und Sj entgegengesetzt verlaufend, erfolgt die Drehung in gleichem Sinne, so 
verlaufen beide Büschel einstimmig. 

Bezeichnet man durch r und s zwei Strahlen iigend eines Büsihels S, 
welche den Strahlen r^ und s^ eines projectivisch \envandlcn BUm hcls 6j cnt 
sprechen, und sind diese Strahlen zugleich die Scheni.ol dtt enf^intihrndon 
rechten Winkel (Satz 18), so ist bekanntlich das Product 

tg ar . ty ctjSj oder auch tg «s , tij a^)\ 
für zwei beliebige einander entsprechende Strahlen it und a^ constant. (Satz 19). 
Daraus haben wir geschlossen , dass wenn der Strahl a durch Drehung um den 
Mittelpunkt des Büschels S sich dem Strahle r nähert, also von s entternt, der 
Strahl a^ sich vom Strahle s^ durch Drehung um den Mittelpunkt des Bttschels 
Sj entfernt und dem Strahle fj nähert, oder umgekehrt Dasselbe muss nun 
selbstverstäiidlich auch bei concentrischcn projcctivischen Stiahlenbüscheln dn 
Fall sein. Dieser Umstand gibt uns das Mittel an die Hand über die Lage der 
Doppelst 'ahlen e'n'ge festzustellen, (Fig. ii;.) 

U d i I d Erklärungen zu ver- 
f 1 'orans, die concen- 

l b ßU 1 I 5 u d Si bestünden nur 
a 11 Ih t al 1 n 1 vollen uns unter den 
H 11 t ahl n und (Fig. 16) diejenigen 
nand n I t prechenden Schenkel 
d I n Vi k 1 d nken , welche einen 

spitzen oder höchstens einen rechten Win- 
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kel bilden Die Si.henkel s und ^ b< liliebsen dann ciulu btumpfeii i ki fbeii 
falls einen lethttn Winkel ein 

Stellen w II uiia nun \or iii zwei coiiLCDtrisüien cat{,cgciigt.sotzt vetlau 
fenden btiahtcnbusi.heln fielo der Stiahl a mit r ^Uiiammcu t^o muss a^ mit t, 
toinadiren und bei der entgegengesetzten Bewegung von a und t^ wilden diese 
Stiahleo an iigend Piner aussothalb des bpitzcii Winkels ts^ behndluhen Stelle 
die wir durch den Strahl d bezeichnen wollen sich vei einigen und einen Doppel 
ilrahl d bilden Dfts=! diese Veten iganf? au&aeihalb des genamiten spitzen Win 
kels eifol^en muss ist leicht einzusehen Denkt man sieh namlieh a nndoj wür 
den inneihalb des spitzen Winkels n^ eu ander entgegenkommen so müssen sie 
auch innerhalb h, zusammentreffen set/t man ibet voiaus ihre Bewegung ei 
folge inneihilb des» atumpten Winkels »r, so können sie sieh ebenfalls nui 
ausserhalb des spitzen Winkels i ^ l>tf,e{,iien da wenn «j den Strahl \ erieieht 
hat a bereits mit s eomniirt — Füi den Sfiahl 7 besteht die Gleiehung 
tg it tg fs, = tg a> tg rtjSj 
Bezeichnet man len Strahl welchei den spitzen Winkel ib^ halbiit dutch 
and zieht einen Stiahl i dei mit o einen ebenso gioasen Winkel bildet als 
d mit n bo hsst weh leieht nachweisen dass d ebenfalls ein ßüppelstiahl sein 
muss nachdem tg i» lg ? " oäenbar auch gleich Ig ar tg a^\ ist 
Wit können somit den Satz aufstellen 

44. In zwei concentrischen, proj e utivisc h en Slrahlen- 
bflscheln, welche entgegengesetzt verlaufen, gibt es immer 
zwei reelle Doppelstrahlen. Dieselben liegen ausserhalb 
des spitzen Winkels, der von den sich nicht entsprechen- 
den Schenkeln r und s^ der entsprechenden rechton Winkel 
gebildet wird und schliessen mit der Halbirungslinie o des 
Winkelsrsj gleiche Winkel ein. 

Ist rs, auch ein rechter Winkel, so fallen die Schenkel der entsprechen- 
den rechten Winkel zusammen und bilden selbst Doppel strahlen. 

Um über die Lage der Doppelstrahlen einstimmig verlaufen der 
Pnnktreihen Anfschiuss zu erhatten , nehmen wir an, der Strahl a drehe sich 
vom Strahle J aus gegen s hm wahrend det '!)trahl (, m demselben ^lune 
sich drehend von der Lage f [ in die T age öj iibei^ebt Wie leicht e uzu'ieben 
können sich a und «j um in irgend i inem inneihalb les spitzen Winkels > ^ 
(Fig 16) befindlichen "^tiahle t! bef,egnea Denn i-it öj in , angelangt bo lehn 
det sich « bereits in s tolt,lieh kann ein Zusammentreffen nur zwischen den 
Halbstiahlen j und «^ statihnden von welchen wir \oiau3geset/t haben dasb 
sie einen spitzen Winkel bilden — Nathdein die Unteisuthnug (iboi Doppel 
punkte einstimmig ^eilanfendcr Reihen der hici voi zunehmenden ganz analog 
ist so beschrinkeu wii uns auf diese Andeutant,en — Kommt in dem spitzen 
Winkel t\ ein Doppelsliahl d voi so muss immei no h cm /weitei d voi banden 
sein welcher mit der Halbirungshme o des Winkels i j einen ebouso j^ioseen 
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Winkel hildet, als der Doppehtrahl d, wie aus der Gleichung 

tg ?> lg 1 ^=lg d, tg (i 
und auH dem bitzt, 1^ folt,t Wuidc demnich ? mit o cointihion ao niU'isto 
aOLh d mit o zusammen lallen und dann wäien nitht iwei getieimte, bondein 
zwei m der Halbii ungslinie o verein gte Doppelsti ahlon \oilianden liS Ht Uhri 
f,eii3 auLh möglich diss keine reelle» Doppel strahlen voikomiiien Hat nämlicli 
der Stiahl Aj \on t^ ausgehend den Strahl f noch nicht etrcicht, wenn« aus der 
Ldge / bereits in die Lage a^ öbergegangen ist bO können sich offenbar «und«, 
weder innerhalb noch lusserhilb des spitzen WinkeU *i, treffen. Wir können 
bODiit fol^Lndcn Sat^ aufstellen 

45 In zwei on cntris.olii,n pioje hvisclien StrahSen- 
büschehi wcUhe einstii 
zwui gesonderte, innerhalb je 
Doppelstrahlen, der von ( 
Schenkeln r und s, der e 
gebildet wird , oder zwei 
spitaen Winkels coincidirt 
strahlen. Die zwei gesonde 
mit der genannten lialbii 
kel ein. 

Sind Kwei concentrische ßüseliel cougruent und verlaufen sie entgegen- 
gesetzt, so haben sie dem Satze 44 zufolge immer zwei Doppelstrahlen. Diese 
letzteren bilden stets einen rechten Winkel. Denn bezeichnet 
man dieselben durch d und d', so mnss 

^dr^dr^ und ^<Fs=d'Sj 
sein, nachdem in Folge der Coiigruenz heider BUschel für jede Lage der sich 
drehenden Strahlen a und a^ 

^ar=^u^}j und ^as^a,s^ 
ist Wenn nun, Hie die obigen Gleichungen zeigen, iJ und d' beziehungsweise 
die Winkel j»j und 96^ halbiren, so lässt sich leicht nachweisen, dass sie auf 
einaiidei senkrecht stehen müssen. 

Wii haben die Setzteie Untersnchung aber die Doppelstrahlen congruen- 
ter bti dhlonbuschtl auf das Vorkommen entsprechender rechter Winkel gestüt/.t. 
Solche Büschel enthilten aber nicht blos e i n Paar, sondern unendlich viele 
Paaie sah entepiecliender rechter Winkel, es könnte daher scheinen , dass 
hier andfcie Beziehungen statt haben, als iu projectivisch verwandten Büscheln 
überhaupt. ludess zeigt sich, dass wenn man irgend ein Paar entsprechender 
rechter Winkel annimmt und untersucht, ob Doppel strahlen vorhanden sind, 
dass zwei solche Strahlen existiren müssen. Setzt man ein anderes Paar ent- 
sprechender rechter Winkel voraus, so erliält man dasselbe Resultat ; da es 
aber nicht mehr als zwei Doppelstrahlen geben kann, wenn nicht die beiden 
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Büschel identisch sein sollen (Satz 10), so müssen sich immer dieselben zwei 
Doppelstrahlen ergeben, welche Paare von rechten Winkeln man auch an- 
nehmen ma^'. 

46. Verlaufen zwei congruente, coneentrische Strahlen- 
bttschel einstimmig, so haben sie entweder keine reellen 
Doppelstrahlen, oder es fallen alle ihre eatsprechenden 
Strahlen zusammen. 

Stellt mau sich vor, dass zwei entsprechende Strahlen «und cf.j,beziel»uaKS- 
weise von r und r^^ ansgehend , sieh in demselben Sinne drehen und nimmt man 
an, sie würden in irgend einem Strahle d zusammentreffen , so ist leicht einzu- 
sehen , dass in Folge der Coiigruenz beider Büschel 

■^ (?*- = dr^ 
sein muss, welche Gleichung, da a und a^ einstimmig fortschreiten sollen, nur 
erfüllt werden kann, wenn r und i\ coincidiren. Fallen aber r und r^ zusammen, 
so coincidiren offenbar auch s und s^ ; die beiden Büschel hätten daher drei 
Paare von Strahlen entsprocliend gemein und müsstcn somit identisch sein. Wenn 
also ein Paar entsprechender Strahlen zusammenfallen, so haben die beiden 
Büschel alle ihre Strahlen entsprechend gemciu, woraus obiger Sata unmittel- 
bar hervorgeht. 

Sowie CS in zwei pnijecti vischen Puuktreihcn stets zwei Paare entspre- 
chender Punkte MM^ und NN^ gibt, welche von den Gegenpunkten gleich weit 
abstellen, ebenso sind auch in awei projecti vi sehen Strahlen hü seh ein S und S^ 
(b'ig. 17) stets zwei Paare von Strahlen mm^ undnn, vorhanden, welche mit den 
sich nicht entsprechenden Schenkeln rs^^ der entsprechenden recliten Winkel 
gleiche Winkel einschliessen, so dass 

^nM'^=w^Sj und ^wr^Wj.ij , also auch 



wird. Um dies einzusehen stelle n 
S drehe sich von r aus gegen s hi 




sich «luder vor ein Stiabl a des Büschels 
'ährtni ilei ihm tntsprechende Strahl Oj 
im Büschel S^ von »^ ausgehend ge 
gen s fortbchieitet Je mehr a sich 
vom Strahle > entfernt, desto näher 
rückt bekanntln,h ßj dem Stialile s^ 
folgliili muss es einen Moment gehen 
in welchem dei Winkel nt cbcnsj 
grc^s ist als dct Winkel a^-<^ Bl 
zciUinet man duich m, und »jj jene 
Stnhlen, mit HelcUen beziehungs 
«ei--e a und ßj in diesem Momente 
coincidiicii so hat min obige Gin 
chung ^HiJ=»i^Sj Dass bei foit- 
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gesetzter Diehuüg von a und «j nopL em aweiter Moment eintreteu muss, in 
welchem 01 =o,Sj ist wollen wir nicht «eitei begründen, nachdem die zur Her- 
stellung eine-i Beweises notiiigen Betrat htun«en denjenigen ganz analog sind, 
welche wir be^ÜgliLh det PunKtpaaie M3[^ uuA NN, in piujectivischen Reihen 
bereits angestellt haben 

Heii^eu die Strahlen, mit welchen a und «^ KUsaniment'allen , wenn sie 
zum zweitenniale gleithe Winkel mit r ujid s^ bilden, n und n^, so lässt sich 
leiiht nachweisen dass 

sein mu'is ^u« SiU 1<) folgt nämlich, dass 

tu mr . fgJWiSi =ignr . tgn^s, 

ist; nachdem aber die Winkel mr und ™,s,, sowie m- und n^f, einander gleich 

sind, so ergibt sich 

tg mr= tg nr und tg m,«, -= lg «^s, , 

Die Winkel mw und TOj7.j werden also beziehungsweise 

dnrcbrunds^halbirt. 

Wir gehen nun wieder zur Betrachtung zweier conccntrisch liegender, pro- 

jectiviacher Strahlen büüchol S und Sj über — Dass es auch in solchen Böseheln 

immei ^wei Paau von cntsprethcndcn Strahlen neben muss weicht mit t und «j 

gleiche Winl el bilden ist selb st vei st an dl ich Verlauten die beidon Bü% hei ent 

gegenf,eietÄl bo lie{,en die mt pteüiet dui Stiahlenwwj -^owie m, immei 

auf deiselben Seite dei Strahlen j und s^ d h wenn man die Strahlen t und s^ 

in demselben Sinne um den Bctrig des Winkels mi dieht so gelangen sie 

beziehungsweise in die Lage ler Sttahlen m und 1 1, oder auch « uni «^ Vei 

laufen aber & ui i S^ einstimmig so liegen die entspiechenden Strahlen ii k, 

sowie ^m^ auf entgegengeset^ten Seiten dei Strahlen > und \ (In dei Fig 17 

sind diese zwei Fälle angedeutet ] Für entgegengesetzt veilaufende conientn 

sehe Büschel niOssen daher auch tg mt und tg m^',^ so«ie tg ni und tg n^f^ 

stets gleich bezeichnet werden für emstimraig i thufende Büschel sind jedoch 

die /eieheu dieser Weithc entgegengesetzt anzimehmeii 

Dem Sat/ 1 1 zufolge besteht die Gleichung 

tg Ar , tg & = tg mr . tg m^s^, 

wenn d einen Doppelstrahl bczciclinet. Da nun 

tgww = ±tg WjSj 

ist, je nachdem die beiden BUschel entgegengesetzt oder einstimmig vorlaufen, 

so hat man für diese zwei Fälle beziehungsweise 

tg dr . tg fisj =rhtg»K»'^ ...... «' 

Der Winkel ck^ ist gleich dr -\- rs,, mithin kann mau auch sclireibcu 

tg dr 4- tg rs, 
tg dr . --*— -T-^- = j- tg mr^. 
l — tgdrAgrs^ 
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Wird diese Gleichung uacL tg dr aufgelöst, ho ergibt aich : 



tgrfr=i[— tgrs^ (l±tgmr^)dhV lg rs,^(l -J:: tg mr")^ i4i„ »* J 
Daraus ist k« ersehen, dase tg dr, wenn die oberen Zeichen t,tltou i am 
lieh bei eulgegengesetzt verlaufenden Strahlenbüscheln stets reell wiid lu sei 
eben Unschelii sind aouiit, ivie wir bereits in anderer Weise gLiui den I al en 
immer reelle Doppel strahlen voihauden. 
Nachdem 

also 

t mn= ^^^""' 

1 — tg wt^ 

ist, so ergibt sieh für einstimmig verlaufende StrahlenbUschel auch 

tgÄ)-=|(l — tgww^)( — tg rsj ± V tg rsj ^ — tg »m^) . . . ß' 
Aus dieser Gleichung folgt der Sat/,: 

47. In zwei conuG n trisch en, proj e ctivis ch en Strahlcu- 
bnscheln, welche eiustiminig verlaufen, gibt es entweder 
awei reelle gesonderte oder zweirellc coincidirende oder 
zwei imaginäre Doppelstralilen, Je nachdem d er Win kel rs^ 
grösser, gleich oder kleiner als der Winkel nm ist. 

Welche Lage die relleri Doppels trahlcn gegen die Halbirungslinie des 
Winkels rSy haben , wurde bereits im Satze 45 ausgesprochen. 

Nachdem die Winkel wwi und m,«, eiuander immer gleich sind und 
beziehungsweise von r und s^ halbirt werden , )to ist leicht einzusehen, dass 
wenn rsj ;>- trm ist , joder der spitzen Winkel mn und m^n^ ganz ausserhalb des 
anderen liegt, während für den Fall rs^ •<,mn die beiden Winkel wm und m^n, 
in einander eingreifen. 

Hit Hilfe der bezüglich des Vorkommens von Doppelpunkten und Doppel- 
strahlen aufgestellten Sätze lassen sich auch folgende leicht nachweisen. 

48. Liegen zwei in dersel- Liegen zwei in derselben 

benEbeue befindliche proj ec- Ebene befindliche, projecti- 
tivische Punktreihen schief vis che Stralilenbüschel schief 
gegen einander, so ist es nicht gegen einander, so ist es nicli t 
möglich von irgendeinem möglich, in dieser Ebeneirgend 
Punkte dieser Ebene mehr als eine Gerade zu ziehen, welche 
zwei Gerade zu ziehen, welche mehr als zwei Punkte enthält, 
ein Paar entspi' ecken der in denen sich ein Paar 
Punkte der zwei ßeiiicn ver- entsprechender Stralilcn 
binden. schneiden. 

Um den Satz links zu rechtfertigen , denken wir uns irgend einen Punkt 
der Ebene , in welcher die beiden Punktreihen liegen, mit den Punkten der 
letzteren verbunden, wodurch sich zwei concentiische , projeutiviEche Strahlen- 



y Google 



Involutorische Purtktreiken und Sh Ilenbv üiA til 

bflachel ergeben. In diesen Büscheln sind nan hoilititeaa 7wei Doppelstralilen 
vorhanrien, offenbar haben aber nur Boppelstralikn die Figen=ifbaft da'5=i iie 
zwei entsprecbende Punkte der beiden Reilien verbinden 

Von der Richtigkeit des Satzes recbts kann min iirh leicht tlbei zeugen 
wenn mau berücksichtigt, dass auf jeder Geradon nelche dit, beiden Büschel 
schneidet, zwei conjeetivische Punktreihfin ?u Stande kommen in denen 
höchstens zwei Doppelpunkte vorbanden «ind und dass dies Do] pelpunUe 
allein Durch seh nittspankte enlsprechendcr Strahlen sein Können 

e) Involutorische Punfetreilien und Strahlenbüseliel 

Voazweiconjectivisohen Punktiei- Von zwei concentris henpiojpctm 

he«, derenGegenpunUtecoincidirensagt sehen btrablenbuschpln beiwelchen die 
man , das sie involutorisch nicht entsprechenden bi benkel dei 
liegen oder eine Involution*) entsprethenJen leobten Winkel com 
bilden. cidiren sagt man dass sie in^ olu 

1 r i s I h liegen o 1er eine I n \ o 1 u 1 1 n 
bilden 
Ein Strahlenbilschel und eine in der Ebene desselben befin Hiebe Punktreihe 
Jt liegen involutorisch, wenn jene Reihe B^ welche durch den ^Uinitt ies Trageis 
der Reihe B mit dem Strahl enbüscbel zn Stande kommt so gelegen ist dass B 
und R^ eine Involution bilden 

Statt zwei Grandgebilde involutonsth hegend zu nennen iigt man 
häufiger sie sind involutoriseh Auch fasst man meistens znei gleichartige 
involutoriscbe Grundgebilde als ein einziges aut und spricht von einei in\clu 
torischen Punktreihe und einem imoiulons ben btralilenbüschel 

Der Punkt, in welchem die Die Strahlen m welchen die 

Gegenp unkte zweier involutorisihet nicht entsprechenden Schtnkei der 
Reihen coincidiren wird dis Invo entsprechenden lechten Winkel com- 
lutionscentrum oder der Central ciduen werden Noimalstiahlen 
p u n k t genanni genannt 

Zwei imoluloiiiihe Pnnltteihen oder Stral lenbüschel kjnnen entwedei 
einstimmig od« entgegengesetzt verlaufen In einstimmig veilautenden mvoln- 
töriachen Pußktieihen hegen je 7wei emandei enlsptechende Punkte zu 
verschiedenen Seiten des fentralfjunktes wihrend in entgegengesetzt ver- 
laufenden j( zwu solthei Puille sich anf deiselben Sute des Centralpunktes 
befinden. Um dies nachzuweisen nehmen wii tolg ndes S hemi einti ii \ jlu- 
torischenPunktteihe an 

U G(jr W 

fi und Bj seien diezueinei Involution v ieinii;ten Reihen Im unendlich 
fernen Punkte U behnde sich ein Punkt Ä dei Reihe K wählend der ihm 
entsprechende Ä^ der Reihe if, mit den coincidirenden Gegenpunkten GG' 
*) Diese Bezeichnung lühit (ou D6sii^ues hpi Om-i —KR"') 
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znsammenfällt. Sind B und üj entgegengesetzt verlaufend, so bewegt sich A^ 
vom Centralpunkte (G oder G') aus gegen ZJliiii, wenn A von ü" aasgehend aicli 
dem Centralpunkte nähert. Hat Ai den unendlich fernen Punkt U erreicht, so 
befindet sich A in G, man aieht also, dass heide sich bewegende Punkte stets 
auf einer Seite des Centraipunlites bleiben. Dasselbe zeigt sich wenn A und J., 
auf der Strecke &'U' in entgegengesetztem Sinne fortschreiten. Erfolgt jedoch 
die Bewegung dieser zwei Punkte in "demselben Sinne, so liegen sie, wie leicht 
einzusehen, stets auf verschiedenen Seiten des Centralpunktes. A und A, werden 
somit durch den Ccntralpankt und deu unendlich fernen Punkt entweder nicht 
getrennt, oder getrennt, je nachdem die involutorische Reihe entgegen gesetzt 
oder einstimmig verläuft. Sind daher von einer involutorischen Reihe nur zwei 
einander entsprechende Punkte und dasLivolutionscentrum gegeben, so kann dar- 
über, ob die Reihe entgegengesetzt oder einstimmig verläuft kein Zweifei bestehen. 
Bei involutorischen Stvahlenbüscheln finden analoge Beziehnngeu 



rücksichlUch der Lage vo 

strahlen statt. Fig. 18. a. 

(Fig. 18.) 



zwei entsprechenden Strahlen gegen die Normal- 
■epräsentirt einem involutorischen, entgegengesetzt 
verlaufenden Strahle nblischel, Fig. 18. 
b. einen einstimmig verlaufenden. 
Man überzeugt sich leicht, dass für 
den erateren Fall zwei einander 
entsprechende Strahlen a und % 
von den Novmalstrahlen rSj und rSj 
niemals getrennt worden, indess im 
üweiten Falle aolche Strahlen immer 
dnrch die Normalstrahlen getrennt erscheinen. 

Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgen nun die Sätze: 
49. Zwei entsprechende Zwei entsprechende 

Punkte einer involuto- Strahlen eines involntori- 




riseheu Pnnktreihe sind 
durch den unendlich fernen 
nnd den Centralpunkt ent- 
weder nicht getrennt oder 
getrennt, je nachdem die 
Reihe entgegengesetzt oder 
einstimmig verläuft. 

Eine charakteristische Eigenschaft involutori scher Punktreihen folgt ans 
dem Umstände, dass das Product der Abstände irgend zweier entsprechender 
Punkte A und A^ vom Centralpunkte G stets dieselbe Grösse hat. (Satz 17.) 
Gehört nämlich A der Reihe ifund^^ der Reihe M^ an, so besteht die Gleichung 

AG . A^G^K. 
in welcher K irgend eine bestimmte Constante bedeutet. Wird nun A als ein 
Funkt der Reihe B^ und A^ als ein Punkt der Reihe B betrachtet, so müssen 



:hen S trahleubüschcls sind 
urch die N o r mal s t r ahl e n 
entweder nicht getrennt 
oder getrennt, je nachdem 
der Büschel entgegengesetzt 
oder einstimmig verläuft. 
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diese zwei Pnnkte einander wieder entspreciien, in^ieni dasVrodnct ihrer Abstände 
vom Central punkte wieder gleich K ist. 

Für involutoriscbe Stralilitnbüscliel besteht bezüglich zweier entsprechender 
Strahlen a und a, eine ganz analoge Beziehnng, wie man aas der Gleichung 

lg ar . tg n,)- = ft, 
in weicher r einen Normalstrahl und k eine bestimmte constante Grösse 
bezeichnen (Satz 19), leicht folgern kann. Es lässt sich somit hehanpten : 

50. Id Kwei KU einer Invo- 
lution vereinigten Pnnktrel- 
hen entspricht irgend einem 
Punkte A immer derselbe 
Punkt jIj ob raanX als einen 
Punkt der ersten, oder der 
zweiten Reihe betrachtet. 
Darans folgt, dass wenn in 
zwei in volutorischen Reihen awei in volutoriachen Strab- 
zweiPunltte zusammenfallen, lenbüscheln zwei Strahlen 
die ihnen entsprecliendeii zusammenfallen, die ihnen 
eben fallscoincidiron müssen, en t s pre ob e n den ebr>n falls 
coincidiren müssen, 
bind m 7«ei conjocti vis eben Punktreihen B und M^ zwei entsprechende 
Punkte Ä und A^ loihanden, welche so gelegen sind, dass A dem Punkte A^ 
entspiichl, ob man A als einen Punkt der Eeihe B oder der Reihe M^ ansieht, 
so besteht folgende Gleichung, wenn man durch G und Q' die Gegenpunkte 
bezeichnet : 

AG . Ä^G' =A^G . AG', 

AG _^ AG' 

A,a~A,G" 



In z wei : 


zu einer Tnvolu- 


t i n verein 


igten Strahlen- 


huscheln en 


tspricht irgend 


einemStrah! 


«immerderselbe 


Strahl «j ob 


man «als einen 


Strahl des i 


ersten oder des 


zweiten Büsc 


hels betrachtet. 


Daraus folg 


t, dass wenn in 



oder 



aus welcher folgt, dass G und G' coincidiren, also R und M^ involutorisch liegen. 
Denn betrachtet man A und A^ als Fixpunkte, so wird dnrch den Werth des 

Verhältnisses -—=, der Punkt & unzweideutig bestimmt und nachdem dieser 

Werth gleich — — . ist, so müssen ff und ff' zusammenfallen, 

Dass zrtei concentrische projectivische Strahlenbüschel 8 und S, 

involutorisch sind, wenn ein Paar von Strahlen a und «, sich entsprechen, ob 

man a als Strahl des Büschels S, oder des Büschels S^ betrachtet, ergibt sich 

aus der Gleichnng 

tg ar . tg a,Sj = tg u^r . tg qSj, 

tg ar tg as, 
oder : = *-. 
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Denn nimmt man an a und «j seien Fixstrahlen, so crsr.heint die Lage 
des Strahles r durch den Werth des VerhältnisseR ^ unzweideutig bestimmt 

und da dieser Werth gleich — — - ist, so fallen i- und s, , folalich aucli /-, und 

tg((,S, 1 

s zusammen. — Wir können also behaupten : 

51. Ist in zwei coiijectivi- Ist in zwei eonccntrischen 
Rcben Pnnktreihen B und B^ projooti vischon Strahlonbü- 
ein Paar vonPuiikten.dund.Ai schein 8 und S^ ein Paar von 
vorhanden, welche so gelegen Strahlen «unda^ vorhanden, 
sind dass sie sich entsprechen, welche so gelegen sind, dass 
ob man j4 als einen Punkt der sie sich entsprechen, oh man 
Reihe ifoder der Reihet, an- a als einenStrahl dosBüschela 
sieht,Bo findet dieselbe Bezie- Soder desBuschelsSi ansieht, 
hungzwiaeheu allen entspro- so findet dieselbe Bezie hang 
chendon Punkten statt, denn Kwiächen allen entsprechen den 
die zwei Reihen bilden dann Strahlen statt, denn die zwei 
eine Involution. B ü s chel bi Idc n dan n eincin vo- 

lution. 
Ana diesen und den Sätzen 50 folgt : 

52. JedePunktreihe, deren Jeder StrahlenbUschei, 
Elemente in den Strahlen dessen Elemente durcli die 
eines involutorischen Büschels Punkte einer inYO In torischen 
liegen, ist selbst involuto- Reibe geben, ist selbst iiivo- 
riscb. Itttorisch. 

Aus den Sätzen 38 und 44 ergeben sich ferner unmittelbar die nach- 



53. In en tgegenges e t K t In entgegengesetzt vo r- 

verlaufen den involutorischen laufenden involutorischen 
Pnnktreiben sind immer zwei Strahlenbüscheln sind immer 
reelle Doppelpunkte vorhan- zwei reelle Doppelstrahlen 
den; sie liegen vom Central- vorhanden; sie schliesaen mit 
punkte gleich weit entfernt, ein und demselben Normal- 
strable gleiche Winkel ein. 

Dass in den Doppelpunkten involutorischer Punktreihen die im vorigen 
Abschnitte durch MM^ und NN^ bezeichneten Punkte znsammen fallen, welche 
gleichweit vod deu Gegenpunkten abstehen, so wie dass in den Doppelstrahleu 
involutorischer Strahle nbüschet jene Strahlen mm^ und mwj vereinigt sind, 
welche gegen die Normalstrahlen gleiche Neigung haben, ist leictit einzusehen. 

Nachdem Doppelpunkte oder Doppelstrahleu beziehungsweise durch die 
Coincidenz zweier entsprechender Pnnkte oder Strahlen zu Staude kommen, 
so folgt aus den Sätzen 49, welche anssagen, dass in einstimmig verlaufenden 
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iDTolntorischen Eeihen oder Büscheln zwei entsprechende Elemente stets 
getrennt sind : 

54. Eiastimmig verlau- Ein stimmig v e r 1 au f e n d e 

fende invoUtorische Punkt- invoUtorischeStrahlenbUschel 
reihen haben keine reellen haben keine reellen Doppel- 
Doppelpunkte itialilen 

Dass in je lern mvulutonschen btrahleabüsüiel zwei aut emandei senkrecht 
stehende sich entspret heniie Strahlen nimliüh Noinialsttahlen voihmden sind 
geht aus dem Satze 18 hervor Ausser den Normal strahlen gibt es im allf,emeinen 
kein zweites Paat \on aufeinander seikieiht stehenden Strahlen Denn in 
entgegengesetzt verlaufenden Büscheln bei \s eichen je zwei entspiechende 
'Strahlen a a^ {naub Sal? 49) von len Noi malst rthlen nicht getiennt werden 
ist offenbar dei Winkel aa^ entweder gt isser oder kleiner ala em rechter wenn 
a and a^ muht selbst Noimalstiallen biHen wahtcnd einstimmig verWufenle 
Büschel (nach hatz 32) congroent sein müasten wenn ausser len Normal 
strahlen noch ein zweites Paii entspifchfnler btiahlen aut einander senkietht 
stünde Nachdem nun in zwei ongruenten Büscheln ille tnlsprechenden 
Winkel gleuli gross bind so « Ürden iie Winke! welche ii gend / \ ei entspre hende 
Strahlen ii und ij beziehungsweise mit Jen Normalstrihlen ) md t, billen, 
gleich sein woraus folgt daas b und i, ebenfalls auf einander senkrecht stehen. 
Wir können somit behaupten 

55. In entgegengesetzt verlaufenden i n v olu t or i s ch en 
Strahlenbüscheln gibt es ausser den Normalstrahlon kein 
Paar sich entsprechender Strahlen, welche auf einander 
se nkrecht stehen, in einstimmig verlaufenden steht entweder 
nur ein Paar, oder es stehen alle Paare entsprechender 
Strahlen auf einander senkrecht. Wenn letzteres der Fall 
ist, so sagt man, der betreffende Büschel bilde eine recht- 
winklige Involution. 

Die Doppelpunkte und Doppelstrahlen involutorischer Punktreihen und 
Strahlenbus chel stehen in einer besonderen Beziehung zu je zwei sich 
entsprechenden Elementen dieser Crehilde. Be;ieichnet man durch Ä und Ä^ 
irgend zwei sich entsprechende Punkte und durch D und D' die Doppelpunkte 
einer involutorischen Reihe, so besteht die Gleichung : 

oder 



AD AD' Ä^D 

A^D ' A^D' AD ' 


Ä,V 
AV 


(^'V\'=(4^ 


\'. 
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Wir entnehmen au3 letzteiei Gleicintng, dassvl nuA A, dureb die Doppel- 
punkte haimumsLli getienut werden. 

Denn es eigibt sieb aus deiselben : 

Ap ___ ÄD'_ 

Der durch Auszieben der Wurzel sich ergehende positive Wertb hat 
nämlich im allgemeinen keine Geltung, da die Punkte D und D' coincidiren 
mUssten, wenn 

AB _ 42)' 
i,D~AI> 
wäre 

Eine analoge Beziehung hndet zwischen den Doppelst) ableii und itgen 1 
zweien sich entiprccben Ipu Stiahlen mvolutotischer Büschel stalt Denkt man 
sich nämlich den Büschel dmch iigend eine Gerade geschnitten so entsteht 
eine luvolutori^che Punktteihe i^Satz 52) deren Doppelpunkte in den Doppel 
strahlen des Büsuhels hegen Nauhdera nun diese Dopi eipnnktt. die eben 
nachgewiesene pigenschift besitzen le zwei sich entsptechende Paukte 
harmonisch <!U tiennen so mnss dieselbe Eij^enachaft auch den Doppels trab len 
bezüglich irgend zweier sich entsprechondet btrahlen zukommen Fs hssen nüi 
dabei folgende Sat^e infsfellen 

56. Durch dieDoppelpunkte DurchdieDoppelstratilen 

einer involuto rischen Punkt- eines involutorischen Strali- 
reihe wird jedes Paar sieb lenbüschels wird jedes Paar 
entsprechender Punkte bar- sieb entsprec b ender Strahl en 
monischgetrennt. harmonischgetrennt. 

Da man jo zwei getrennte Punkte einer harmonischen Reihe harmonisch 
conjugirte Punkte nennt, so werden, mit Rücksicht auf den Satz linkB, je zwei 
entsprechende Punkte einer involutoriacben Reihe auch conjugirte Punkte 
genannt. Aus analogem Grunde beissen entsprechende Strahlen eines involu- 
torischen Strahlenbüscbels auch conjugirte Strahlen, 

Durch Umkehrung der eben aufgestellten Sätae erhält man die folgenden, 
weiche ebenfalls Geltnng haben ; 

Wenn die Doppelpunkte zweier Wenn die Doppelstrahien von 

conjectivi scher Reihen jedes Paar ent- zwei coucentrischen, projectivischen 
sprechender Punkte harmonisch tren- Strablenbüscbeln jedes Paar entspre- 
nen, so liegen die beiden Reihen invo- chender Strahlen harmonisch trennen, 
lutorisch. so liegen die beiden Büschel invo- 

tatoriaeb. 
Sind nämlicb D D' läie Doppelpunkte zweier conjectivi scher Reiben B S, 
und A A^ ein Paar entsprechender Punkte der letzteren, so entspricht dem 
Punkte A der Punkt A, ob man ihn als ein Element von S oder JS, betrachtet, 
wenn D und D' je zwei entsprechende Pnnkte harmonisch trennen, woraus 
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nach Satz 51 folgt, dass Jt und Ej involutorisch sind. — Auf dieselbe Art 
kann man sich von der Richtigkeit des Satzes rechts überzeagon. 

Schneidet man einen involutorischen Strahlenhüschel dnrch eine Gerade, 
welcbepatallel ?ii enerasemer Doppelstrahlen ist BohefeteinDoptelpnnktderauf 
Alt schnei Jenden Geraden befindlichen involutoiischea Kcihe in unendlither 
Entfernung und der zweite m enliichei 1-iitti.ranng gelegene Dcppelpunkt 
hilbiit dem vorheigehenlea Satze zutolge je Je von zvri entsprpcheudeu 
Puikten begienzte Stie ke Daiaus tolgt wie leicht ein ufehen dass alle 
entfprecii enden Stre 1 en einander glei h sinl lass *ilso die b ilei zu einei 
Involution vereinigten Reihen in diesem 1 \I!e (.onoruent sein müssen Eine 
deiattige aus zwei congruenten Reihen bestehende Involution m weichet em 
Boppeliankt alle von je zwei ents(,iechenden Punkten begtenzte Strecken 
halhirt nennt man eine simetiische Involution 

Es diängt si 1 hiei die Fra^c auf weichet Ait involutoiische Rpihen sind, 

die dutcb Veieimgmi^ zweiir dbnli het oiei coiigmentei Reihen zu Stande 

1 ommen 

SuIjIIj J3Ej wei lelehi^e Paate cb ent'sprechender Punkte einer 

durch Involution von zwei ahuh(,ben Pun! üeihen entstandenen Reibe so müsste, 

eben m I olge der Aehnlicl keit ui 1 m t Rückiitht luf die in^olntorische Lage 

die Gleichung bestehen 

woraus folgt, dass ^B= — -''i^'i 'st. Man sieht al&o, dass die zu einer 
Involution vereinigten äiinUcheuBeihen immer congruontund entgegen- 
gesetzt ve rlaufend sein müssen, nachdem die beliebig angenommenen 
sich entsprechenden Strecken A£ und ÄjS^ gleich gross und entgegengesetzt 
bezeichnet sind. Da nun zwei congvucnte conjectivische Reihen, welche entgegen- 
gesetzt verlaufen stets zwei Doppelpunkte haben, wovon einer in unendlicher 
Entfernung liegt (Sata 41), so entsteht durch die Vereinigung von zwei congru- 
enten Reiben zu einer Involution, den obigen Erklärungen zufolge, immer eine 
symetrische Involution, Es gilt somit der Satz ; 

57. Zwei ähnliche Punktreihen können sich nur dann 
zu einer Involution vereinigen, wenn sie congruentsiud 
und entgegengesetzt verlaufen. Sie bilden immer eine 
symetrische Involution. 

Damit ist der scheinbare Widerspruch gehoben, in welchem die Sätze 40 
und 54 stehen, 

58. Sind in einer involu- Sind ineinom involutori- 
torischen Punktreihe nur sehen Strahlenhüschel nur 
zwei Paare entsprechender zwei Paare entsprechender 
Punkte gegeben, so ist zu Strahlen gegeben, so ist zu 
jedem fUuften Punkte der ihm jedem fünften Strahle der ihm 



y Google 



gy Erster Ahschnüt. 

eil tsprechendc sechste un- entsprechende sechste un- 
zweideutig bestimmt. zweideutig bestimmt. 

Heissen die ^^egebenen PuDktpaare AA^ und BB^ und wäre irgend ein 
Punkt, welchem der la ormittelnde Pnnkt C^ entspricht, so besteht die Gleichung 

{AA^BO) = iÄ^AB^C^), 
oder 

AB_ AC _A^B^_ A^, 
Ä^B • A,C~ Ali^ " AC'~' 

Diese Gleichung zeigt, dass der Werth des Verhältnisses ^ \ welches die 

Lage des Punktes C^ unzweideutig angibt, durch die zwei Punktpaare AA^ . BB^ 
nnd den l>uukt G vollkommen bestimmt ist. 

Wäre statt des Punktpaares BB, ein Doppelpunkt gegeben, oder würde 
man statt der zwei Paare von Punkten AA^, BB, die Lage zweier Doppel- 
punkte kennen, so wäre C, offenbar ebenfalls bestimmt. 

Der auf StrahlenbüBchel sich beziehende Satz 58 kann in analoger Weise 
begründet werden. 

Wir wollen nun die Aufgabe lösen : Wenn zwei Paare entsprechender 
VanktG AA,, BBj einer involutori sehen Reihe gegeben sind, beliebige andere 
sich entsprecliende Punkte durch Construction zu ermitteln. 

Zieht man einen beliebigen, durch A und Ä^ gebenden Kreis (Fig. 19), 

dann einen zweiten, durch B und B^ gehenden, welcher den ersteren schneidet 

^. ,„, nnd verbindet man die erhal- 

(Fig. 19.) 

tenen Durch schnittspunkte P 

und Q durch eine Gerade, so 
Iriift letztere den Träger der 
itiviilutoriscben Reihe im Invo- 
iiirioiiseenCrum.Denn ist ff der 
llurcbsciinittspunki von PQ 
mit AA^, so besteht bekannt- 
lich die Gleichung 

PG .QG ^AG- . A,G=^SG .B^G, 
woraus folgt, dass G das Centrum der Involution sein niuss. (Satz 17.) 

Construirt man irgend einen dritten Kreis, welcher durch P und Q geht 
und den Trager der Reihe schneidet, so bilden die zwei Schnittpunkte CC, ein 
Paar sich entsprechender Punkte der involutorischen Reihe, da für dieselben die 
Gleichung gilt i 

PG . QG^ AG . A^G=^CG . G^G. 

Wäre demnach C gegeben und man sollte C, bestimmen, so hat man 
einen Kreis zu construiren, welcher durch PQ und C geht; derselbe würde C^ 
enthalten. 
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Aus dei Lige des Punktes & gegen die zwei be?iehinio(.weis durt-l) J. 4j 
uod PS, gehendeu Kieise erkeunl man sofoil üb die iinolutorisuhe Reihe 
entgegengesetzt oder einstimmig ^etKutt ob iie aho Doppelpunkte be5il?t oder 
oicht Liegt nämlich G ausserhalb beider treise so nt die Reihe entf,egeß 
gesetzt veilaufend liegt aber liKser Punkt innerhalb dei Kreise so verlautt die 
Reihe eiii&timniig Dies folfet aus dem Satze 4*^ na(,hdcm A und J., ("sowie P 
und SJ auf lerschiedenen Seiten \rn 6- hegen wenn Cr sich inneihali dei 
Kreise behndet «ahrend diese Punkte iuf detselben "^eite \on G- liegen müssen 
wenn lelzteier Punkt ausseibalb der Kieise Relegen isl Man kann dabei auch 
sagen 'Wenn eich \oii (t aus Tangenten an die Kieisc ziehen la seu so ist die 
involutoriache Reihe entgegengesetzt veilaufend lässt siub keine Tangente 
ziehen S) \erUuft die Reihe einstimmig 

Um für den Fall als die Reihe entgegengesetzt \erlautt die DopielpunLte 
BS zu bestimmen hat man nur aus dem Centralpunkte (j- ane Tai gente an 
einen der beiden Kreise zu ziehen und die Enlfeinunf, di ses Punktes vom 
Berührungspunkte T anf dem Traget de Reihe von (r aus beideiseits anfzu 
tragen so dass D(r = Dff= Ttr wiid Zufolge dei angegebenen Constiuction 
ist nämlich 

TG"-=AG . Ä^a=Da''^Da% 

woraus sich ergibt, dass D und D' Doppelpunkte sein müssen. 

A^ird duich die diei Punkte i^D odei PQD ein Kreis, fetzoscn, so 
hoiühit derselbe den Traget det Reibe in einem Doppelpunkte D odei D'.Deun 
jeder durch P und 9 fcehendc Kteis schneitet len Iraker diesei Reihe in zwei 
emanier entsprechenden Punkten tolglick muss ein Kreis lessen Durchschnitts- 
punkte coimidiien der also ten genannten Träger berührt einen Doppelpunkt 
enthalten 

Aus diesen Untersuchungen ergibt sich auch diss wenn man mehrere in 
derselben Ebene betindliclie Kreise weiche iutch zwei gemeinschaftliche 
Punkte PQ ^ehen durch irgend eine Geiade schneidet aui letztetet Geraden 
immei eine involutorische Punktreihe zn Stan le kommt 

Wenn die Strecken wekhc von len gegebenen Punkten A -ij und BB^ 
einei im o!u torischen Reihe bet,ienzt sind si b Uber^i if 'Fi^ 2ilJ 3 kann 
zur Bestimmung des Cen ^ 

tralpunl tes und iigend 
eines dritten Paares sich 
entsprechend« r Punkte 
folgende einfache Con- 
struction angewendet 
«erden Man beschteibt 
über AA^ und über BJi^ 
je einen Halbkieis und 
fällt aus dem Durchschnittspunkte P derselben eine Senkrechte auf den Träger 
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der Keihe. Wie leicht einzuseheo, muss der Fitsspunkt G letzterer Senkrech- 
ten der Centralpunlit der Involution sein, da die Gleichung besteht : 
PG^^^ÄG . A-,G=^BG . B^G. 
Dass G immer zwischen A and A^, sowie zwischen B und B^ fällt, bedarf 
keiner weiteren Erklärung. Die Reihe ist also eine einstimmig verlaufende. 
(Satz 49). Man kann daraus scbliessen, dass eine inTolutorlache Reihe stets 
einstimmig verläuft, sobald zwei ihrer Strecken, deren jede vou einem Paare 
sich entsprechender Punkte begrenzt wird, sich übergreifen, d. h. sobald ein 
Paar entsprcehender Punkte durch ein anderes Paar solcher Punkte getrennt 
wird. Ist hingegen ein Paar entsprechender Punkte durch ein zweites nicht ge- 
trennt, 80 liegen (wie aus der in Fig. 19 dargestellten Construction zu ersehen 
ist) zwei entsprechende Punkte immer auf derselben Seite vom Oentralpunkto 
und die Reihe mnss entgegengesetzt verlaufen. 

Sind somit nur zwei Paare sich entsprechender Punkte einer involutori- 
sehen Keihe gegeben, so kann man sofort entscheiden, ob die Reihe entgegen- 
gesetzt oder einstimmig verläuft. 

Auch über die Richtung des Verlaufens involutoriseher Strahl enbüsciiel 
kann kein Zweifel bestehen, sobald nur zwei Paare entsprechender Strahlen 
gegeben sind. Wird näraiich jedes Paar durch das andere getrennt, so verläuft 
der Büsche! einstimmig, findet keine Trennung des einen Paares durch das 
andere statt, so ist der Büschel entgegengesetzt verlaufend. Die Richtigkeit 
dieser Behauptung folgt aus den vorhergehenden Betrachtungen, wenn man sich 
die Btischel durch eine beliebige Gerade geschnitten denkt. 

Wäre irgend ein fünfter Punkt G {Fig. 20) der in Rede stehenden Reike 
gegeben und man hätte jenen Punkt C, zu ermitteln , welcher dem Punkte C 
entspricht, so verbinde man C mit P und errichte in P eine Senkrechte auf CP; 
die so erhaltene Senkrechte achneidet AÄ^ im verlangten Punkte C[, denn es ist 
PG' = GG. C^G=^AG.A,Ö. 
Aus dieser Construction folgt, dass die Schenkel eines jeden rechten Win- 
kels, dessen Scheitel sich in P befindet und dessen Ebene durch den Träger der 
involutorischen Reihe geht, zwei entsprechende Punkte dieser Reihen enthalten. 
Man kann sich demnach vorstellen jede einstimmig verlaufende invo- 
lutorische Reihe sei durch die Schnittpunkte der Schenkel 
eines rechten Winkels mit einer in der Ebene desselben be- 
findlichen Geraden entstanden, wenn der rechte Winkel um 
seinen Scheitel so gedreht wird, dass er immer in dersel- 
ben Ebene bleibt. 

Hieraus folgt auch, dass es in jeder Ebene, welche eine einstimmig ver- 
laufende involutorische Reihe enthält, zwei zu verschiedenen Seiten der Reihe 
liegende und von ihr gleich weit entfernte Punkte gibt, von denen ans jede durch 
entsprechende Punkte begrenzte Strecke dieser Reihe unter einem rechten 
S e h w i n k e 1 erscheint. 
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Da die Sohenkei desgedrehten rechten Winkels einen Sirahlenbüschel erzen- 
gen, dessen Schnitte die involutorische Reihe ist, so muss dieser Strahlenbüschel 
■ selbst involuto lisch sein. Nachdem ferner in letzterem je zwei sich entsprechender 
Strahlen auf einander senkrecht stehen, so bildet der durch Drehung des 
rechten Winkels entstandene Büschel eine rechtwinklige Involution. (Satz 55). 
Sind zwei Paaie entsprechender Strahlen aa^ nnd hb^ (Fig. 21) eines in- 
volatorischen Strahlenbüschels gegeben und man wollte die N o r m a 1 s t r ah 1 e n 

rs, und r,s bestimmen , so ,^. „. , 

' 1 (Flg. 21.) 

kann man auf folgende Weise 

verfahren. Man construirtjeden 1 

der beiden gegebenen, zn ei 

luTOlution vereinigten Büschel 1 

S und Sj für sich, so dass ihre 1 

Mittelpunkte MM^ nicht coin- 

cidiren, gibt ihnen jedoch eine I 

solche Lage , dass sie einen I 

Strahl, etwa aa^ entsprechend I 

gemein haben, also perspecti- 1 

vtsch sind. Die Yerbindungs- 

linie der Durchschnittsp unkte | 

B und 5^ zweier Paare sich | 

entsprechender Strahlen {bb^ 

und \b) mass offenbar 

Träger einer Ponktreihe sein, 

von welcher S und S^ Scheine bilden. Wiri nun ein Krei^ les hiipl en d s?en 

Mittelpunkt!) in BSj liegt, und welcher durch die Puiktt If und M^ geht so 

müssen die Schenkel der entsprechenden rechten \\inkel durch die Schutt 

punkte des Kreises und der Geraden BPj gehen \cibindet man d mnath M 
mit einem dieser Schnittpunkte etwa t S o cigibt sich em Sihcnkel t jenes 
entsprechenden rechten Winkels i dem Büschel S ingehoit und min hat 
schliesslich nur noch aus dem M tt Ipn kte d s gegehei en involnton sehen Bü 
scbels einen Strahl zu ziehen, de mt In Iben Winkel einschliesft welchen 
r mit aa^ bildet um die Aufgabe gelö t zu haben 

Wenn sich die Winkel, welche \on je einem dei (,egebenen Paaiö 
entsprechender Strahlen aa^ and Ib, gebillet werden nicht übet^iPifen «enn 
also der involutorische Strahlenbüschel entgegengesetzt veiläuft so bind in 
demselben Doppelstrahlen vorhanden und die Norraalstrahlen lassen sich dann 
auch mit Benützung der Doppelstrahlen wie folgt bestimmen Man schneidet den 
gegebenen Büschel durch eine beliebige Ueiade ermittelt in der als Schnitt 
sich ergebenden involutorischen Reihe <iie Doppelpunkte verbindet letztere mit 
dem Mittelpunkte des Büschels, wodurch die Doppehtrahlen erhalten werden 
und halbirt den Winkel, welcher von den Doppelstrahlen gebildet wird Die 
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HalbirungBlime vti dann oEfeahar einer dei Normalstrahlen nachdem diese 

Strahlen den Winkel /weiei Doppelstrahlen bekanutl ch immer balbiren 

Wire ausser den Strahlen aa und ft'j noih ein fünfter btrahl c gegeben 
lind min wolltf jenen Strahl «j bestimmen welchem r entsiucbt so sihneidet 
man den gegebenen Büschel duich eine beliebige Geiade und constiuirt in der 
oben erklWen Weise den Puult C, dei mvolutonscben Reihe AA^BB^CC^, 
welche dnrch den Schnitt des Bü''chels mit der Gerade« zu Stande kommt. 

Muht '.elten bildet eme Geiade i den Träger ^on ^wei involutorischen 
Reihen B und ij un i man hat jene Punkte von ; zu ermitteln welche sowohl 
in B als anih in R einander entsprechen Wir wollen nun zeigen wie man 
solche Punkte bestimmt und unter welchen Umstanden keine reellen derartigen 
Punkte vorhanden sein kinnen Die Reihe T denken wii uns aus den projecti- 
vjBcben Reihen/ >j die Reihe J? aus den projeotivischen Reihen » > j gebildet 
und setzen im allgemeinen voiaus dasi keine der Reihen welche B bdden, den 
Reihen aus welchen B besteht proieUiiis h verwandt sei 

Bezüglich des Verlaufens von B nnd ff können drei verschiedene Fälle 
eintreten 

1 beide Reihen verlaufen einstimmig 

2 Ell e Reihe lei lauft einstimraif, die indere entRegec gesetzt 

3 Beide Reiben veilaufen entgegenge&et^t 

Im Falle 1 gibt es auf jedei Seite von q einen Punkt P (Fig 20), in 
welchem siih alle Kreise stLneiden die nbei den von entsprechenden Punkten 
begienzteii Strecken von E aus einem in q liegenden Mittelpunkte beschrieben 
weiden Füi R existirt ebenfilh zu heilen Seiten \oi / ein Punkt P', der 
dieselbe Be leutun g bezUghch E bat wie f fiir Jf Jenei Kreii welcher durch 
P nnd P ^eb( und dessen Mittelpunkt m q hegt schneiiet q m zwei Punkten, 
die einander s wohl m B ah auch m E eutspi ecken 

Nimmt man im Falle 2 an E veilaute emtitimmig und E entgegengesetzt, 
so gibt es für B zu beiden Seiten von q einen Punkt P von ler eben erklärten 
Bedeutung WiidPrait den Punkten \o-n B duich gerade Linien verbunden, 
so erhalt man einen mvolutonscben Strahler büschel dessen Normal strahlen die 
Gerade q offenbar in Punkten treffen wekhe einmder sowohl m B als auch in 
B ent-iprechen 

Im Falle 3 haben beide mvolutoriscbe Reihen Doppelpunkte welche BD' 
und M heissen mögen Jene Punkte CC^ \oa q wel he sowohl DD als auch 
dÜ haimonisch ttennen, sind offenbar entsj rechende Punkte in beiden Reihen 
B und B Betrachtet man DD und iid als zwei Paare entsprechender Punkte 
einer mvolutorisehen Ruhe und bestimmt wie oben erklärt wurde {Fig. 19) die 
Doppelpunkte dieser Reihe so erhalt man die Punkte CC^. Nachdem die 
invoiutot i'icbe Reihe welche duich DD d'T bestimmt wird, nur dann reelle 
Doppolpunkte hat wenn sie entgegengesetzt verläuft, was immer der Fall 
ist, wenn DD' duich die Punkte äil nicht getrennt werden, so gibt es immer 
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zwei reelle Punkte CC^, ausser in dem Falle, wenn die Strecken DD' und dd' 
sieh theilweise übergreifen. 

Für zwei concentriscli liegende involutoriBche Strablenbüscbel ergeben 
sich analoge Resultate, wir können somit behaupten : 

59. Zwei auf derselben ZweiconceiitriRcheinvo- 
Geraden befindlicbe involu- lutorische S trahlenhUscbel 
torische Punktreihen Laben haben immer ein gemein- 
iramerein gemeinschaftliches seh aft liebes Paar entsp re- 
Paar entsprechender Punkte chender Strahlen ausser in 
ausser in dem Falle, wenn dem Falle, wenn die beiden 
beideSeihenentgegengesetJ'.t Büschel entgegengesetztver- 
verlanfen und die Doppel- I auf en und die D oppelstrahl en 
punkte der einen Reihe durch des einen Büschels durch jene 
jene der anderen Reihe ge- des anderen Büschels getrennt 
trennt werden. werden. 



1) EbenenMschel, Ihre projeetivisehen ßeziehun^n zu den übrigen Grundge- 
bilAen der ei-sten Stufe, 

Die Durchsühnittspunkte der Ebenen emp« Ebenenbüschcls mit einer 
beliebigen Geraden * eiche die \xe des Büschels weder schneidet no h zu ihi 
parallel ist, bilden eiiie Punklreihe die mau aia einen ^ iadiinii,en Suhnitt des 
Büschels ansehen kann Befanden suh eine Punktreihe und ein Ebenenbüschel 
in solcher Lage gegen ejnandet dass die Reihe einen geiidlimgen Schnitt des 
Büschels bildet, <iü sagt man dass die beiden Giundgehdde gegen einander 
perspectiviscb liegen odei kUr/et dass sie perspeUiiistb sind 

Eine Punktreihe R uni ein Ebeiienbüschel E sind ptojei,tmsuh \erwandt 
wenn es eine gegen E perspectiMsch hegende Punklieihe B^ gibt welche mit 
B projectiviseh verwandt ist Sind A und ij irgend z lei einander entsprechende 
Punkte der Reihen ^ und M^ und bezeiLbnet man durch «jene Ebene des 
Büschels, welche durch Ä^ geht so werden -1 und «entsprechende 
Elemente der Reihe iJ un i des Büschels (,enai nt Liegen eine Punkttcihe und 
ein ihr projectiviseh verwandter EbeneubUschel nuht | ei ^pcclivisih so sagt 
man, dass sie eiie schiefe La^c gegen einauder haben Eine Pnnktteihe 
welche gegen einen Fbenenbuschel perspectivisLh tiegi ist seRsliPistnndlicb 
mit dem letzteren immer auch pio|ectiv seh verwandt 

Schneidet man einen Ehenenbüsuhel durch irgend eine Lbene welche dio 
Äxe nicht enth&lt so ist der entstehende Schnitt ein Strahlenbüschel dessen 
Mittelpunkt der Diiichschmttspui kt der schneidenden Ebene mit der Ä\e ist 
Wenn ein Strablenbüscbel und ein Ebenenbtlschel sich in solcher Lage gegen 
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einander befindoD da'^s dei eratere einen ebenen Schnitt des letzteien bildet 
so "iagt min fiass> die buden brundgebilde oeßen einander per spe l tu i s ch 
liegen odet kürzer dass sie perspectivisch sind 

Ein Ebenen und ein btrahlcnb lisch el sind projektiv isch verwandt wenn 
sie duith je eine Geraie so geschnitten weiden konneo dass die entstehenden 
Punktieihen projectmsch werden 

Heissen diese Punktieihün E und Bj nnd sind A nnd Ä^ iigend zwei 
entspiechende Punkte derselben so nennt man jene Ebene und jenen 'strahl 
«ekhe beziehungsweise durch A unl i^ ^pbpn en tsprothende Llemente 
dei beiden Büschel 

Jeder Sttahleubuschel dei ge^tn einen t benenbUschel perspe tmsch 
hegt ist oftenbar mit letzterem piojectiviscb veiwanit \on mein Ebenen 
bUschel und einem mit demselben projectivisi h veiwandten &tiahlenbiisi.hel 
sagt min wenn sie nicht perspectivisch hegen lass sie sah m schiefer 
Lage feegen einaudei befinden 

Ist die einen Fbenenbüschel scbmidende Ebene patallel m Axe les 
letzteren so entsteht als bchnitt ein Paiallelstiahlenbuschel 

60.Zwei projectivische concentrische Strahlenbüscliel, 
welche einen Strahl entsprechend gemein haben und nicht 
in derselben Ebene liegen, bilden ebene Schnitte ein nnd 
desselben Ebenenbüschela; man sagt daher von solchen 
Strahlenbüscheln auch, dass sie perspectivisch liegen. 

Der Beweis für diesen Satz kann wie folgt geführt werden. Die beiden 
Strahlenbuschel nennen wit S und S^ nn 1 den Strahl wel lien «le entspiechend 
gemein haben a Schneidet nun sowohl S al auch Sj dut h je ein zi a 
parallele borade >io eigebeu sich zwei Punl treiben if an 1 B^ welche ähnlich 
sein müssen da sie projecliviscb sind nnd ihre unendhch feinen Punkte 
nämlich die Durchschnitte der sUineilendenGeiadcn mit a eiuandei entsprechen 
Nachdem Jt and -Rj einen Punkt und zwai den unenJh h lernen entsprechend 
gemein haben so liegen sie ierspecti\isch (Satz 4) und sind dabei Schnitte ein 
und desseiben StiahlenbUschels S^ dess n Mittelpunkt wii M, nennen wollen 
Wie leicht ein/usel en enthalt jede Ebene welche durch ein Piai entspiechender 
Stiahlen ^on t> und Sj gelegt wiid eii en Stiahl des Büschels Sj und geht somit 
duich iUj da jede solche Ebene aber anch duith den gemeinschafth hen 
Mittelpunkt M der Sttahlenbüschel b \ geht so hibcn alle durch je ein laar 
entsprechender Strahlen dei zuletzt genannten Büschel gehende Ebenen die 
Verbindungshnic der Punkte 3t und M^ gemein unl bilden somit einen 
Ebenenbfischei Es erscheint de nnach obiger Satz getechtfeitigt 

hl Wirl ein El enent üschel duich beliebige Ebenen 
geschnitten, so liegen je zwei der entsprechenden St ra hie n- 
büschel gegen einander perspectivisch, sie sind demnach 
alle projectivisch verwandt. Sind die schneidenden Ebenen 
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parallel und schiieidei! sie die Axe des Ebenen büs ciiels, in 
endliclier Entfernung so entstehen congruente Strahlen- 
büschel; sind sie unter sich und zurAxe des Ebenenbttsch eis 
parallel bo entstehen llnliche ParaUeUtiahlenbüscliel 
Dassje /nei der iich lia Sthnittc ergeben Jen btrableiil üsi-bel S und S^ 
perspectivisch hegen ist leicht e nzusehen «enn man laran denkt iass die 
Ebenen zweier solchei Büschel ■sich im allgemeinen in einer Geiaden schneiden 
müssen deren Durchs liiitt^punkte mit den einzelnen Elementen des Ebenen 
büstbelä zugleich die Durchschnittsi unkte aweiei btrahlen \on Sund S^ sind 
Aus len ümstan le abet dass je i'wei det sith als Sdii itt «gebenden Stiablen 
büschel perspectivisch liegen eigibt sich unmittelbar dass je znei derselben 
folghch alle untei einander projectivisch veiwandt sein müssen 

llebnt,ens folgt dei obige Satz auch danus dass von je zwei der in Rede 
stehenden Strahlen! us bei dei eine immer als die Projeetion des aadeieu 
hetiachtct werden kann Als ProjectiünsLentrum kann man oftenl ai jeden in dei 
Axe des Ebenenl üscbels f,elegene Punkt auuehraeu 

Die Eeliauituno dass paiallele ebene Schnitte eines Eben enb äs üb eis 
congruente Stiahlenbüscbel sind, bedaiE wohl keines Beweises — Was 
achliesslicli die Entstehung ähnlicher Parallelsti ahlenbüaLhel duich schi eidende 
Ebenen anbelangt \elüie unlei sich unl parallel iwt Axe des EbenenbUschels 
sind so kinn dei biei lut be^ügli he Thcil des bigen Satzes damit f, erecht fertigt 
werden Jass min innimmt der tbcnenbüsche! sr vie die scbueidenden Ebenen 
willen luinb irgen 1 eino zui Ax i icht parallele Ebene gesdinitten Dei so 
entstehen ie btrahlenbüsühel und die paiallelen Ebenen schneiden sich m 
fihi liehen Puiifieihei lerni scheine die fraglichen Paiallelstiahlenbuschel 
sind, dabei müssen letztere ebenfalls ahnhch sein. 

62. Wird ein Ebenenbnschel duruh beliebige Gorade 
g eschnitten, so sind alle auf di e se n Gerad en sieh ergebende 
Punktreihenprojectivisch verwandt. Sind die schneidenden 
Geradenzuein un d dems elben Elemente d e s E b enen büschei s 
parallel, so entstehen ähnliche Punktreiben. Treffen sich 
zwei der seh neidenden Geraden, so liegen die Punktreiben, 
deren Träger diese Geraden sind, perspectivisch und ihr 
Projectioascentram befindet sich in der Axe des Ebenen- 
büschels. 

Um diess einzusehen denke man sich durch jede der Punktreihen eine 
beliebige Ebene gelegt welche den Ebenenbüschel schneidet Die als Schnitte 
sich ergebenden Stiahlenbuschelsnd nach Satz t ipi >jectiv!si-h veiwandt lulgliob 
müssen es auch die in Bede stehen len Pnnktreihen sein wekhe gtgen sie 
perspectivisch liefen 

Dass durth schneidende Geraie wekhe zu ein und ieiselben Ebene des 
EbenenbüscheJs paiallel sind ihnliche lunktreilien entstehen müssen lasst 
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Sich wie folgt beweisen Nennen wir der Kürze des Aiisdiuckes wegen i? and B^ 
die bieden Punktteihen und sind A nnd A, zuei ihiei Punkte wel he in 
derselben Ebene des Boscheli liegen so entsprechen su h A und 4j Ist die 
Ebene in der sn.b diese /wei Punkte befanden paiallel zu B und i?^ ao hegen 
A und Ä^ in unendhihei Entteinung und di sie enlspre(,bende Panlite sind 
so müssen E und E, ähnlich sein 

Der Beweis füi den letzten Theil des obigen Satzes ergibt sich aus dem 
Umstände dass der Punkt m welchem zwei der suh schneiJenden beriden sieh 
treffen ein Punkt sein muss der den auf beiden Geraden betindhi hen Punkt 
reihen entsprechend gemein ist und dass feiner wenn man dunh beide fierade 
eine Ebene legt der entstehende ebene Sthnitt eiu fati ahlenbüscbel ist dessen 
Centrnm in der Äxe des Ebenenbüschels gelegen sein muss 

Bezüghch der Sthnitte eines Parallel Ehenenbusuhels mit &eiaden und 
Ebenen gilt der leitht zu beweisende Satz 

63. Wird ein Paiallel Ebenenbüschel dmch beliebige 
Gerade geschnitten, so sind alle entstehenden Punktreihen 
einander ähnlich. Sind die seh neidenden Geraden parallel, so 
ergeben sich congruente Reihen, Wird ein solcher Ebenen- 
büschel durch beliebige Ebenen geschnitten, so sind die 
Schnitte ähnliche Parallel-StrahlenbUschel; sind die schnei- 
denden Ebenen unter einander parallel, so werden letztere 
Büschel congruent. 

Von einem Ebenenbüscbel, der gegen eine Panktreihe, oder einen Strata- 
lenbüschel perspectiviseh liegt, sagt man, dass er für das betreffende Grundge- 
bilde projicirend sei. Liegen zwei Punktreihen gegen ein und deuselben 
Ebenenbflschel perspectivisch, so kann man jede von ihnen als Projection der 
anderen auffassen. Analoge Beziehungen finden beztlglieh zweier Strahlenbtt- 
schel statt, welche sich als Schnitte desselben Ebenenbüsehels ergeben. Die 
Elemente des letzteren können in beiden Fällen alsproiicirende Ebenen 
b t ht t d 

I t St hl bü h 1 d S h tt Eh bt h 1 gt m 



H d b 1 P kt b 1 h & h tt 1 m \ \ E 

dbhg Z?dit ib ht llid^ 

t p 1 d P kt d R 1 tra I Eh d Bi 

; 11 1 hl Pkt4gU dld l^ghdEb c 
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Ben abgesehen davon ob die beiden Gebilde projectivisch sind oder niuht. Von 
Kwei solchen Grundgebilden sagt man, daas sie auf einander bezogen sind. 

Aus der Erklärung über die projectivische Verwandtschaft zweier Ebenen- 
büscliel und den Sülzen 61, 62 ergibt sich : 

64, Alle geradlinigen und ebenen Schnitte beliebig 
vieler pr ojecttviscber EbeneubUschel sind unter einander 
projectivisch verwandt. 

Mit Hilfe des Satzes 1 und des letzteren iäast sielt folgender die Grund- 
gebilde der ersten Stufe beireffende allgemeine Satz rechtfertigen : 

65. Weun zwei Grnndgebiide der ersten Stufe projec- 
tivisch verwandt sind, so müssen sie es auch unter ein- 
ander sein. 

Um diesen Satz nachzuweisen sollte man strenge genommen alle 18 
Fälle, die er umfasst, besonders betrachten. 

Insofeme sich derselbe auf Punktreihen und Strahlonbüschel beziehl, 
wurde er bereits erörtert (Satz 1). Da es zu weit führen würde alle übrigen 
Fälle zu bebandeln, so wollen wir nur einige untersuchen, in welchen auch Ebe- 
nenbüschel vorausgesetzt werden. 

Sind ?.. B. eine Punktreihe ü und ein Ebenenbüscbel E mit einem Strah- 
lenbüschei S projectivisch, so müssen auch B und E projectivisch sein. Dies 
lässt sich wie folgt zeigen. Da M und S project visch sind, so muss S der Schein 
einer Punktreihe By sein, welche mit R projectivisch ist. Da ferner E und S 
projectivisch sein sollen, so ist S der Schein einer Reihe B,^, welche mit einer 
gegen £^per8pectivisch liegenden Reihe J?j projectivisch ist. Nachdem nun B^ 
und Bg Schnitte ein und desselben Strahlenbüschels sind, so müssen sie projec- 
tiviscb sein, folglich sind B und Jf^, also auch B und E projectivisch. 

Hat man zwei Punktreihen B und B^, welche beide mit einem Ebenen- 
bttschel £ projectivisch sind und es soll nachgewiesen werden , dass B und B^ 
in Folge dessen auch unter sich projectivisch sein müssen, so kann man wie folgt 
verfahren. Da B und E projectivisch sein sollen , so muss E für eine Punkt- 
reihe B^ projicirend sein, welche mit B projectivisch ist. Ebenso muss es eine 
gegen E perapectivisch liegende Punktreihe Äj geben, welche mit Jä^ i)rojectivisch 
ist, nachdem auch J?j und Eprojectivisch sein sollen. Nachdem nunB^undJUg nach 
Satz 62 projectivisch sind, so ist ii mit B^, also auch mit B^ projectivisch verwandt. 

Auf ähnliche Art kann man den Beweis für alie übrigen möglichen Fälle 
durchführen. 

Schneidet man einen Ebenenbüschel durch eine Ebene, weiche senkrecht 
auf der Axe steht und heissen die Schnitte dieser Ebene mit zwei Elementen 
o und ß des Büschels a und b , so gibt der Winkel ah die Grösse des 
Flächenwiakels aß an. 

Sind A und B irgend zwei Punkte einer Punktreihe B, welche mit einem 
Ebenenbüschel projectivisch verwandt ist, und heissen aß die den Punkten AB 
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entsprechenden Ebenen des letzteren , so sagt man , dass die von A und B 
begrenzte Strecke und der von ee und ß gebildete Flächenwinkel sich ent- 
sprechen. 

Ist ein Strahlenbüschel S mit einem Ebenenbüscbel puojectivisch verwamit 
und entsprechen den Strahlen a und h des crsteren die Ebenen « und ß des 
letzteren, so nennt man die Winkel ab und aß einander entsprechende 
Winkel. 

Bezeichnen a und ß irgend zwei Ebenen eines Ebenenhüscbels und a^ß^ 
die den Ebenen aß entsprechenden Elemente eines zweiten Ebenenbilschels , so 
werden die Flächenwinkel c/? und a^ß^ entsprechende Winkel genannt. 

Wenn ein Ehenenbüschel durch eine Ebene gesclinitteu wird, weiche auf 
seiner 4xe senkrecht steht so ist jedei Winkel des sicli als Schnitt ergebenden 
Strahl enbusck eis dem ihm entsutechenden FHchenninkel des Ebenenbu'schels 
gleich Es muss demn^ch aucb das Doppeh erlialtniss \on vier Strahlen abrd 
des in Rede siehenden Strahlenböschels dem Dcppelveiholtnisse dei diesen 
Strahlen entspiechenlen ^lei Ebenen «?j>S !es Ebenenbüschels gleich sein Nun 
Bind aber alle ebenen und geradhnit,en Schnitte eines und desselben Ebenonbu 
acbels untei einander und mit letzterem piojectivisch veiwanlt (S-ttze hl und 
62) es mnss also das Uoppelveihaltmss von vier beliebigen Elementen irgend 
einer Punktreihe oder eines Strihlcnbüschel'! dem Doppeherli'iUnis'!e der diesen 
Elementen entspiechenden Ebenen eines Ebene nbll8t,hels gleich sein wenn 
letzterei mit den genannten Giundgebilden piojectivibuh verwandt ist Äu"! dem 
Sat^e b4 und aus den zuletzt angestellten Betrachtungen folgt auch dass wenn 
zwei Ebenenhüschei proiectivisch veiiAandt sind das Dopieheihaltniss \o\ \ie[ 
beliebigen Elementen des einen Bdscliels dorn Doppelverhlltnisse dei diesen 
Elementen entspiechenden viei Ebenen des andcitn Büschels gleich sein n uss 
Es iässt sich demni h fclgender allgemeinere bat/ inhtcUcn 

bb. Bind zwei Grundgebilde der ersten Stufe projec- 
tiviseh verwandt, so ist das Doppelverhältniss von beliebigen 
vier Elementen des einen Gebildes gleich dem Doppelver- 
bältnisse der diesen vier Elementen entsprechenden Elemente 
des anderen Grundgebildes. 

Bezeichnet man also durch ÄBCD vier beliebige Elemente einer Pnnkt- 
reihe B, welche mit einem Strahl enbüschel S und einem Ebenenbüschel E pro- 
jectivisch verwandt ist, und heissen ahcä undß^SyiSbKziehungsweise die Elemente 
von iS und £, weiche den Punkten J.5CD entsprechen, so bestehen dieGleicbungen : 

AG AB sin ac _ sin ad sin ay _ sin ad 

BÖ ' 'BB^'^mle ' sin M ^ sin ßy ' sin ßS' 
welche man symbolisch auch schreibt: 

{ABCB) = {ai>cä) = (aßyd). 
Für zwei projectiviseb verwandte Ebenenbiischel E und E, würde die 
Gleichung gelten ; 
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wenn ctßyä vier beliebige Elemente von E and a^ß^y^Ö^ die den genannten 
Elementen entsprechenden des Büschels £ bezeichnen. 

Der Satü ß6 lässt sieb auch umhehreu, wodurch sieb ergibt : 
67. Ist das Doppelverhältniss von beliebigen vier 
Elementen eines Ornndgebildes der ersten Stufe gleich 
dem DoppelvDrbältnisso der entsprechenden vier Elemente 
eines zweiten solchen Gebildes, so sind die beiden Grand- 
gebilde projectivisch verwandt. 

Bezüglich der Pnnktreihe und des Strahlenbüschels wurde dieser Satz 
bereits nachgewiesen {Sätze 3, 6, 9), es erübrigt also noch zu Keigeti, dasa er 
auch bezüglich eines Ebenenbüschels und irgend eines zweiten Grnndgebüdes 
der ersten Stufe gilt. Wir beschränken uns darauf, von den möglichen drei 
Fällen, welche hier eintreten können nur einen zu betrachten, da es nicht 
schwer fällt die betreffenden Beweise durchzuführen. Nehmen wir z. B. an das 
Doppelverhältniss von vier beliebigen Punkten einer Pnnktreihe E sei gleich 
dem Doppel Verhältnisse der vier diesen Punkten entsprechenden Ebenen 
eines Ebenenbüschels E, so muss jener Strahlenbüschel S, der zu Stande 
kommt, wenn man einen gegen die Axe des Büschels E senkrechten Schnitt 
fuhrt, nach Satz 9 mit B projectivisch verwandt sein. Da ferner nach Satz 64 
jeder geradlinige Schnitt des EbenenbUschela E mit S projectivisch verwandt 
ist, so müssen auch E und E projectivisch sein. 

Zwei Ebenenbüschel befinden sich in p ersp e ctivische r 
Lage, oder sind perspectivisch, wenn sie gegen ein und 
denselben Strahlenbüschol perspectivisch liegen. Solche 
Ebenenbüschel sind demnach Scheine ein und desselben Strahl enhüsch eis und 
letzterer bildet einen gemeinsamen Schnitt der ersteren, welcher der 
perspectiviache Du rchschnitt der zwei Ebenenbttschel genannt wird. 
Aus dieser Erklärung folgt unmittelbar, dass die Axen von zwei perspecti vischen 
Ebenenbübcheln sich "schneiden müssen ; der Darchschnittspunkt befindet sich 
im Mittelpunkte des Stiahlenbüschels, dessen Scheine die beiden Ebenen- 
büschel sind 

6^ Wenn zwei E b e n e n b ü sc h e l, deren Axen sich 
schneiden, für ein und dieselbe Puoktreihe projicirend 
sind, so liegensie gegen einander perspectivisch. 

Um dies einzusehen, denke man sich durch die Punktreihe und den 
Durch sehn ittspunkt der Axen eine Ebene gelegt, welche beide EbenenbUscbel 
schneidet. Der mit letzteren sich ergebende Schnitt ist dann offenbar ein 
einziger Strahtenbüschel, von welchem die Ebenenbüschel Scheine sind, woraus 
folgt, dass diese Büschel gegen einander perspectivisch liegen. 

Wenn die Axen zweier Ebenenbttschel sich sehneiden, so kann es sein, 
dass die Ebene des einen Büschels, welche durch beide Axen geht, jener Ebene 
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des aDdern Bilschels entspricht, welche ebenfalls durch beide Axea geht. la 
diesem Falle latgt man, dass die beiden Ebenenbüschel ein Element, tiämüch die 
dnrch beide A\eu bestiinmle Ebene entspiechend geraein haben. Wie 
leicht einzusehen, müssen nmgekehit die Axen zweier Ebi^nenbüschel, welche 
ein Element entsprechend gemein haben sollen, sich sclineiden, nachdem sie 
ja beide in diesem Elemente liegen. 

69, Wenn zwei projectivisehe Ebenenbüsehel ein Element 
entsprechend gemein haben, so liegen sie gegen einander 
perspectivisch. 

Denkt man sich die beiden Büschel durch irgeud eine Ebene geschnitten, 
so entstehen zwei Strahlen hü seh el S und S,, welche in derselben Ebene liegen 
und einen Strahl entsprechend gemein haben. Da nun S nnd S^ demzufolge 
gegen einander perspectivisch liegen müssen, so schneiden sie sich in einer 
Pnnktreihe. Für diese Reihe ist jeder der zwei Ebenenbüsehel projicirend, 
folglich beßnden sich letztere, da auch ihre Axen sich schneiden nach Satz 68 
in per speetivi scher Lage. 

Aus dem Satz 69 geht hervor, dass man zwei projectivisehe Ebenen- 
büsehel immer dadurch in perspectivische Lage bringen kann , dass man zwei 
ihrer Eiemente, welche sich entsprechen, zur Coincidenz bringt. 

70. Befinden sieh die drei Durchschnittslinien von drei 
Paaren sich entsprechender Elemente zweier proj ec tivischer 
Ebenenbüsehel in derselben Ebene, so sind die beiden 
Büschel gegen einander perspectivisch gelegen 

Der Beweis für diese Behauptung laist sich leicht hersteilen wenn man 
zuerst zeigt dass die diei Durcbschnittsiinten welche wir durch abt. bezeichnen 
wollen zufolge der Veiiussetzung dass sie in Lijiei und deiselben Ebene liegen 
sich in einem Punkte schneiden müssen der den Axen der beiden Lbenen 
büschel gemeinsi haftiich angeboi t Nennen wir die beiden Ebenenbüsehel E und 
Ej und die Elemente von E und E,, welche mit den ihnen entspiechenden 
Elementen die Schnitte abc geben be/iehuNfesweise aßy und <x,ßiYj 
Nachdem n in dei Fbi-ne a und ö m dei Ebene ß gelegen ist und zufolfee dei 
gemachten \ or mssetzung dass u und b sich schneiden sollen kann dieset 
Dnicbscbnitt nui im Schnitte von a und ß also in dei Ixe des Büschels E 
stattfinden Dasselbe gilt oftenhai tüi ac und lüi hc es müssen sich daher a b 
und e in ein und demselben Punkte der genannten Ave tieffen Da min ferner 
dieselbe Betrachtung luch bezüglich des Bilschels E^ anstellen Kann so gelaugt 
man zu dem Resultate dass abc sich auch in ein und lemselbeo Punkte der 
A\e von Ej schneiden woraus folgt dasa die Axen im E und E^ im Durch 
schnittspunkte von ahc zusammentreffen müssen 

bchneidet min nnn beide Büschel dureh jene Ebene in welcher snh abi 
befinden so erbalt man ils Schnitte zwei projectivi'-Lhe Strablenbüschel welche 
die drei Geraden abi,, also nach Satz 10 alle ihre Elemente entspiechend 
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gemein haben Die Fleiie der Geridea abr gchneidpt somit E \m\ E m ein 
und demsdben Stiablenbüschel was nnr danu mDsiich ist wenn die beidpn 
EbenenbOsrhe! pet S], cctivisch hegen 

Von awei (riunrtge bilden lei ersten Stufe wekhe naht perspectivHuh 
sind sagt man das» le sich in scbipfei Ldge ge^eu einandei befinden 
Zwei Ebenenbllschel hegen demnach schief i^tgen einanlpr weaii ihre Äxen 
eich nicht sthueidcD oder in dem lalle ah ein 7nBammentr(.ffi.n der Axea 
stattfiudet wenn die 1f beiie welche durch beide Axen beBtimt t wird de« beiden 
Büscheln nicht entspre hend gerapin ist odei enlhtb wenn die üuu hit hnitts 
hnien von drei Paareu S!i,h eiitsire<h nhi I benen nicbl in (in unl der^'lben 
Ebene hegen 

Wenn zwei Fbeneiibflschel drei ihrei Flemenle enrsprpcbend gemein 
biben so haben sie alle ihie Liemente entsprechend gemein wo^on mau sich 
leitiit ül eizeugen 1 aiin wenn man annimmt beirti Bflai hei würden durch irgend 
eine Ebene geschnitten Der entstehende SthnUl wäru offenbai ein ein7igei 
Strahlen bO seh el denn nimnil man ancb an dasa sich /wei Stiahlenböschel 
eigeben so müssten dieselben nath Sat? 10 identisch sem da sie diei ihroi 
Elemente namhch diejenigen welche m den diu gemeinschaftlichen Ebenen dei 
Ebenenl)iischel liegen entsprechend gemein haben — Mit RückBicht auf den 
eben erwähnten Satz IVist sich nun dei folgende allgemunerc anfstellen 

71, Wenn nwci gleichartige pr oj ecti vis ch e Grund- 
gebilde der ersten Stufe drei ihrer Kiemente entsprechend 
gemein haben, so haben sie alle ihre Elemente entsprechend 
gemein und sind daher identisch. 

Eine Verallgemeinerung des Satzes 11 ist der naclistchende: 

72, Will man zwei Gruudgebilde der ersten Stufe 
projecf ivisch auf einander beziehen, so kann man in jedem 
derselben drei Elemente be. liehig wählen und einander als 

Grundgebildes entspricht dann ein durch diese Annahmen 
vollkommen bestimmtes Element des anderen. 

N hd d' S t ■ f ■ h f P U '1 d St 11 

b 1 !h h b I hg d (S t 11) 1 b 1 Ib 

m h f j P 'tu htf t g II i G d 

g 1 li Eh bh h 1 t d 11 b d Eb bt 1 1 i D B 

f d F 11 I h tHlt d S 1] 1 ht i ht h 

11 ih dltt htltSdBdFb 

ßy Eb bü h 1 E E \ } i \ 1 & 1 1 

bUhlSddElmtidlt gf,l 1hl El m 

/?j t p I 11 d 11 LI m t £ 11k m l m 

S h U m -Im! 1 /Sj/ d l g 1 Lb 1 It 1 S 1 

1 d St hl h &t hl b 1 1 S \\ u -f 1 I 

BtandiBl: Lelrbucli der nenerou Öaometrte. (j 
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tivisch liegt und mit S projectivisch verwandt ist. Da dbc nnd a^l^^c^ sich 
entsprechen, so kann za jedem beliebigen Strahle d des Büschels S ein Strahl 
dj des Büschels S^, aber auch nur einer, ermittelt werden, es erscheint 
daher jene Ebene, welche durch den Strahl d, geht, vollkommen bestimmt. 
Nachdem nun d beliebig gewählt wurde, so mnss auch jedem anderen Strahle 
von 8 eine bestimmte Ebene von E entsprechen, woraus folgt, dass alle Elemente 
von E durch die gemachten Voraussetzungen unzweideutig bestimmt sind, 

73. Wenn zwei Graudgebilde der ersten Stufe so auf ein- 
ander bezogen sind, dass jedem Elemente des einen ein einziges 
Element des anderen entspricht, so sind die beiden Grundge- 
bilde projectivisch verwandt. 

Zunächst wollen wir diesen Satz für den Fall nachweisen, in welchem er 
sich auf zwei Punktreihen bezieht. Nennen wir R und iE, die zwei Reihen und 
AA^, CC^ irgend zwei Paare sich entsprechender Punkte, so muss unserer Vor- 
aussetzung zufolge die Gleichung bestehen: 

AC . A^C\+mAC+nA^C^=^i), a 

da jede Gleichung, aus welcher sieb nur ein einziger Wer th für die Strecke j4jGj 
ergibt, wenn man AG als gegeben betractitet, diese Form bat. 

Ist BB, ein drittes Paar sich entsprechender Punkte, so kann mau in a 
AC=AB-\- BC 
und 

A^C^-^A^B^ + AC, 
setzen, wodurch man crbält i 

JiC,B,C, -\-(m-\-A^B^)BO-Jr(n+AB)B,C, -\- AB . A,B, -j- 

■^mAB + ?iA^B,'=^0. 
In dieser Gleichung hl die Summe der drei leUten Glieder des links vom 
Gleichheitszeichen siehenden Theiles gleich Nnll, da S und S, entsprechende 
Punkte sind ; man bat also : 

Bö . B,C,-{-(m + A^B^)BC+(n-^AB)B,C,=0. . . . ß 
Aus K ergibt sich nun 

nA,C, 



ÄC= - 



n -+- A, C, 



aus ß 



s ist also 






AG n AiC\ 

BC" n+AB ' bW 
Setzt man statt CC^ in letzterer CHeichung irgend ein anderes Paar sich 
entsprechender Punkte DZ*,, so ergibt sich: 

AD n ^,0, 

EB n -H AB ' ~B7d\ 
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Beziehungen zu den übrigen Grundgehilden der ersten Stufe. ^5 

and durch Division der beiden zuletüt aufgestellteu Gleichungen : 
ÄC _ AJ? _Ä^C\ Ä^D^ 
BÖ ■ BD~ B,C\ " £jö, ' 
oder 

(^5GD) = (^B,C,D,). 
Das Dopi'Plieihaltnis'j dei beliebigen vier Paukte ABCI) von R ist somit 
gleich dem DoppplvethahniBse der diesen Punkten entsprechenden J.,iJjO,i>| 
von Ej, woraus folgt, dass R nnd R^ projectivisch sind. 

Dieses Ergehniss lisst uns hchhessen, nachdem man jeden Strahlenbüsuhel 
als den Schein einer Punktreihe und jeden Ebenenbüsche! als den Schein eines 
Stiahlenbuschels betrachten kann, dass nicht bloss zwei Puiiktreihen , sondern 
irgend zwei brunditebilde der ersten Stufe überhaupt projectivisch verwandt 
sein müssen, wenn jedem Elemente des einen Gebildes ein einziges des anderen 
entspncht 

74. Zwei ungleichattige projectivische Grundgebilde der 
ersten Stufe liegen perspect ivisch, wenn drei Elemente des 
einen Gebildes durch die drei diesen Elementen entspre- 
chenden des anderen Gebildes gehen, oder in ihnen liegen. 
Für die Punktreibe und den Strablenbüscbel wurde der Beweis biefilr 
bereits gegeben (Satz 12). Es erübrigt also noch za zeigen, dass eine Punktreibe 
oder ein Strihlnubuscbel gegen en en projectiiisch verwandten Eben enh lisch el 
pei spectivisüh hegen wenn diei Lbenen des letzteren durch die drei diesen 
Ebenen entsprechenden Elemente der Reibe odei des Stiahlenbuschels gehen 
Setzen wir eine Punktreihe B und einen Fbeiienbüscliel E voiaus so folgt aus 
dem Satze 10 dass der Schnitt des Trabers der Reibe mit dem Bustbel eine 
njit B identische Punktieihe sein raiiss und ebenso eigibt bi h aus demselben 
batze diss füt den Fall in welchem ein Strahlenbü^ichel S und ein Ebene i 
büsibelEdie angegebenen Beziehungen 7U einaiidei liabm der Schnitt der 
Ebene des Büschels b mit E ein StrahlenbUbchel ist dessen sammtliche Elemente 
mit jenen des Büsthels S coincidiren Dinus folfct nun unmittelbai da'.b im 
eisterpn Falle J? ui d JE im zweiten S und E perspeolni'sch lie[,en 

Sowie ea m zwei piojectivischen Stiablenbust^heln steti eutsprechui de 
rechte Winkel gibt (Satz 18) =iO sind aiith m zwei proieftiijecbm Ebentn 
büscheln immu ein Paar entsprechende leuhte Plächenwiiikel lorhanden Um 
dies einzusehen braucht man sich nui leden der zwei Ebenenbüsthel durch eine 
auf seinei Äxe senkrecht stehende Ebene geschnitten zu denken Die als 
Schnitte sich eigebenden zwei Strahlenbüfchel find namlich projectivisch 
veiwandt haben also entsprechende rechte Winkel folghch müssen auch in den 
Ebenenbnsoheln entsprechende i eUite Flächenwinkel vorkommen Auch bezüglich 
eines Ebenenbüscbels und eines mit ihm projectivisch verwandten Strahlen 
büschels gelten analoge Beziehungen wn kr nnen daher mit Rueksultt auf leii 
Satz \^ folgenden aufstellen 
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84 l&^ter Abschnitt. Ebenenhiischel. Ihre juvyecttjiisc&e« 

75. Zwei projoctivisclie Ebcnenbüschel oder ein Ebeneu- 
büschel nnd ein mit ibm projectivisch verwandter Strahlen- 
büachel haben, wenn keiaer der Büeiihel ciu Paraüelbüsuhel 
ist, entweder aar ein Paar oder unendlicb siele Paare 
von entsprechenden rechten Winkeln, 

Heissen die aenkrecht ateheadeii Ebenen des eiuen von zwei projecti vi sehen 
Ebenenb lisch ein p und u, die des anderen, welche den Elementen y und (T entsprechen 
und ebenfalls auf einander senkrecht, stehen, p, und a^, so besteht, wie mit 
Hilfe des Satzes 19 leicht nachzuweisen ist, die Gleichung 

tg KQ . isa «1 <T^ = tg ßQ . tg ß^a^ , 
wenn aß und a^ ?, zwei beliebige Paare sich eutsprecliender Ebenen der beiden 
Bus ehe 1 sind 

Mit Hilfe des Satzes 7 iäsat sich folgender, insoferne derselbe nicht bereits 
nachgewiesen ist (Satz 4, 7 und 30), einfach begründen: 

76 Zwei projectivisch verwandte Gruudgcbilde der 
ersten Stufe können im allgemeinen immer in perspectiv iache 
Lage gebracht werden. 

Um eine Punktreihe gegen einen mit ihr projectivisch verwandten 
Ebenenbüstbel in peispeetiviache La^e ?u bringen schnellen wir letzteren 
dmch irgend eine Ebene und bringen die Reihe mit dem sich als bthnitt 
ergelenden Stiablenbilsehtl in perspeotmsche Lage (b'iti oO) Dann liegt die 
Punktreihe oftenhai auch perspectivisch gegen den Ebenenbtischel 

Dass man einen Strahlenbüschel Sj und einen mit &j projectivisch vei 
wandten Ebenenbüa hei E wenn keiner ler Bus he! ein Paiailelbüschel ist 
immei in perapectiviatbe Lage bringen kann geht aus Folgendem hervor 

Wird E durdi eme Ebene geschnitten welche senkre ht aut seiner Ä\e 
steht so ist der entstehendt btrahlenbüschel S mit Sj projectivisch leiwandt 
es muBS daher in Sund Sj entsprechende rechte Winkel gehen Biingt man S 
und S^ dadurch m peiapcctuische Lage, daas man ein Paar entsprechender 
Schenkel etwa r und *"j (Fig 22 a) der entapi ech enden lechten Winkel )s und 
r^s^ coincidiren lässt so milssen iS und S^ Scheine einer Punktreihe It weiden 
welche senkiecht auf ir^ steht nachdem B gegen den unendli h feine gelCeenen 
_ ^ Duithschnittspunl t det bti ihlen » 

uid ö^ comergirt Setzen wii voraus 
a und a^ wilren irgend ein Paar sich 
entsprechender Strahlen von S und 
S,,und der spitze Winkel rfflsei grösser 
als /j«i so hegt der Mittelpunkt des 
Bilsilicls A'i oftonhar von Ji weiter 
entfernt als jenei dos Büschels S, 
woians man auch schhessen kann 
dass jeder amlere apit/e Winkel i b \on 
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S grösser sein muss, aJs der ihm entsprechende i\hi im Büschel S,. Denfet man 
sich nnn den Büschel 8, um M gedreht, so muss sein Mittelpunkt in zwei ver- 
schiedenen Stellnngen von S^ mit der Axe des Ebenenbüschols E zusammen- 
treffen. Für den Fall dieses Zusammentreffens aber liegt S| gegen iJperspectivisch. 
Damit der Mittelpunkt von Sj durch die angegebene Drehung dieses Bü- 
schels in die Axe von E zu liegen komme , ist es nothwondig, dass er, wie wir 
indirect vorausgesetzt haben, von B entfernter sei, als der Mittelpunkt von S, 
Trifft diese Voraussetzung nicht zu, ist nämlich jeder Winkel?« des Büschels 
S kleiner als der ihm entsprechende »"i«, des Büschels S,, so würde es nickt 
möglich sein auf die angegebene Weise S, undE inperspectivische Lage zu brin- 
gen, wohl aber gelangen wir zu dem gewünschten Kesultate, wenn wir in diesem 
Falle nicht r und r^ , sondern s und Sj (Fig. 22 b,) coincidiren lassen. Man er- 
hält dann als Durchschnitt von S und S^ wieder eine Reibe H, welche senkrecht 
auf sSj steht und der Mittelpunkt von S^ ergibt sich in grösserer Entfernung 
von B, als der Mittelpunkt des Büschels S. Wird S, wie im ersten Falle um M 
gedreht , so gelangt sein Mittelpunkt bei zwei verschiedenen Stellungen des 
gedrehten Büschels in die Axe von E und in diesen zwei Stellungen liegt Sj 
gegen E perspectiviscb. 

Würde irgend ein Winkel ra = r, «, sein, so wären auch ihre Compleniente 
s« und s^«i einander gleich, die beiden Büschel hätten demnach zwei gleiche 
entsprechende Winkel und müssten nach Satz 32 congruent sein. Dass in die- 
sem Falle S^ gegen E auch in perspectivische Lage gebracht werden kann ist 
selbstverständlich. 

Wie leicht einzusehen schlicsst die Ebene des Büschels S, in den zwei 
verschiedenen perspeetivischen Lagen gleiche Winkel mit der Axe von E ein. 
Ist S^ mit 8 congruent, so sind diese Winkel rechte und dann gohen die zwei 
Stellungen von S^ in eine einzige über, 

Dass zwei projectivische Ebenenbüschei im allgemeinen auf unendlich 
viele Arten in perspectivische Lage gebracht werden können, lässt sich wie folgt 
zeigen. Heissen die beiden Büschel E und E, und schneidet man E^ durch 
irgend eine Ebene, wodurch ein Strahlenbüschel S^ zu Staude kommt, so kann 
Si, wie so eben erklärt wurde, gegen E iu perspectivische Lage gebracht wer- 
den. Denkt man sich mit S^ zugleich auch E^ verschoben, ohne dass S, und E^ 
ihre gegenseitige Lage ändern, so muss offenbar, wenn Sj gegen E perspectiviscb 
liegt auch zwischen E und E^ dicaclbo Beziehung stattftnden, nachdem E und 
i'j dann Scheine ein und desselben Strahle nbüschels Sj sind. Da ferner S, ein 
beliebiger ebener Schnitt von E^ ist und für jeden anderen Schnitt E und E^ 
im allgemeinen eine andere perspectivische Lage erhalten , so erscheint die 
oben aufgestellte Behauptung gerechtfertigt. 

Auf einfachere Art können E und E^ dadurch in perspectivische Lage 
gebracht werden, dass man irgend zwei entsprechende Elemente derselben zur 
Coineidenz bringt, wie oben bereits erklärt wurde. 
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Aehnliche Ebenenbüsche I sind solche projeuttvische Büschel, 
deren unendliclr fprne Elemente sieh entsprechen. Demnach können bot Pa- 
rallel-Eben enbüs che 1 einander ähnlich sein. 

Zwei Ebenenbüschel, deren Axen in endlicher Entfemang liegen, werden 
congruent genannt, wenn je zwei einander entsprechende flächen winke 1 der- 
selben gleich sind. Zwei Parallel -EbenenhUschel nennt man congruent, wenn der 
Abstand von je zwei Ebenen des einen Büschels dem Abstände der entsprechen- 
den Ebenen des anderen gleich ist. 

Harmonische EbenenhUschel lieisseii solche Büschel, welche 
aus vier Elementen aßyd bestehen, deren Doppelvorhäitniss (aßyii) gleich der 
negativen Einheit ist. Es besteht somit für derartige Büschel die Gleichung 
sin ay sin ad 

oiei 

SovMß iD einem ani den Stiahlen ibcl bestehenden harmonischen Strah- 
lenbüschel iüi w(li,hen die Oleiohung {aUT)=^~-l gilt, gezeigt worden ist, 
dass a und ? duiLh t und ä getiennt sind ebenso Itaan nachgewiesen werden, - 
dass die Ebeueu « und ß duiüh die Ebenen y und d getrennt sein müssen. Mau 
sagt desshalb und mit RüiliBicht auf das hannoniscbe Verhältniss, dass die 
tbenen o und /? von den £.benen y und i^ harmonisch getrennt sind. « 
und;? bowit } und S nennt nidn auch harmonisch zugeordnete odej 
harmonisch tonjugiite Elen-ente des EbenenbUschels. 

77. Wird ein harmonischer Ebenenbüschel K durch 
irgend eine Gorade oder eine Ebene geschnitten, so ent- 
steht beziehungsweise eine harmonische Punk treibe iä, oder 
ein harmonischer 8 trahlenbüschel S als Schnitt. 

Denn ü und S sind mit JJprojectJvisüh verwandt (Satz 64), folgücii ist 
das Doppelverhältniss ihrer Elemente gleich jenem der Elemente von E, näm- 
lich gleich — 1. 

Aus dem Satze 67 folgt ferner : 

78. Alle harmonischen Grundgebilde der ersten Stufe 
sind unter einander projectivisch verwandt. 

Schneidet man drei beliebige Ebenen aßy eines Ebenenbnschels durch 
irgend eine Gerade und sucht zu den sich ergebenden Schnittpunkten ABO 
einen vierten Punkt D der schneidenden Geraden, welcher so gelegen ist, dass 
ABGI) eine harmonische Pnnlttreihe wird, so bilden die Ebenen aßy mit der 
durch D gehenden Ebene des Büschels einen harmonischen Ebeaenhüschel. — 
Mit Hilfe des Satzes 77 lässt sich diese Behauptung leicht rechtfertigen. - - Da- 
raus folgt auch, dass wenn man beliebig viele schneidende Gerade zieht und in 



y Google 
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allen einen Punkt D bestimmt die 8-lramtliehen Punkte D in tnei einzigen 
Fbene d gelet,en sein mii&sen Anabge Beziehungen treten oin wenn man drei 
belipbige Ebenen (ßy eines tbenenbüscbels durüh irgend eine Ebene btbneidet 
und 7a den drei Strahlen abc des sieh als Si,hnitt eiRebenden Stialilenbüicliels 
jenen Strahl <? "sucht welcher mit aic einen hatmonisLhen Bubchel bildet Die 
duich d gehende Ebene d des Ebenenbüsdiels ist dann au h ein Element eines 
harraonisthen Bfischels aß^fl Weiden aßy dan,h beliebig viele Ebenen geschnit- 
ten und bestimmt man zu allen sich ei gebenden fetrahlenbüseliiln einen vierten 
Strahl d von der angegebenen Lage so befanden sn-h alle diese \ierten Sttahlen 
in der^elbPii Ebene dei Ebfnenbü^iehols 

Die Construction eines harmoni-iLben Ebenenbnschels wenn drei seiner 
Elemente get,eben sind bedarf wohl keiner 1 esondficn Likliiung Das wesent- 
liche dieser Construction besteh! in der bekannten Bestimmung eines vierten 
Elementes einei harmonist-hen Punktreihe oder eines harmonischen Strahlen- 
büsuhels 

Dei Analogie wegm die zwischen harmonischen Strahlen- und Eberen- 
büscheln besteht und nm Wied tholungen ku vermeiden, wollen wirdie letzteren 
nicht weiter untersuchen 

Zwei Ebeneiibuschel deren Äsen coincidiren Hegen eoncentrisch, 
oder wie man auch sagl sind toucentiisdi. Schneidet man zwei solche Büschel 
durch irgend eine tieiade io können die zwei entstehenden conjecti vi scheu 
Punktleihen entwedei einstin mig oder entgegengesetzt verlaufen. Im ersteren 
Falle vetlauten die beiden EbenenbUschel einstimmig im letzteren entge- 
gengesetzt. Zwei entsprechende Elemente concentrischer Ebonenbüschel, 
welche zusammenfallen werden Doppelebenen, Hauptebenen oder 
auch Ordnungselemente genannt. Bezüglich des Vorkommens und der 
Lage von Doppelebenen gegen jene Ebenen, welche entsprechende rechte Flä- 
chenwinkel einschliesBen, gelten biitze die den für con cen Irische Strahle üb seh el 
aufgestellten vollkommen analog sind Wir unterziehen sie daher keiner speciel- 
len Untersuchung 

Involntorisch sind zviei t-oncen Irische Ebenenhüschel, wenn die nicht 
entsprechendeD Ebenen der entsprechenden rechten Flachenwinkel coincidiren. 
Man nennt jene zwei Ebenen, welche dann die letzteren Winkel bilden, Nor- 
malebenen, 

Die unter 49 bis 56 aufgestellten, sich auf Strahieubüschel beziehenden 
Sätze, sowie der Satz 58 gelten auch für Ebenenbüschel, wenn man in denselben 
Überall statt „Strahlen" „Ebenen" setzt. Auch die Aufgabe in einem involuto- 
rischen Ebenenbüschel die Doppel- und Normalebenen zu ermitteln, lässt sich 
sehr leicht auf die für Involutorisehe Strahlenbüschel bereits gelöste, analoge 
Aufgabe zurückführen; wir betrachten sie daher nicht näher. Besonders anzu- 
führen wäre nur, dass ein involu torisch er Ebenenbüschel , in welchem alle 
Paare sich entsprechender Ebenen auf einander senkrecht stehen , eine 
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rechtwinkelige luvolation bilden und dast. eiue solche Involution, wie die 
{;leit,hnaniige zweier StrahleubüsoLel immei einstimmig veilauft (Sata^^) 
Wild ein involutoriBcher EbenenbUsühe! duith irgend eine Ebene ge 
'.chnitten su entsteht em mvolutonsi-her Strahlcnbüschel Die Noimalstrah 
len des letzteren liegen ottenb'u nicht immci in Jpa Noiinalebenen Als 
eisteien Nur daiiu, wenn die schntidomir Ebene sfnltiCLht aut einer dei 
Norraalebeneii steht, ist dies der Sali 
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Zweiter Abschnitt. 

Ueber die Erzeugnisse zweier projectivischer 
Punktreihen und Strahlenbüschel, welche in der- 
selben Ebene liegen. 



a) BriBeii^iiiff ilcr Cui'veii zweiter (Hasse AuitIi projecliTisülie Punktreihen. 

Unter einem Erzeugnisse zweier in derselben Ebene befindliehei' Pnnkt- 
reihen versteht man im allgemeinen jene Carve, welche die sämmtlieben Ver- 
bindungslinien von je zwei sich entsprechenden Punkten dieser Reihen berührt. 
Beistehende Figur 23, in welcher B und B^ zwei schief liegende projec- 
tivische Punktreihen sind, veranschaulicht das Zustandekommen dieser Curve. 
Man nennt letztere in Bezug auf alle Geraden, welche sie berührt, die einhül- 
lende oder auch umhül- (Fig. 23.) 
lende Curve. 

Dei Kuizedes Auadiuckes 
wegen fuhren wir gleioh hier 
an, dass die Verbindungslinien 
der entsprechenden Punkte 
zweier projeitivischot Punkt 
reiben, welche sich lu deiscl- 
ben Ebene befinden, Piojec 
tiondstiahlon grnannt w(i 
den und im allgemeinen einen 
Strahlenbüschel zwei- 
ter Ordnung bilden. Die 
bisher betrachteten Strahlen- 

büsehet werden im Gegensatze 

zu jenen der zweiten Ordnung, 

Büschel erster Ordnu ng genannt. 

Dass es im allgemeinen immer eine Curve gibt, welche sa.mmtlicheProjec- 

tionastrahlen zweier Reihen berührt, folgt aus der gegenseitigen Lage dieser Strah- 
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leii. Wir baben bereits aus Satz 17 gesehloesen, dass man sich zwei projectiviscbe 
Beiben durch gleichzeitige, stetige BeweguDg zweier Punkte entstanden denken 
kann, welche in jedem bestimmten Momente ihrer Bewegung entsprechende Ponkte 
sind. Hieraus lässt sich weiter schliesscn, dass anch die Projectionsstrablen 
stetig auf einander folgen und daher auf einander folgende Tangenten irgend 
einer Curve bilden. 

Die Träger der erzeugenden Reihen li und Bj Fis 25) 
sind ebenfalls Tangenten der umhüllende ti Curve, Dtii nennen 
wir die beiden Punkte der erzeugenden Reihen, in welchen sich die Tiagei die 
ser Reihen sciineiden, beziehungweise E und F, und die diesen Punkten ent 
sprechenden JB[ und F, so bilden die Geraden EE, und FF^, als Vorbin Inn^s 
linien entsprechender Punkie, Tangenten der uuihnllendcn Curve Nachdem 
nun die Geraden EE^ und Fi\ bezieh ungsn eise dieTrSger von i^und B^ sind 
so erscheint obige Behauptung gerechtfertigt. 

Die Punkte E^ und F, nämlich jene, welche den im Durch Schnitts punkte 
der Reilien E und J(, vereinigten Punkten J5 und F^ entsprechen, sind zugleii.h 
die Berührungspunkte der Träger dieser Reihen, wie aus to! 
gonder Betrachtung klar wird, Von jedem Punkte der Beihe B können an die 
umhüllende Curve zwei Tangenten gezogen werden, nämlich die Geiale neb he 
den Träger von jß bildet, und jene, welche den in B angenommenen Punkt mit 
seinem entsprechenden in M^ verbindet. Der Punkt F ist der einzige in B von 
welchem aus sich keine zwei gesonderten, wohl aber zwei coincidii ende Tan- 
genten ziehen lassen, denn hier fällt der Träger voni^ mit dem aus F gezogenen 
Projections strahle zusammen . Verbindet man die Berührungspunkte \oa zwei 
aus einem beliebigen Punkte von E gezogenen Tangenten, so erbilt man eine 
Berührung SB ebne der umhüllenden Curve, Diese Sehne erhalt flii die ans B 
gezogenen zwei Tangenten, welche coincidiren, die Länge gleich Null und da 
bekanntlich in einem solchen Falle der Durchschnittspankt der zwei Tingenten 
mit den Berührungspunkten zusammenfällt, so muss F der Berührungspunkt des 
Trägers von B sein. — Dass E, der Berührungspunkt des Trägers von B^ ist, 
lässt sich auf dieselbe Art nachweisen. 

An die umhüllende Curve können aus keinem Punkte mehr 
als zwei Tangenten gezogen werden. Denn verbindet man irgend einen 
Punkt P mit sämmtlichen Punkten \on B und üj, '^o tntsteheu zwei projec- 
tivische co nee nti i sehe StiaLlenbusüjel, nekhe heKannthch nicht mehr als 
zwei Doppelitrahlen enthalten Da nun ofienbar nui Doppelstrahlen in diesem 
Falle durch zwei entsprechende Punkte ^on B und B^ gehen, also Tangenten 
bilden können, so erscheint obige Behauptung geieuhtteitigt. 

Der eben nachgewiesenen Eigenschaft wegen nennt man jede durch zwei 
projectivische Punktieihen eizeugte Cmve eine Cuive zweiter Classe.*) 
*)Tra Jlgeni einen heiast «ne Curve m wülohe tjnh uis keinem Punkte mehr 
als n Tangenten ziehen latiSen, eme Luive mtKr Classe 
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Sind iD den orzcugeaden Reihen E und Bj (Fig. 24.) drei Paaro entspre- 
chender Punltte AÄj, BB-f, GG^ gegeben, so ist nach Sata 1.1 jedes vierte Paar 
entsprechender Punkte BS)^ unzweideutig bestimmt. Es ist somit auch jeder 
vierte Projectionsstrahl vollltoinmeD bestimmt, sobald die Träger der erzeugen- 
den Reihen und noch drei Strahlen AÄ^, BB^, CG^ angenommen wurden. Be- 
tt wir die genannten vier Strahlen, entsprechend den Punkten von B und 

iFig. 24.) 




Ü^, durch welche sie gchoEi, durcli cföciJ und die SchitiUpunkte des Strahles d 
mit a und ß beziehungsweise durch M und Jf^, so schneiden sich die Verbin- 
dungslinien der Punkte C, M und Cj , M^ in einem Punkte der Geraden A^ B, 
wie aus Folgendem hervorgeht. Denkt man sieh M mit ÄBGD und M^ mit 
A^B^G^I)^ durch gerade Linien verbanden, so bilden diese Linien zwei pro- 
jectiviache Strahlenbüschel erster Ordnung, welche den Strahl d entsprechend 
gemein haben, also Scheine ein and derselben Punktreihe sein müssen. Der Trä- 
ger dieser Seihe ist die Verbindungslinie der Punkte A, und B, in welchen sieh 
beziehungsweise die entsprechenden Strahlen MA, X^^A, und MB,M^^ß^ treffen; 
es liegt also auch der Durchschnittspunkt der sich entsprechenden Strahlen 
MC und M^C^ in A,B, wie behauptet wurde. Da der Strahl d des Büschels 
zweiter OrdnuBg ein ganz beliebiger ist, so gilt für jeden anderen Strahl dieses 
Büschels dasselbe, was wir bezüglich d nachgewiesen haben. Die Geraden MG 
und Mj^C, schneiden sich näralioh stets in einem Punkte der Geraden A^B, 
wenn M und Mj die Durchschnittspunkte irgend eines Strahles mit a und b 
bezeichneu. 

Aus dieser Untersuchung geht hervor, dass man einen Strahl d, wenn B 
und Rj und drei Strahlen abc gegeben sind, auch auf folgende Art erhält; Man 
nimmt irgend einen Punkt M in a an, verbindet denselben mit C durch eine Ge- 
rade, welche .d^B im Punkte schneidet und zieht die Gerade OC^; letztere 
schneidet den Strahl a im Punltte JU^ der mit M verbunden einen vierten Strahl 
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des Büschels zweiter Ordnung gibt. Wird M im Pankte A angenommen so fa! 
leo und Jf, mit S zusammen, wählt mau M in J^ so toincidirt 1/^ mit B^ 
man erkennt hieraus ebenfalls, dass die Träger der ei zeugenden Reihen Ä urd 
Rj Tangenten der erzeugten Curve sind. 

Denkt man sich B, B^ sowie die Strahlen abr gegeben un i mit Benüt/nnt 
der in A^B gelegenen Punkte alle übrigen Strahlen l des Bus heK zweiter 
Ordnung bestimmt, so bildet die Gesammtheit der Punl tt eme Punktreihe 
deren Träger J^P ist ond alle Verbindungslinien der Punkte mit C und C, 
sind Strahlen zweier Büschel erster Ordnung, welche ihre Mittelpunkte in C and 
C^ haben. Diese zwei Büschel liegen gegen einander perspeclivisth da sie Scheine 
derselben, auf -4^5 befindlichen Punktreihe sind ; bie müssen dahtr ^udl projec 
tivisch verwandt sein. Die Punktreihen, welche sich auf u und h als Schnitte 
der beiden Büschel ergeben, sind demnach ebenfalls projectivisch und di die 
Elemente dieser Reihen auch als DurchschnittspunI te alier Strahlen d mit i 
und b anfgefasst werden können so folgt, dass a und b dnich die Gesammtbeit 
aller übrigen Strahlen des Büschels zweiter Ordnung in zwei projecti vischen 
Punktreihen geschnitten werden. Dasselbe lässt sich nun ofienbai bezüglich eines 
beliebigen anderen Paares von Strahlen ebenfalls na hw eisen ia « und l will 
kürlich angenommen wurden, wir können somit den Satz aufstellen 

1. Je zwei Strahlen eines Büschels zweiter Oidnung wer- 
den von allen übrigen Strahlen desselben in üwei projectivi- 
Bchen Punktreihen geschnitten. 

Da jeder Strahl eines Büschels zweiter Ordnung eine Tangente der um- 
hüllenden Curve des letzteren ist , so kann dieser Satz auch in folgender Weise 
ausgedrückt werden: Je zwei Tangenten einerCurve zweiter Ctasse 
werden durch alle übrigen Tangenten dieser Cuive m zweipro- 
jectivischen Punktreihen geschnitten 

Daraus geht nun hervor, dass man statt der Punktreihen 21 und ii, 
(Fig. 24) irgend zwei andere, auf zwei Projectionsstiahlen befindliche Reihen 
als erzeugende Reihen jener Curve betiachten kann, welche durch ]i und B^ 
bestimmt wird. Letztere Reihen nehmen also keine bc\oizugte Stellung ein, 
ihre Träger sind eben auch nur Strahlen des Biischeh zweiter Ordnung 

Nachdem sämmtliche Strahlen des BUschels ^weitci Oidnung siih bestim- 
men lassen, sobald die Träger von B und li^ und diei beliebige Stiahieii ah 
gegeben sind, so folgt der Satz: 

2. Eine Curve zweiter Classc ist duich fünf ibrct 
Tangenten vollkommen bestimmt. 

Die Strahlen abcä bilden mit den Trägern der Reihen B und B^ ein 
Sechseck, welches der Cnrve zweiter Classe umschrieben ist. Wie oben bewiesen 
wurde, schneiden sich die Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken 
dieses Sechseckes (nämlich solcher Ecken, zwischen welchen beiderseits drei 
Seiten liegen) in ein und demselben Punkte 0. Die Reihenfolge der Seiten des 
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Sechseckes ist eine ganz beliebige, da in dieser Beziehung keine bestimmte 
Voraussetzung gemacht wurde. Wir können somit den Sat?, anfstelleu : 

3. Die Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken 
eines Sechseckes, welches einer Curve zweiter Claase 
umscbrieben ist, sehneiden sich in ein und demselben Punkte, 
wie man auch die Reihenfolge der Seilen des Seebaeckea 
wählt. 

Dieser Satz wurde von Briancbon zuerst aufgestellt (1806) und wird 
daher der Brianchon'sche Satz genannt. 

AuB obigen (an die Fig. 24 geknüpften) Betrachtungen folgt auch, dass 
einem Seehaecke immer eine Curve zweiter Classe eingesehrieben werden kann, 
wenn die Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken sich in ein und 
demselben Punkte schneiden. 

Es wurde bereits gezeigt, dass man aus jedem Punkte einer beliebigen 
Geraden (, welche eine Curve zweiter Classe berührt (z. B. des Trägers der 
Keihe B Pig. 23) noch eine zweite von t verschiedene oder mit t coincidirende 
Tangente an letztere Cnrve ziehen kann. Ausser den Punkten, durch welche 
sieh eine oder zwei Tangenten an eine Cnrve zweiter Classe ziehen lassen, gibt 
es auch solche in der Ebene einer Jeden Curve dieser Art, aus denen sich keine 
reelle Tangente ziehen lässt. Es sind dies Punkte, durch welche kein Strahl des 
Büschels zweiter Ordnung geht und von denen man sagt, dass sie innerhalb 
der Curve zweiter Classe liegen, im Gegensatze zu den in irgend einem Strahle 
dieses Büschels gelegenen Punkten, welche man ausserhalb liegende Punkte 
nennt, wenn sie nicht der Cnrve selbst angehören. Wir können daher sagen: 
Von einem in der Ebene einer Curve zweiter Clasae befindlichen Punkte kann 
man zwei gesonderte, zwei coincidirende, oder keine reelleu 
Tangenten an diese Curve ziehen, je nachdejn der Punkt ausserhalb, in der 
Curve, oder innerhalb derselben liegt. 

Der Fall , in welchem von einem Punkte P sich keine reellen Tangenten 
ziehen lassen, entspricht demjenigen, wo die beiden Strahl enbüscbel, welche 
ihren Mittelpunkt in P haben und Seheine der erzeugenden Reihen R und B, 
der Curve zweiter Classe sind, nur imaginäre Doppelstralilen besitzen. Diese 
Doppel strahlen können nämlich, da sie auch Strahlen des Büschels zweiter 
Ordnung sind, als Tangenten, und zwar als imaginäre Tangenten der 
Curve betrachtet werden, Berücksichtigt man daher das Vorhandensein der 
letzteren, sowie den Umstand, dass durch jeden Punkt einer Curve zweiter 
Classe eigentlich zwei coincidirende Tangenten gehen, wie bereits erklärt wurde, 
so lässt sich behaupten, dass von jedem beliebigen Punkte der Ebene einer 
Curve zweiter Classe zwei Tangenten an diese gezogen werden können. 
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Die Gesammtheit aller DaiLbsclmittsp unkte von je einem Paare sich 
entspipchender Strallen zweiei piojettivi'n.iiet Strahlenbliscbel welche sich in 
derselben Ebene beiicden bildfn im aiyemeinen ciie Lurve die man ein 
Erzengniss odPi -ii h den Dur h schnitt lei heilen Strahlen 
büachel nennt 

Fig 2o vei an ach anhebt die Entstehung einpi solchen Cuive 
Aus dem Satze W haben vir bereits gesdiloosen dass min sich zwei 
projectiMscbe '^irablenbtischel ininei durch die t.Ieichzcitit,e atel ge Drehung 
zweier Geraden entstanlen dpnken kinn welche in jedem bestimmten Momente 
ihrei DtehnnK entsprechende Stialleu beidei Büschel biHen Daiaus folgt dass 
wenn die eine Gerade ihre Lage nui unendhch wenig ändeit auch die andeie 
sich um unendlich wenig weiter dieht E"! mus-ien also auch die Durchschnitts 
pnnkte zweier Paaie sieb entsprechender Strahlen wenn diese Paare sich 
unendl i nahe liegen ebenfalls unenilich 
wenig von einander entfeint sein iahei bilden 
die Dmchschnittijun! te aller Paare entspie 
ohendei Strahlen eii e tetiee Aufeinanderfolge 
von Punkten i inlich wie wii behauptet 
haben eine Cirve 

Die Mittipunkte M und M^ der 
erzeugenden Stvahienbüschel 8 
und S, müssen auch der Curve 
angehören, denn die Gerade MM^^ als 
Strahl des Büschels S, betrachtet, schneidet 
den ihr entsprechenden Strahl des Büschels 
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ergibt sich also : Die in den Mittelpunkten der beiden Büschel 
8 und S, an den DurchschDitt der letzteren gezogenen 
Tangenten sind jene Strahlen von 8 und S^, welche der 
Verbindungslinie der Mittelpunkte entsprechen, wenn 
man diese Linie einmal als Strahl des Büseliels S,, dann 
als Strahl des BOschels S hetrachtet 

Eine durch zwei projectivische S t r a !i 1 e n b ü s c h e 1 
erzengte Curve wird von keiner Geraden in mehr als 
zwei Punkten geschnitten. Selbstverständlich kann eine Gerade, 
welche nicht in der Ebene der Curve gelegen ist, höchstens einen Punkt mit 
der Curve gemein haben, da letztere eben ist. Liegt die Gerade in der Curven- 
ebene selbst, so schneidet sie die orzengenden Strahlenbüschel in zwei 
conjectivischen Punktreilien, welciie bekanntlich nicht mehr als zwei Doppel- 
punkte haben können. Diese Punkte gehören der Curve an, da sich in ihnen 
zwei entsprechende Strahlen der beiden Büschel schneiden ; sie sind also die 
Durchschnittspunkte der Geraden mit der Curve. Daher erscheint obige 
Behauptung gerechtfertigt. 

Der eben nachgewiesenen Eigenschaft wegen heisst man jede durch zwei 
projectivische Strahlenbüschel erzeugte Curve eine CurvezweiterOrdnung.*) 

Sind die Mittelpunkte 
jlf und afj {Fig. 26) der 
beiden, eine Curve zweiter 
Ordnung erzeugenden Strah- 
lenbüschei Sund S,, sowie 
drei beliebige andere Punkte 
ABC dieser Curve gegeben, 
so ist letztere voll- 
kommen bestimmt, da 
in den zwei Büscheln S und 
Si dann drei Paiire sich ent- 
sprechender Strahlen, näm- 
lich die Verbindungslinien 
der Punkte M und M^ mit 
^, ^und C gegeben erscheinen, also nacli Satz 11 das ganxe Strahlen System 
von S und Sj bestimmt ist. 

Nehmen wir nun an D sei ein beliebiger sechster Punkt der Curve, woraus 
folgt, dass dem Strahle ^D der Strahl ilf,I> entspricht, und verbinden wir 
A und B mit dem Punkte D durch gerade Linien, so schneidet BD den Büschel 
8 in einer Punktreihe B, welche jener Reihe iJj projectivisch verwandt ist, die 



(Fig. ae.) 




*) Im allgemeinen wird e 
Punkten geschnitten wird, eine 



«eiche vOE keiner Geraden ii 
:r Ordnun 



y Google 



q() Znede) ili'^fltnilt JJ) p'euii'iug dei tuiitn ätttitt) Oidwwii 

fiich als bcbnitt der Geraden ÄI> mit dem Büschel S, ergibt N'tclidem S und 
iJj den Punkt J> entspieuhend fiemein haben so liegon sie jieispectivisch es 
müssen sich daher die söramtlifhen Vn bin düng ihn len entspiechender Pnnkte 
dieser Eeibea m einem ean/igen Pnnkte schneiden Ist a dei Seh tiittp unkt dei 
Geraden Mi und BD ferner ß dei fechnittpnnkt von M-,B und AI) so 
entspucht dem Puij[ t 4 in iJj dei Punkf « in S und dem Punkte iJ in H der 
Piiniit /9 in Jf^ es sind demnach ÄaaaAFi odi-r was dasselbe ist MA aiiä 
M^B Verbindungslinien entsptechtndrr Punkte von B und ffj Iter Duieh 
schnittspuukt IZ^j von 1/4 und ^/i-B ist somit jenei Punkt m welchem si(h 
samratluhe Verbindungslinien entsprechender Punkte \on M und Kj schneiden, 
namhch der Mittelpunkt eines StrableiibUscheh if, \on weUhem B und i?, 
Schnitte bddcn Nennen wu j den hchnittpuiikt voo JtfC' und ifZ> nnd jj den 
Schnittpunkt, von M^C und AD, so sind y and y^ entsprechende Pnnkte von E 
und B„ da der Strahl MG des Büschels S dem Sti-ahle M^C Aen Büschels S, 
entspricht. Verbindet man y uod y^ durch eine Gerade, so inuss dieselbe durch 
M^ geben, da sie einen Strahl des Büschels 8^ bildet. Wir schliessen daraus, 
dass, wie auch der sechste Punkt D der Curve zweiter Ordnung gelegen sein 
mag, die Durch sehnittspunkte y, M^ und y^ der gegenüberliegenden Seiten des 
Sechseckes MADBM^Ü, nämlicb solcher Seiten, zwischen welchen beiderseits 
zwei andere Seite» liegen, sich stets in einer Geraden befinden. 

Daraus ergibt sich folgende Construction anr Bestimmung irgend eines 
sechsten Punktes ß der Curve zweiter Ordnung, wenn die Punkte MM^AB und 
(/gegeben sind. Man zieht aus A eine beliebige Gerade, welche M^O iu y^ 
schneidet, verbindet y^ mit M^ und den Schnittpunkt y von M^y^^ und MO mit B. 
Der Durchachnittspunkt von Ay^ mit By ist dann ein Punkt der Curve 
zweiter Ordnung. 

Aus dieser Construction ist auch zu ersehen, dass die Mittelpunkte M und 
Mj der erzeugenden Strahlenbüschel Punkte der Curve zweiter Ordnung sein 
müssen, denn zieht man statt der Geraden Äy^ die Gerade AJIf oder AM^ und 
führt die eben erklärte Construction durch, so erhält man beziehungs\\eise M 
oder ilfj als einen Punkt der Curve. 

Denkt man sich unendlich viele Punkte D in der Curve zweiter Ordnung 
mit A und B verbanden, so ergeben sich unendUch viele Paare sich entapre 
chender Punkte y und y^, \YelRlie alle beziehungsweise in MC und M^C liegen 
und auf diesen Geradeu zwei Pimktreihon bilden. Letztere Reihen müssen 
projectivisch verwandt sein, da sie Schnitte des Büschels S^ sind, es wird also 
auch der Strahienbüschel, welcher durch die Verbindungslinien sämmthchei 
Punkte y mit B entsteht, jenem Strahlenbüschel projectivisch verwandt sein, 
dessen Strahlen die Verbindungslinien aller Punkte /j mit A bilden. Diese /wei 
Strahienbüschel, deren Mittelpunkte die beliebig angenommenen Punkte A und 
B der Curve zweiter Ordnung sind, schneiden sich in Punkten D derselben 
Curve zweiter Ordnung, welche den Schnitt von Snnd S, bildet. Daraus folgt: 
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4. Die Verbindungslinien aämmtlicher Punkte einer 
Curve zweiter Ordnung mit irgend zwei Punkten derselben 
Curve bilden zwei projectivische Strahlonbiiseh ei. 

Eine Curve zweiter Ordnung kann demnach immer als Erzeugnias üweier 
projecti vi scher Strahlenhüscbel betrachtet werden, deren Mittelpunkt irgend 
zwei Punkte dieser Curve sind. Die Punkte M und M, erschoinen also den 
übrigen Curvenpunkten gegenüber durch nichts ausgezeichnet, da je zwei 
behebige audere , /.. B. A und S , Fig. 26, der letzteren als Mittelpunkte 
von StrahlenbüBcheln betraclitet werden können , deren ErÄeuguiss dieselbe 
Curve zweiter Ordnnug ist. 

Da beliebig viele Punkte einer Curve zweiter Ordnnng sich, wie oben 
gezeigt wurde, unzweideutig bestimmen lassen, sobald fünf l'unkte {MHI,ABC) 
derselben gegeben sind, so folgt : 

5. Eine Curve zweiter Ordnung ist durck fünf ihrer 
Punkte vollkommen bestimmt. 

Die sechs Verbindungslinien von je zwei aufeinander folgenden von den 
sechs Punkten MADBM^C bilden ein der Curve zweiter Ordnung einge- 
schriebenes Sechseck, ßezüghch desselbea wurde bereits nachgewiesen, dass die 
Durchschmttspuiikle yM^y^ von je zwei einander gegenüberliegenden Seiten, 
uämlicb solchen, zwischen welchen beiderseits noch zwei andere Seiten liegen, 
sich in ein und derselben Geraden befinden. Die Reihenfolge der Ecken des 
Sechseckes ist eine gann beliebige, da wir in dieser Beziehung keine bestimmte 
Voraussetzung gemacht haben. Es gilt daher folgender Satz : 

6. Die DurchBcbnittspunkte der gegenüberliegenden 
Seiten eines Sechseckes, das einer Cnrve zweiter Ordnung 
eingeschrieben ist, liegen in ein und derselben Geraden, 
wie man auch die Reihenfolge der Ecken des Sechseckes 
wählt. 

Dieser wichtige Satz wurde von Pascal (1623 — 1662) zuerst aufgestellt, 
daher nennt man ihn den Pascal'schen Satz. 

Aus den obigen (an die Fig. 26 geknüpften) Untersuchungen geht auch 
hervor, dass einem Sechsecke sich immer eine Curve zweiter Ordnung 
umschreiben lässt, sobald die Durch schnittspankte der gegenüberliegenden 
Seiten sich in ein und derselben Geraden befinden. Durch fünf Eckpunkte 
MABM^C ist nämlich die Curve bestimmt und durch den sechsten Punkt D 
mnss sie gehen, da AI) und BD entsprechende Strahlen von zwei erzeugenden 
Büscheln sind, deren Mittelpunkte wir uns in A und ß denken. 

Dass die Erzeugnisse zweier projectivis eher Strahlenhüscbel von keiner Ge- 
raden in mehr als zwei Punkten geschnitten werden , haben wir damit begründet, 
dass zwei conjectivische Punktreihen, welche durch den Schnitt der beiden erzeugen- 
den Büschel mit irgend einer in ihrer Ebene gelegenen Geraden entstehen, höch- 
stens zwei reelle Doppelpunkte haben können. Nachdem in solchen Reihen auch coin- 

Standigl: Lehrbucli &et ueueten Oeometris. 7 
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cidirende und imaginäie Doppelpunkte möglich sind, so kann eine Curve zweiter 
Ordnung \oii emei deiaden luoh in zwei eoincidirenden, oder in 
zwei imaginaien Punkten gesihnitteu werden. Mit Berücksichtigung 
der CO in cidirende n und imaginären Sek nittpunkte kann man demnach sagen, dass 
eine Curvc zweiter Ordnung von einer in ihrer Ebene liegenden Geraden immer 
in zwei Puuljteu geschnitten wird. 



c) Beweise tUr die IdentitSt der Curveu zweiter Classe mit jenen zweiter 
Ordnung. 

In Pig. 27 seien E und B^ zwei eine Ourve zweiter Classe erzeugende 
Punktreihen und ÄA^. BB^ zwei Paare entsprechender Punkte der letzteren, 
woraus folgt, dass die Geraden AÄ^ und BBj Tangenten der erzeugten Curve 
sind. Die Träger von Tt und B^ bilden mit den Geraden ÄÄ^ und BB^ ein 
Viereck, welches der Curve zweiter Classe umschrieben ist. Die Berührungs- 
punkte der Seiten AB, BB^, B^Ä, und A^Ä dieses Viereckes seien beziehunga- 
weise ETF^ und M. 

Es wurde bereits gezeigt, dass jede Tangente, welche aus einem Punkte 
einer Curve zweiter Classe an letztere gezogen werden kann, eigentlich zwei 
coincidirende Tangenten bildet und dass man sich als Durch seh nittspunkt 
(Fig. 27.) solcher coincidirender Tangenten ihren Be- 

■uii};s|iunkt zu denken hat. Wir können 
I daher annehmen, dass die Tangente AA^. 
wie SB^ aus je zwei Tangenten bestellen, 
e sich beziehungsweise in JJf und Tschneiden. 
IS Viereck ABB^A^ kann somit als ein der 
irve zweiter Claase umscliriebenes Sechseck 
I lietrachtet werden, in welchem die Berührungs - 
I punkte M und T Eckpunkte sind, es müssen 
I sich also dem Brlanchon'sclien Satze (Satz 
I 2, zweiter Abschniti) zufolge die Verhiudungs- 
1 linien der gegenüberliegenden Ecken .Afi,, 
'?und MT in ein and demselben Punkte 
neiden. Betrachten wir die Berührungs- 
punkte E und J^^ als Eckpunkte eines der Curve zweiter Classe umschriebenen 
Sechseckes AEBB^F,Ai nnd wenden auf dasselbe den Brianchon'scben Satz 
an, so zeigt sich dass auch die Verbindungslinie der Punkte E und F, durch 
den Punkt gehen muss. Daraus folgt, dass umgekehrt der Durchschnittspunkt 
der Geraden AB^ und A^S immer in der Geraden EF, gelegen ist, welche 
Lage auch die Tangenten AA^ und BB^ haben mögen. 

Denken wir uns nun die Geraden AB, AA^ und A, B, unbeweglich, 
während die Gerade BB^ sich so bewegen soll, dass sie in jeder Lage eine 
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Tangente der Curve zweiter Claase bildet. Der BerühruDgspunkt T der 
beweglichen Geraden wird dann nach und nach mit allen Cnrvenpnnkten 
zusammenfallen und die sämmtlieben Verbindungslinien des Punktes M mit 
allen Punkten T werden einen Strahl enbüscbel bilden, den wir durcb S bezeicbnen 
wollen. Einen zweiten Strahlenbüschel ff kann man sieb durch die sämmtlieben 
Verbindungslinien AB, entstanden denken ; derselbe liest gegen S perspec- 
tivisch, da Bowob! S, als auch S" Scheine der auf EF^ durch die Punkte 
gebildeten Punktreihe sind. Sund S' müssen somit projectivisch verwandt sein, 
woraus folgt, däss S auch mit E^, welche Reihe als ein Schnitt des BUschels S' 
betrachtet werden kann, projectivisch ist und daraus ergibt sich endlich, dass S 
sowohl mit B, als auch mit B, projectivisch verwandt sein muss. 

Nachdem die Tangente AA, ganz beliebig gewählt wurde, so gilt 
bezUglicli jeder anderen Tangente dasselbe, was wir für AA^ nachgewiesen 
haben, nämlich daas die Verbindungslinien des Berührungspunktes {M) mit 
allen Berührungspunkten (T) der beweglichen Tangente BB, einen Strahlen- 
bttschel bilden, welcher mit B und üj projectivisch ist. 

Nehmen wir nun an, ausser dem Punkte M der Curve zweiter Classe, sei 
noch irgend ein zweiter Curvenpunkt M^ mit allen Punkten T verbunden 
worden, so haben wir zwei Strahlenblischel S und Sj, deren Mittelpunkte M nnd 
M^ sind. Diese beiden BOscbel müssen projectivisch sein, da jeder derselben, 
wie soeben bewiesen wurde, mit B und B, projectivisch ist. Es lässt sich nnu 
zeigen, dass je zwei Strahlen von S und Sj, die sieb in einem Curvenpunkte T 
schneiden , entsprechende Strahlen sind. Der Strahl MT entspricht nämlich dem 
Punkte B^ der Reihe E^ und dies ist offenbar auch dann der Fall, wenn man 
sich M an die Stelle JWj denkt. Daraus geht nun hervor, dass die durch B und 
B^ erzeugte Curve zweiter Classe immer auch als ein Erzeugniss zweier 
projecti vis eher Strablenbüschel erhalten werden kann. Es ist somit jede 
Curve zweiter Classe auch eine Curve Kweiter Ordnung. 
Aus dieser Untersuchung folgt auch der Satz : 

7. Die Punktreiben B und B,, welche auf irgend uwei 
festen Tangenten einer Curve zweiter Classe durch eine 
dritte bewegliche Tangente (entstehen, sind jenem Strahle n- 
büsche! S projectivisch verwandt, der durch alle Ver- 
bindungslinien irgend eines festen Punktes dieser Curve 
mit den Berührungspunkten von t gebildet wird. Entspre- 
chende Elemente von B, B, und S sind solche, welche sich 
fttr ein und dieselbe Lage von ( ergeben. 

Wir wollen nun zeigen, dass jede Cuito zweiter Ordnung auch eine Cun^e 
zweiter Classe ist. 

M und M^ (Fig. 28) seien die Mittelpunkte zweier eine Curve zweiter 
Ordnung erzeugender Strahlenbüschel 8 und Sj ; ferner nehmen wir an, A und 
B wären irgend zwei beliebige Punkte dieser Curve. In A und B sei je eine 

7* 
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Tangente an die Curve gezogeu und jede dieser Tangeoten denken wir nas als 
eiue Secante, deren awei DurchscliniUsp unkte einander uuendlicli nahe liegen. 
Letzterer Vorausset/ iing ge- 
ll) ig. Jb.) \a^?,^ bilden die genannten 
Tangenten mit deo vier Gera- 
den MA, M^A, MB und M^B 
ein der Curve eingeschriebenes 
Sechseck. Die gegenüberliegen- 
den Seiten desselben sind AiA, 
M^B, dann MB^ M-^Ä und die 
beiden in A nnd B gejiogeneu 
Tangenten; es liegen somit 
die üurchätbnittspunkte C, E 
und F dieser Linien dem 
Sat^e 6 dieses Abschnittes 
zufolge in ein und derselben 
Geraden. 

SindMD niid M,B die 
bezielmngSH-eise in M und M, au die Curve zweiter Ordnung gezogenen Tangen- 
ten, so liegt der Punkl D, in welchem sieh MD und M^D schneiden, ebenfalls 
in jener Geraden, die durch C, E und F bestimmt wird, denn die sechs Geraden 
MA, MjA, MB, JtfjB, MB, M^D bilden auch ein der Curve zweiter Ordnung 
eingeschriebenes Sechsecl;, es müssen daher C, D und E, also auch F sich in 
ein und derselben Geraden befinden. 

Stellen wir uns nun vor, der Punkt A verändere seine Lage in der Curve, 
Die Folge dieser Aenderung ist, dass auch die Linien MA, M^A und AF ihre 
Lage ändern, während die Geraden MB, M^B und die in M, B und M^ gezo- 
genen Tangenten in Hube bleiben. Von den vier Punkten C, D, E und F bleibt 
somit nur Z> an derselben Stelle, während in der Geraden M^B und F in der 
im Punkte £ gezogenen Tangente seinen Ort verändert. Jedenfalls aber liegen 
C, D und F immer in ein und derselben Greradeu. 

Wenn nun der Punkt A sieb so bewegt, dasa er stets in der Curve bleibt, 
so bildet jede Gerade MA einen Strahl des Büschels S und alle Punkte C 
gehören einer Punktreihe M' an, welche durch den Schnitt des Büschels S mit 
der Geraden M^B entsteht. Ebenso bilden alle Geraden DC einen Strahlen- 
bösehel S' dessen Mittelpunkt D ist, und welcher gegen S perspectiv! seh liegt, 
nachdem S nnd S" Scheine der Reihe R' sind. Die sämmtlichen Punkte F, wo 
alle in den verschiedenen Lagen von A an die Curve gezogenen Tangenten AF 
jene Gerade schneiden, welche die Curve in B berührt, bilden ferner eine Punkt- 
reihe, die wir It nennen wollen. Diese Reibe kann als ein Schnitt des Strahlen- 
büscliels S' mit der in B gezogenen Tangente betrachtet werden, es sind somit 
B und B' Schnitte ein und desselben Strahlenbüschels, folglich müssen sie 
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projectivisch sein. Da nun S gegen It' perspwjtivisch liegt, so sind S unil R, also 
auch S^ und B projectivisch verwandt. 

Der Pnokt B wnrde in der Curve beliebig gewählt, daher muss fUr jede 
in irgend einem andern Curvenpankte ge-zogene Tangente dasselbe gelten , was 
wir für die in B berührende Gerade nachgewiesen haben. Es lässt sich somit 
behaupten, dass die Durcbsehnittspnnhte irgend einer von dem Träger der Reibe 
B verschiedenen Tangente mit den sämmtlichen Lagen der beweglichen Tangente 
.^Ji* ebenfalls eine Punktreibe B^ bilden, welche sowohl mit S, als anch mit S, 
projectivisch ist. Daraus folgt, dass R und iJ, unter sich projectivisch sein 
mOssen nnd nachdem die bewegliche Tangente ÄF in jeder ihrer Lagen enl- 
spreiihende Punkte von R und R^ verbindet, da der Punkt F der Beibe R , also 
auch der Durchschnitt von -iJ" mit fi^ immer dem Strahle MA des Büschels S 
entspricht, so kann die in Rede stehende Curve anch als ein Krzeugniss zweier 
projecti vis eher Reihen R und J^, betrachtet werden. Es ist daher jede 
Curve zweiter Ordnung auch eine Curve zweiter Classe. 

Aus dem Umstände, dass jede Curve zweiter Classe eine Curve zweiter 
Ordnung und umgekehrt jede Curve zweiter Ordnung eine Curve zweiter Classe 
ist, folgt, dass diese beiden Curve ngattun gen identisch sind. 



d) Beweise für die lAentlillt der Ourven 7weiter Ordiiunu und CHsse mit deß 
Kegels chuittsHnlen 

Bevor wir unsere Untersui-hungen über die B.rzeugniBse prrjectivischer 
Punktreihen und Stiahlenbuschel welche in derselben Fbene liegen fortsetzen 
wolUn wii nachweisen dass diese Erzeugnisse mit den Kegelschnittshnien iden 
tisLh sind Um den Beweis daflir herzustellen 7eigenwii dass lurth jedes solche 
ErzeugniBs si h immer eine hegelfläLhe zweiten Ürades lef,en iasst 

In Fifeur 29 seien JJ und Jf^ die eine Curve ^\ citet Classe erzeugen len 
Punktreihen Der Durchschmttspunkt der letzteren heisse Ä un 1 der Berührungs 
punkt des Tiagers vo B nit der erzeu), 
ten Curve sei B Wii onstruiren nun in 
der Curven ebeneeinen Kreis von beliebigem ] 
Halbmesser, welcher den Träger von B, | 
also auch die Curve zweiter Classe , 
Punkte B berührt. Von irgend einem Punkte 1 
der Reihe R, etwa von D aus, ziehen wir 1 
sodann eine Tangente an die Curve zweiter I 
Classe und eine zweite Tangente an i 
Kreis. Der Durchschnittspunkt der ersteren 1 
Tangente mit dem Träger von B^ sei D^ 
nnd der Durchschnitt der zweiten Tangente 
mit einer aus A ebenfalls an den Kreis 
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Ab 1 



ie II t 



1 C 



gezogene Ta ge le he sse 1)^ Für je le n P gewahl e Pau! t 7) erhält 
man du ch il es Co st uct on e faar «solche D cbs 1 tts^ kte D un l J) 
fearamtl h Punkt D I D b 1 len d e erze ge lea Ee hen B nnd S ahrend 
durch d o Panl te i> e e i eue Pe he entstel t welche w r A ne nen volle 

Es la st s ch nun le ht ze gen Kss II und li also auch B a i E^ pio 
jectiv seh verwanlt s 1 Ler Kies hat r ml ch sove jede Cn e zweier 
Ciasso öberhaui t d e E ge ? iiaft da s d e D rcl s hn f t j unkte zwe e bei el „e 
Tingenten mt allen ülr gen Tangenten der G ve zve i oject sehe Punkt 
reihen b Iden 

Ün d et. nt hzuwe se betrachten wrdeF« 30— ; und / se en 
Tingenfen welche c p Kre n den helebg gewählte Pu kten 31 nl Jlf 
beruh cn A B und C nenne n r te ner dre a dere bei el ge P nkte de& 
Jveseu]a/?jß ß de 

Dur hachn ttc on t und t m t den 
A B nd C oozoge en Tangenten 
■\ 6 h ndet ma d e Pu 1 te /? u d 

m t le n Mittelj unkte 31 le? Kre 
sef soblle d e so erbalte en Ge 
ide e en StrahlenMs lel \ wel 
he le em B schel S ongruent i&t 
ler 1 rch de "^ 1 1 nd ngsl len des 
, P 1 tcs V n t ^ P und C geb 1 let 
nd, denn die Strahlen von S, nam 
lieh die Sehnen 3fA, MB, 3IG stehen 
I beziehungsweise senkrecht auf den 
I Geraden M^ci, M^ß, M^y. Da nun 
der aus den Sehnen M^Ä, M-^B und 
STj^C gebildete Strahlenbüschel S, 
dem Büschel S congruenl ist, nach- 
dem die auf gleichen Bögen aufstehenden Umfaugswinkel AMB und AMyB, 
sowie £JlfC und Bilfj C einander gleicU sind, so ist S^ auch jenem Strahlen- 
büsehel S^ congruent, der entsteht, wenn man 31^ mit Kj, ^^ und ^j verbindet, 
oder, was dasselbe ist, von M^ auf die Sehnen MyA, M^B nnd JfjC Senkrechte 
fällt. Die auf den Tangenten t und t^ sich ergebenden Ponktreihen aßy und 
(x^ß^Yi sind somit Schnitte zweier congrucnter, also auch projectivisch verwand- 
ter StraUlenbüschel 8^ und 8^, daher müssen diese Reihen ebenfalls projectivisch 
verwandt sein. Für irgend ein anderes Paar von Tangenten gilt offenbar das- 
selbe, was für die beliebig gewählten Tangenten t und (j bewiesen wurde, es 
erscheint somit obige Behauptung gerechtfertigt. — Zu bemerken ist noch, 
dass je zwei entsprecLonde Punkte der auf t und ;, liegenden Reihen, 
z. B, a und «,, wie leicht einzusehen, sich in ein und derselben Tangente 
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\a Figur 29 sind AB uud AJ)^ TaiigcDteu eines Kreises, weldie von einer 
dnlteii Z)7) geBchniÜGu werden es bilden also dem \oili(,rt,c]ionden zufolge, 
alle Punkte I> und iJg iwei pnjoctivische Puiiktieihen R uud B, Di» nun U 
und J?j piojectivisch sind so müssen es auth 11^ und H^ seiu 

Nachdem i)^ und D entspi erbende Punkte von Jfj und JJ^ sind, so folgt, 
dass diese ßeilien den Piinlit A cntspiecliend gemein babou wie leiubt ciDi^u- 
seben ist wenn mansi bdenPunhtD imBeiubiungspunklf, B gu v'iblt denkt, Die 
beiden Reihen liegen also peispecti\iscb und ille Veibindiiiigsliiiicn Ü^D^ eii'' 
sprei-hender Punkte nitissen sich in einem einzigen l unkte sclineiden Dies wird 
auch dann der Fall sein wenn dei Trä^ei von B^ samnit dem Kteiso durcb 
Drehung um 45 m iigend Line andere Laqe t'^teu B^ ^ebiacht wird, denn 
duit-h unt. solche Diebung veiliereu B,^ und 7^ ihii, ptispectivisibi, Lage nicht. 
Den Darchschnittspunkt allei VerlunduiigslmiDu entsp leihender Punkte von ü, 
uud B^ nach g(,s(,liclieuLi Diebuin; di nkin \mi uns unn nls ein Projecüonscen- 
lium \on iveichnr aus Iti Kiois ■»uf die tbent d"! Cuive zncitei Ciasso pro- 
jiLirl wird odei aiideit! aufgefisst als die Spitze eines Kegels dessen Basis der 
gedrehte Kreii ist Jtdt, langente DD^ projicirt sieh dann offenbar als eine 
Tangente DJ)^ det Car\e zweitei Clas&e, woiaus folgt dass dit Piojcclion dos 
Kreises auf der Ebene der genannten Curve mit diesei Gqivl identnith seinmuss 
Es kann demnach jede Curve zweiter Clasae als die Piojei,tion emes Kruses luf 
einer Ebene betrachtet werden. Jedo solche Curve ist also ein Ke^Llsthnitl 
Da wir bereits die Identität der Cnrvon zweiter Ordnung mit jenen zweitei 
Classe nachgewiesea haben, so folgt ohne weiteren Peweis dass die Curven 
zweiter Ordnung ebenfalls Kegelschnittslinien sein müssen. Indess wollen wir 
letzteres noch besonders begründen. 

In Figur 31 seien M und M, die Mittelpunkte zweier eine Curve zweiter 
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OrdDUD^ ei7eugender Strahlenbüschel S und S,, von welchen wir der Einfach- 
heit wegen nur die Strahlen ahc und a^h^c^ betrachten wollen. Die Dorchschnitts- 
puukte \on böj uiid cCj nennen wir beziehungsweise B und C. Der Strahl a sei 
die laugeilte der Ciiive zweitei Ordnung im Punkte V dei ihm entspiechende 
ist dann diesei Voi ans Setzung zaiolge ne ^ek■innt die Gerade Ifl/^ Wii Lon 
stmiren nun einen Kreis ;oii beliebigem Haibmeiser welcher die Tangente a 
also tueh die Cuive /weiter Otdnung m M berührt und nennen lie Durch 
schnitte von Jfilfj l und mit diesem Kreise bezieh inasweise M^ B und I ^ 
Die Verbindnngslmien des Punktes Tfg mit M B^ und C bilden dam einen 
Strahl enbtschel St »eLher dem Bus hei "^ congruen) ist na hdem alle Winkel 
m \ den entspiechenden Winkeln in Salsümfangswinkeldet Kieise« wekheauf 
gleichen Bogen anstehen, gleiche Grösse haben. Sund H^ sind daher auch projec- 
tivisch verwandt undda S und S^ projectivisch sind, so müssen es auch S-^ und Sg sein, 
Daterner S^undS die Strahlen «^ und «^ entsprechend gemein haben, so liegen sie 
perspectiv! seh, folglich liegen die Durchschnittspunkte aßy . . . aller entsprechen- 
den Strahlen dieser beiden Büschel in ein und derselben Geraden g. — Der 
Punkt TL, in welchem sich die Geraden BG xmA B^C^ treffen , liegt auch in der 
Geraden ^, wie ans dem Satze 15 hervorgeht, wenn man die Geraden JlfJfj, 
MC und MB als Träger dreier Pnnktreihen M3f^M,, MG^C, MB^B betrachtet, 
weiche dun Punkt M entsprechend gemein haben. Diese drei Reihen sind näm- 
lich projectivisch verwandt, da jede derselben die Protection einer anderen von 
ihnen für eines der Projectionscentra ß., y oder reist, es müssen also ß, y und n, 
dem Satze zufolge in derselben Geraden liegen. 

Wir denken uns nun denKreiasammtdcraDreiecko Jf^CjC^ durch Drehung 
um g in irgend eine andere Lage gebracht. Verbindet man nach geschehener Drehung 
die Punkte M^ und M.^, und C^, sowie B und B^, so werden sich diese drei 
Verbindungslinien in ein und demselben Punkte des Raumes schneiden, denn 
letzterer Punkt ist offenbar der Durch schnittspunkt jener drei Ebenen, welche 
durch die sich in ß, y und n schneidenden Geraden Bß, B^ß, dann M^y, M^y 
und Cn, G^n gelegt werden können. 

Denkt man sich diesen Punkt all Piojectionscentrum — oder als Spitze 
eines Kegels, dessen Basis der gediehte Kreis ist — so wird die Projection 
dieses Kreises auf der Ebene der Curve /weiter Ordnung mit letzterer Curve 
zusammenfallen, denn die projicirenden Geraden sind eben keine anderen, als 
die Verbindungslinien der Punkte M^M^, GC^^ BB^ , es ist somit nach- 
gewiesen, dass jede Curve zweiter Ordnung als Projection eines Kreises be- 
trachtet werden kann. Jede solche Curve ist also eine Kegelschnittslinie. 

e) Uebci- die Erxeug'ung der veisehicdcnen Arten von Kegelseh ulttsUnien. 
Wird eine Kegelflächc zweiten Grades von einer Ebene geschnitten, so ist 
der entstehende Schnitt bekanntlich eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je 
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Ba(,lidein die sfliiieidende tbein /u keiner zu einer oder £u zwei geradlinii^en 
Erzeugenden dei hegelfliclic jatallel ist Diehe drei Gattunsen von kegel 
schnitlen unterscheiden sieh de mnarh wesentlich dalurch laas iieElhpse keinen 
die Parabel einen und die Hjpeibbl znei unendhuh entfeinte Punkte besitzt 
Da alle unendlich fernen Punkte einer Ebene m ein ni d derselben Gera 
den liegen wie wii gleich zeigen weiden so kamt man auch sagen ein Regel 
schnitt ist eine Ellipse Paiabel oder Hypprbd je nachdem ei mit dei in seiner 
Ebene hegenden unendhch fernen Geiaden keinen einen odei zwei Punkte 
gemein hat Im zweiten ialle witd dieCurve von litser Gera Jen betührl di jede 
Gerade eine Tangente eines Kegelst hm ttei ist wenn sie in der Ebene desselben 
liegt und ihn nur in emctn Punkte trifft — Dass die unendlith fernen Punkte 
einer Ebene in etnei einzif,en deraden liegen müssen geht daiaus hei vor dass 
jede Gerade nui einen unendlich ferntn Punkt hat Winden namluh die unend 
lioh fernen Punkte emei Ebene sich in einer Cnrve behnlen so konnte nicht 
jede Gerade der Ebene diese Curve om in einem einzigtn Punkte 
schneiden es mussle also Gerade geben welche mehr als einen unendliih fernen 
Punkt liatten 

l)a aus ledem in dei Ebene einei Oune /weilei IHsse ausserhalb dei 
letzteren gelegenen Punkte zwei Tangenten an dieselbe gezogen weiden kon 
nen so ist es moghth an tie Lllipse nach allen Ri<h{unt,en ihrei Ebene zwei 
parallele Tangenten zu fliehen denn je zwei Bol(,he Tangenten f,ehen \on einem 
Punkte der nnendlich fernen Geiaden aus deien sammthühe Punkte aassirhilb 
der Ellipse liefen An die Parabel können naih keiner RiLhtung zwei parallele 
Tangenten gezogen weiden denn iwei solche Tangenten müssten sieh m einem 
Punkte der unendlich temcn Geiaden treffen, und da diese selbst Tangente dei 
Patabel ist so hätte letztere drei von demselben Punkte ans(,ehende Tangenten 
was bei ( iinen zweiter Glasse nicht möglich ibt Bei der Hjpethol hegt cm 
Thed der unendlich lernen Geiaden au'.serhalb der andere mneihalb det Cuive 
es können daher nicht nach allen sondern nur naih solchen Richtungen welche 
gegen Pankte des ausserhalb hegenden Pheiles con\eii,iten zwei parallele Tan 
genten an die Hyperbel gezogen werden Nach len r Ri htung welche durch 
einen dei zweiDuicbschnittsp unkte der unendlich fernen Geraden mit dti Hypcr 
be! bestimmt wiid kann nm eine (inzigc Tangente an die genannte Ciirve (,czo 
gen weiden weil liese zwei unendlich fernen Punkte in der Ouivc selbst hegen 
also die Berührungspunkte bilden Dio iwei gegen die genannten Durehschnitls 
punkte lonvergiienden Tmgenten werden die Asj niptoten derEj^eibel 
genannt 

Wii wollen nun die Bedingungen aufotellen unter welchen sieh eine 
EHipse eine Parabel oder eine Hjpti hei als Eizeugniss zueici projCLtivischer 
Punktlethen oder '^Itahlenbuschel et^ibt 

Wenn als Eizeugni s zweier projectivischer Punktteihen eine Parabel zu 
blande kommen soll, so mnss die unendhch feine Gerade der Ebene dicset 
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Reihen die Verbindnngslinie zweier entapreuhenderPnnkte bilden, da die uoend- 
licli ferne Gerade eine Tangente der Parabel sein muss. Dies ist nur dann iiiBglicb, 
wenn die unendlich fernen Punkte der zwei Reihen sich entsprechen , woraus 
folgt, dass eine Parabel nuv durch zwei ahnliclie Puuktreihen 
oiitsteheii kann. Daraus ergibt sich auch, dass je zwei be- 
liebige Tangenten eiucr Pirabel durch alle üb r igen Tin 
tiiitLU dieser üuncmmei in zwei ihnlichmPunltteihei 
geschuitten w ei den 

Sind die zwei erzeugenden iilnhchen Panktiubenzu einanlei parallel so 
iiegeu sie pLr=pet,tmsch wed sie dann ihien unendlich feinen Punkt rntspie 
uhend gemtm haben Die Parabel feeiit in diestm fcalle in ene&eiade ttbei 
nämbcb in die Verbin dnngshnie des Projectioiiscenttums heiler Ruhen mit dem 
uncndbcb kincn Punkk dei letiti'ten Dn-sti uutndhth feiie Punkt ^ebod 
auch der Paiahtl an weil tr dei feth itipuukl der Traftei b il r R il i ist 
und sith sclhhteitpti ht also dei Jäcnll rungsi unkt Ici tiiptti tu \l iiL 
den Trägem dei erzeugende Reihen beiii muss 

Aus lein Umstanit dass die Paiabel in eine Geiade übergeht sobald 
man wii parallele ei^eu^ende Reihen anniminl tolfct cbui lalla dass es nicht 
moali h ist an eine Parabel zwei zu einander paiiücle Tangenten zu ziehen 

'^ind die eizeugenden Reilitn emandei nioht ähnhth so kann dutch sie 
wie ans dem 'Vorbeigehenden sich ergibt nui eine Fllipse odei Hjpeibel ent 
stehen Unter welchen Umständen die eine oder die indetc dieser Cunen 
erzeugt wird wollen wu nun untersuLben 

Es seien M und S^ (iig 52) die zwei erzeugenden Reihen A B^n 



a Durchsei nitte ihier Ti iger ^ ei 

(Fig. ;i2,) 



wir die im Durchsclnitte ihier Tiiger ^eieminton Punkte, J-j, 5, nimlich die 
entsprechenden von A und 
B|, Bind demnach die Be- 
rührungspunkte der Träger 
von J? und S^ ; endlich hcin- 
scn wir C und C^ irgend ein 
dl itteb Paai sich entspre- 
chendei Punkte Die Trä 
ger der erieuRenden Reihen 
bilden mit der Tangente CC^ , 
deicn Bciuhiungspunkt wir 
T nennen wollen, ein dem 
Kigelsibnitte umschiicbe- 
neb Dreieck , tüi welches 
sich mit Hilfe des Brianehon'schen Satzes leicht nachweisen lässt, dass die 
Geraden AT, CA^ und C^B, nämlich die Verbindungslinien dei Ecken mit den 
Berührungspunkten der gegenüberliegenden Seiten, sab in ein und demselben 
Punkte schneiden müssen. Betrachtet man jede Dreieckssoite als znei (.oin- 
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pidirende Getade, die suh in dem Beillhiangspunltte deiselbea Seite stWeideii, 
Bo gellt das Dieieck in ein dem Kegel schnitte um seh nebe neb bethseok übet', 
auf «ekhes der Biian( Lon'sche Satz Anwendung findet Gegcnübci hegen de 
Ecken dieses Sechseckes sind dann immei em Beriihrune''punkt einei Uieiecks- 
seite und die dei letzteren gegenüberliegende Ecke des Dreieikes 

Veibindet man die Berübiungspunkte ^1^ und B der Tiagei von B und 
i?^ und bezei bnet den Dui chschuitt dieser BerQhrungssehne und der Tangente 
er mit S so billen die uer Punkte CTC^S eine harmonische Punkt- 
reihe wie leicht einzusehen wenn man berücksichtigt, dass G und C^ die 
Dnrehs hnittspunkte der gegenüberliegenden Seiten des Viereckes ÄA^^OE und 
S T die Durchs bnitte der Diagonalen dieses Viereckes mit der Geraden CO^ 
Bind (Satz ^7) Die Punkte C und C,, sowie S und T bilden conjugirte Punkte 
der harmonis ben Reihe dabei rückt 8 in unendliche Entfernung, wenn T die 
eudhche Strecke ( ( ^ halliit und umgekehrt müsste S in der Mitte 
zwischen Cund C^ liegen, wenn der Berührungspunkt Tsicb 
in unendlicher Entfernung befinden soll. 

Wir betrachten nun zunächst den Fall, in welchem die Träger der crueu- 
feenden Reihen B und Jij (Fig do) zu einaudei paiallel sml i't nni G- seien 
die Gegeni unkte dieser Reihen alsc zugloicli die Yi 6 

Berührungspunkte il rer Traf,ei mit dorn Kegel 
schnitt na hdem die den Panl ten f und G- ent 
iprechenden unendlich feinen Punkte sich im 
Dnichschnitte \on Jl und S^ beftnlen GC^ wäre 
irgend eine Tangente deren Durchschnitt mit dei 
Beruhrungssebno 'Vtr wir S nennen wollen Dpi 
Beriihiungf-punkt diesei Tangente heisse T 
Dem Voi hergehenden zQfol(,e bildcr dann d e 
viel Punkte SCTtj ene harmoni che Kul c 
Ls fiafet s!fb nun untei welchen 
Umstünden der Bcrühiung'tpunl t T in unend 
Iahe Entteinung f,flaiigt Für diesen Pal! ist nanhci Ici Knj;elslnitt 
eine Hjpcrbel wählend dann wenn T für jede Lage ^oi C, in endlicher 
Entfernung Utibt die cizeugto Corte eine EUipsc sein muss Da Sund T 
conjUS,nte haimoiisthi I ankte umd so kann T nur dinn m unendliche Ent 
feinuiig kommen wenn S dei Halbiinn^spnnkt dei Stieckc CC, %Uo auch der 
Strecke tr6- wiid Dann hefcen ' unl C^ auf \erschiclfiiiui fecilcn der 
Geraden tf6-( woiaus leicht zu ersehen ist dass B und i?j füi diesen Mli 
einstimmig verlaufend sein müssen — Dieselbe Unterscheidung welche «ir hei 
conjectivischen Reihen bezüglich ihres Verlaufens gemacht haben konneu 
namlick auch für Reihen deren Tr'iger parillel sind gemacht werden — Wenn 
es nun eine Lage \on f Cj fcibt iui wel he dci Punkt S mit dem HUbirungs 
punkte Jf der Strecke (?0 zusammentallt so musb es noch eine zweite Lage 




y Google 



108 Zweiter Äbsohnüt. Ueber die Erzeug%i,ng der i Pt tcht''ä''^ti'n 

CG, geben, für welche dasselbe stattfindet. Dies wird Mar, wenn man eich M 
als Miticlpnnkt zweier Strablenbtischel dopkt, wovon dei eine gegen B, dev 
andere Regen J?, perspectivisch liegt. Geht nämlich die Getade (TT, durch M, 
so bildet sie einen Doppelstrahl der zwei conceiitrischen Strahlenbüschel und 
da solche ßüschel im allge.meinen zwei DoppeJstrablen besitzen, so muss es auch 
noch eine zweite Verbindungslinie entspreuhender Punkte CC, geben, für 
welche JWin CG, liegt. Diese zwei Verbind tiiigsünien, welche durch Jlf gehen, 
sind die Asymptoten der durch B und B, erzeugten Hyperbel, nachdem ihre 
BerUbrnngspunkte T sich in unendlicher Entfernung befinden. Daraus folgt nun, 
dass sobald E and B, nicht ähnlich sind und einstimmig 
verlaufen, die erzeugte Gurve immer eine Elyporbe! isl. 

WennKunl JJ, entgegengesetzt vci laufen so hegen je /«ei entspt echende 
Punkte r ind G Me nin sjch leiuht überzeugen kann immer aut derselben 
Seite der Geraden GG- Der Durthschnittsj mkt S behndet siuh dinn stets 
ausserbill ler endh heu Strecke C( i also dei Berührungspunkt T stets 
innerhalb deiselbon nachdem S und T durch C und C[ haimonisch getrennt 
werden Aus dieser Betra htung folgt dass T lür ei tget,engeset/t verlaufende 
Reihen iiemah in unendhche Enifcrnunj, gelangen kii n wii SLlihosscn ilso 
dass wenn M und H nicht ahnln,h sind unl entgegengesetzt 
verlanien, die erzeugte Curve immer eine Ellipse sein muss. 
Der allgemeine Fall, in welchem die erzeugenden Beilien B und S^ 
(Fig. 34) nicht parallel sind, lässt sich leicht iiuf den soeben «ntusudilen 
^. „, zurückführen 

Die tiegenpunkte der 
1 eidm iieilicii i cnnm i\ir 
6- iinl ff lic m Dunb- 
h liMitte dei Trlfeci \on B 
iitil itj \erciniitin Punkte 
dtr lol/teitn sueu A und 
B, und dci dem Pni i le A 
tutspiechende also der Be- 
rulirungspuiikt des Tiagers 
von J{ sei jij Durch diese 
Annahmen sind drei Paare 
sich entsprechLHder Punkte 
von B und B^ bestimmt, nämlich die Gegenpankte mit den ihnen entsprechenden 
unendlich fernen Punkten und das Paar AA^, es kann daher dem Satze 11 
zufolge kein viertes Paar solcher Punkte beliebig gewählt werden. Der 
Berührungspunkt B des Trägers von B ist demnach aus den Angaben zu 
ermitteln. Derselbe wird durch Benützung des Brian eh on'schen Satzes leicht 
in folgender Weise gefunden: Man zieht aus ff eine Parallele zu B^ und aus &' 
eine Parallele zu B, verbindet den Durchschnittspunkt E dieser Parallelen mit 
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A, ebenso G mit A,, wodurch sich im Sehnille von AE mit A,G der Punkt 
ergibt , wehhen man endUcb noch mit G' verbindet. Die Gerade G'O trifft dann 
den Träger von B im Punkte B. Die aus G und G' gezogeneu Parallelen bildeu 
nämlich zwei Projeciioussti-ahleu, da sie eutsprecheude Punkte verbindeo, sie 
sind demnach Tangenten des Kegels clinittes und können als Seiten eines dem 
letzteren um8chri)?beneu Sechseckes ABGEG'A^ betrachtet werden, bei welchem 
sicli die Verhindungshuieu der gegenflberliegeuden Ecken AE, A^G uud SG' iu 
ein und demselben Punkte schneiden. 

Die Punkte ABOA^ bilden ein Viereck, dessen gegenUberliegeuiie Seilen 
sieb in den Punkten G und G' treffen. Die Diagonale ÄO dieses Viereckes, 
welrhe mit der Diagonale de» dem Kegelscbuitie uniscbriebeuen Paraüelo- 
gnimmeB AG EG' coincidirl , infli die Gerade GG' in ihrem Halbuongsp unkte 
M, nämlich dem Mittelpunkte des genannten Purallelograinmes. Da nun die 
Punkte G, M, G' und der Durcbsclinitt der zweiten Diat'onale A^B des Viereclces 
mit GG' nach Sat^ 37 eine barnionische Keibe hiblen, so mus3^^£mit der 
Diagonale GG' des umschriebenen Parallclogranimes parallel 
sein, nachdem der dem Halbivungspnnkte M hannouii^ch cuiijugivie t'iink', 
nämlicb der Uun;hs<linitt von ^,5 und GG' sieb in uuendlicher KiiHeiouiig 
beüudet. Es gilt also der Sat^ : 

8, Die Verbindungslinie der Berührungspunkle zweier 
Reiben R und Ä^, welche einen Kegelschnitt erzeugen, ist 
immer parallel zur Verbindungslinie der Gegenpunkte 
dieser Reihen. 

Diesem Satze zufolge ergibt sich B einfach im Durchschnitte der aus Ä, 
zu GG' gezogenen Parallelen mit dem Träger von R, Wir scliliesseu daraus, 
dass der Berührungspunkt von R^ sich innerhalb oder 
ausserhalb der endlicbeu Strecke AG befindet, je nachdem 
der Berührungspunkt von B innerhalb oder ausserhalb der 
endlichen Strecke AG' liegt. 

Als Träger von Keihen, welche den fraglichen Kegelschnitt erzeugen, 
können wir auch die Geraden .46f und (?E betrachten. Diese beiden Reihen 
nennen wir beziehungsweise B und B^ , ihre Gegenpunkte sind die Kckpunkte 
A und .E des dem Kegelschnitte unisibiiebeneu Parallelugrammes Denn die 
Tangente AG' verbindet den Punkt A m B mit dem unendhch fernen Punkte 
in JRj und die Tangente EG' den Punkt E mit dem unendhch fernen Punkte in 
E, es müssen somit die beiden unendlich fernen Punkte den Punkten A und E 
entsprechen. Der Berührungspunkt Ü desTiägers\on B^ ergibt sich nacbSatz 8, 
2. Abschnitt im Durehscbnitte einer aus B zur Verbindungslinie der Gegenpunkte 
AE gezogenen Parallelen mit diesem Träger. Ebenso erhält man den Berührungs- 
punkt D der Geraden EG'iea Durchschnitte einer ausCzu GG', oder aus A._ zu 
AE gezogenen Parallelen mit der Geraden Mr. Die vier Berührungs- 
punkte .^1 BCD der Seiten des umschriebenen Parallel o- 



y Google 



110 ZieeiteT AhschnüL TJeher Me Erzeugung der verschiedenen 

grammes bilden also die Ecken eines Parallelogramme s, 
dessen Seiten zu den Diagonalen des umschriebenen 
parallel sind Dais beide Parallelogramme einen !^emeinscliaf tlichen 
Mitteipunht baben, bedaif wobl keines Beweises 

Die parallelen Reiben E^ und B^ lassen uns nun leuht eikennen ob die 
duith sie ptzeugte Curve eine tllipse odet eine IIjperbM ist Wir wisfen bereits, 
dass «"^teie oder letztere Ciuve zu Stande kommt, je naibdem B^ und H^ 
entgegengesetzt oder emitimmig \eriaufen Die genannten Reiben \erlaufen 
immPF entgegengesetzt sobald jl; zwischen A und (t hegt, denn in Folge dessen 
befindet sith auih B znischen A und (t and ebenso C zwischen G- und jE; die 
einandei entsprechenden Punkte A und ff hegen also dann auf derselben Seite 
de» Verbin dungahnip der Gegenpuukte -i^C woiaus wir schliesseo kliinen, dass 
Jßj und B^ entgegengesetzt \erlauien fcs lässt snh demnach folgender Satz 
aufstellen : 

9. Die durch zwei schief gegeneinander gelegene, nicht 
ähnliche Reihen erzeugte Curve ist entweder eine Ellipse 
oder eine Hyperbel, je nachdem die Punkte A^, 5, welche 
dem Durchschnitte J. derTräger beider Reihen entsprechen, 
zwischen A und den Gegen punkten ff, ff' liegen, oder sich 
ausserhalb der Stiecken ^ff und ^0 befinden 

Die Gdttun» des erzeugten Kegelschnittes hangt also nui \on der Lage 
dei begenpunkte und der Berührungspunktt. der eizeugeiden Reihen gegen den 
Dm chichnittspuakt der letzteren ab nicht aber etwa von <ler brasse des 
Winkels den die Traget dfi Reihen einsibhessen Daraus folgt dass wenn 
man die Reihen durch DtehLu um ihieii Schnittpunkt in eine andeie gegen 
seitige Ligc bnngt dieei?eugle ( uive ihre Gattung nicht indert Dies kann 
jedoib der Fall sein nenn man die Reihen derait verschiebt dass die im 
Durchschnitte ihrer Tragti vertimgten Punkte indero weiden Gelant,t 
durch eine solrhe Veibihiebung dei Gegenpunkt einei dei z«pi Reihen in 
den Durcbsihnilt beidtr Reihen so bildet der Träger der anderen Reihe 
eine Asymptote, denn der Berührungspunkt des Trägers der letzteren Reihe 
liegt dann in unendlicher Entfernung nachdem derselbe dem im Durchschnitte 
beider Reihen befindlichen Gogenpunkte entspricht. Befinden sich demnach beide 
Gegenpunkte im Durchschnitte der zwei Reihen, so sind beide Träger 
Asymptoten, und umgekehrt, liegen bei zwei projecti vi sehen Reihen, welche 
durch den Durchschnitt aller Tangenten einer Hyperbel mit den Asymptoten 
KU Stande kommen, die Gegenpunkte im Durchschnitte der beiden Asymptoten. 
Befinden sieh die beiden erzeugenden Reihen in perspectivischer Lage, 
so geht der erzeugte Kegelschnitt in zwei Punkte über. 
Diese Punkte sind das Projectionscentrum und der Punkt, welchen die Reihen 
entsprechend gemein haben. Der letztere Punkt muss nämhch auch zum 
Erzeugnisse der Reihen gehören, weil er in beiden Reihen dem Schnittpunkte 
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der Träger entspricht (mit welchem er coineidirt) also den Beruhrangspunkt 
dpr crzeQfjten Gurve mit den Trägern bildet 

In dem speciellcn Falle wenn eine dei er/euRenden Punktreihen nur aus 
einem einzigen Punkte besteht ist luch lot erzeugte Kegelsithnitt nur ein 
einzigei Punkt — Diis eine Punlitieibe auch nui aus einem I unkte 
heitehen kann sieht man leiüht ein wenn min sich einen btrihlenbusibe! duii,h 
eine deiade geschnitten denkt welche duitb den Mittelpunkt des Büschels geht 
Wii ftebLn nun zur Uiitei sucbunfe dei Bedingungen über unter «eichen 
tine Clli|.se eine Paraltl oder eine Hypeibel djti,h zwei in deiselben Lbeue 
befandliclie projettivische Strahlen büschel entstehen Um teststellen zu können 
ob zwei sei he Büschel S und Sj entgegengesetzt odei einstimmig verlauten 
denken «ir uns den eiien derselben parallel zu sich seibat also deraitigin 
seinei Ebene versehoben dass die Richtung seinei htiahlen nicht geandeit 
wild bis die beiden Büschel concentnsch werden Je nachdem die so eihaltenen 
concentnscben Büschel dann ent},egengesel7t oier einstimmig veilaufen sind 
auch die ursprfinglicheD Büschel entgegengesetzt oder einstimmig \eiiaatend 
Die Art des Veilaufens zweiei einen kegelschnitt erzeugender Strahlenhüschel 
bietet nna ein Mittel dai die Gattung dieses he gel schnitt es in unlacbei Weise 
zu erkennen ohne dass man nothig hätte die Curve •^elbst 7n constniiren \ ot 
allem ist klar dass die etzeugte tutve nui dann eine Paiabel odei HipeibeJ 
sein kann ivtnn in den beiden Strahl enbtiscb ein S und S^ ein oder zwei Paare 
von piiällelen sich enis] rechenden Hiülilen vorkommen weil die Curve nur 
dann unendlich feine Puikte besitzt feclihi paiallelc 'itrahlen werden wenn 
m<tn 8 und S, lut hc angegebene Weis ii con entrieche Lage hrin„t offenbii 
Doppeisirablen biUen das zu Stanl lonimen von li.ei,elsihnittblinien mit 
unfndlicb feinen Punkten hingt somit laion ab diss die beiden concentnschen 
Slrdblenböscliel Doppelstralilen haben Sind kein Üoppolslrahlen \oihanden 
so will diL Curve eine Ellipse fteil es dann m S und Sj kein Paai von 
parallelen sich cnts] rechenden Sttahlen also auih keine unendlich fernen 
Gurvenpunkte geben kann Mit Rucksicht auf liese Umstände und daianf dass 
in zwei eu teeren gesetzt veilantenden concentiisüien Strililenbüsehetn immei 
zwei getrennte, reelle Doppel strahlen vorhanden sind (SatK 44), können wir 
nun behaupten : 

10. Zwei in derselben Ebene befindliche schief gegen 
einander gelegene proj ectivische StrahlenbUsehe! erzeugen 
immer eine Hyperbel, wenn sie entgegengesetzt verlaufen. 
Die Asymptoten der erzengten Hyperbel sind parallel zu den Doppel- 
s(,rahlen der in con centri sehe Lage gebraeliten Büschel, ihre Richtung kann 
somit leicht gefunden werden. 

Wird von Kwei entgegengesetzt verlaufenden S trab lenbü schein der 
eine um' seinen Mittelpunkt beliebig gedreht, ohne dass er dabei aas seiner 
Ebene heraus tritt, so bleibt die durch beide Büschel erzeugte Curve nach 
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obigem Satze stets eine Hyperbel. Werden bei dieser Drehnag die entsprechenden 
Schenkel dei entsprechenden rechten Winkel 7m einander parallel, lieKen also 
die nnendhcb fernen I'unkte in zwei auf einander senkrechten Uichtungeu, so 
bilden die Asjmploten rechte Winkel aud die Hyperbel ist dann eine gleicb- 
seiti{;e. Zivei beliebige entgegengesetzt verlaufende projec- 
tivische Strahlenbüschel können daher immer in solche 
Lagen gebracht werden, dass sie eine gleichseitige Hyper- 
bel erzeugen. Man brauubt dieselben nur so zn . drehen, dass die 
entsprechenden S.^henkel ihrer entsprechenden rechten Winkel zu einander 
parallel werden — Wenn die beiden Büschel durch Drehung iles einen in 
perspeiltvische Lage kommen so «eht die Hypeibel in awei geiade 
Linien über Die enie dieser Geladen ist der gcrad'inige ünrihschnitt der 
erzeugenden Sti ablenbflsehcl die zweite Geiade ist die Verbii duugslinie der 
Mittelpunkt!, die et Büicbel Letzteie derade gehoit namlich auch dem 
Erzeugnisse dei Uusibel au nictadeni jedes solche Lizcugniss bekatiullich durrh 
die Miltelpnnkte der eizeugenden Büschel hindui hgeht Besteht eiupi der 
beiden ei^eugtndeu Büschel nur aus einem einzigen bCiahle so ist auch der 
erzeugte hegelsthnilt nur eine einzige Geiade — Dass es Strahlen 
bflschel geben kann vvelche nur aui einem Sitable bestehen sieht mau ein, 
wenn man suli eine Funktreihe aus irgend einem Punkte derselben pioji 
cirt denkt 

In dem Falle, wenn die zwei Strahlenbüschel congruent 
und entgegengesetzt verlaufend sind, ist die erzengte 
Hyperbel immer gleichseitig Derartige Büschel haben nämlich eben 
weil sie entgegengesetzt verlaufen immer zwei Paare von sieh entsprechenden 
parallelen btrahlen und diese Sttahlenpaare bilden lei-hte Winkel letzteres ist 
leieht einzusehen wenn man bedenkt dass die Doppelsttahlen in zwei 
■.ongiuenten entgegengesetzt (erlaufenden Strahlenbüscheln immer aut einandei 
senkiecht stehen müssen denn coinuiditen in solchen Buschein zwei entspre 
chende Strahlen so oincidnen auch die aut eisteieu senkrecht stehenden in 
Folge der Congiuenz der Büschel Dieses zweite (.oincidirende Stiahlenpaai 
bildet aber zugleich den zneiten Doppel&tiihl da le m zwei concen tuschen 
StrablenbOscheln nicht mehr als zwei Doppelst ralilen geben kann wenn die 
beiden Büschel nicht identisch sind 

Wenn die zwei erzeugenden Büschel 5 und äj einstimmig verlaufen 
und man leischiebt den einen parallel zu sich selbst in seiner Ebene bis die 
zwei Btt'ithel concentnscb weiden so haben sie nach Satz 47 entweler z«ei 
geaondeile reelle oder zwei coinciditende leelle oder zwei imaginäre Doppel 
strahlen je nachdem der Winkel }\ welcher von den sich nicht entsprechenden 
Schenkeln der entspre henden lechteu Winkel gel ildet wiid giosser gleich 
oder kleiner als der Winkel mn ist — Durch mn bezeichnen wir befemnUich 
jenen lÄinkel in lern einen Bil^cbei dessen entspiechendei » ); im indem 
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Busühel dieselbe Gi )sse 1 it uti 1 so gelegen ist dass e \om&tialile > und r ^ , 
vom fetiahle ^ hallirt witd — Die Sitahlei welche sich zu Doi pel strahlen 
vciemigten weilen venu man S und Sj m ihre iispiünghche gegenseitige 
Lage bnigt zu einacdei jatallel schneiden sich ilso in unendliclj lernen 
Par I tei Wir können somit behaupten 

11 Zwei in dei'ielben Ebene bofii lliche schief gegen 
einander gelegene projectivische Strahlenbiischel, welche 
einstimmig vorlaufen, erzeugen entweder eine Hyperbel, 
eine Parabel, oder eine Ellipse, je nachdem der Winkel 
rsj, welcher von den Richtungen der sich nicht entspre- 
chenden Schenkel der entsprechenden rechten Winkel 
gebildet wird grösser gleich oder kleinpr ist als der 
Winkel nni 

Dl eht man einen der zwei eizeugenden einstimmig vcihufenden Rusihel 
um seiuun Mittelpunkt ohne dass er dabei ans seiner Ebene hcraustiitt so 
Andeit sich je nach dei gegenseitigen Laf,t der buden ÜUsuhcl die Gatluig des 
diiicii sie erzeugten Keoelscbmttes GeUngen die Büschel dnich diese Diehuni; 
in eine solche Lage dass die btrahkn m und »i^ paiallel weiden so schliessen 
die Richtungen der Stril Im ) und s, einen WiiLltel ein «elchei dem Winkel m« 
gleich lat und die oizeuf^te Ourve muss dann oingem Sat/o zufolge eine Parihcl 
uciden Dtt unendlich feiiio Punkt dusetben liegt in dci Kiclituug dci Stiahlen 
m und Wj^ Dreht man den einen Büschel in solchem Sinne weitei dasä der 
Winkd r^j f,ruissei als mn wiid so bleibt die erzeutrto Cnive so lange eine 
Hyperbel bia die Strahlen n uni « 7U emanier paiallel werden in welchem 
Falle dip Hjperhcl in eine Parabel (ibergeht, deren unenllich ferner 1 unkt sich 
m der Eiibtung der Stiihlen « und «j befindet Bei weiliur Drohuii}, wiid der 
spilze von i und Sj gebil ictc Winkel kleiner als mn dann gibt es in den beiden 
Büscheln kein einziges Paar von parallelen iich entsprechen ien Strahlen und dei 
erzeugte K,e„elschnitt geht in eine Ellipse über Erst wenn duich «eiteies Dre 
hen m und m, nochmals parallel weiden eihalt man statt elliptischen Kegel 
schnitten wiedei die PiiabeJ Bei einei vollen Umdiehung des einen Bils heia 
ist demnach nui in zwei verschiedenen Lagen desselben die ei/eugte Cuive eino 
Pirabel m unzähligen andern lagen entsteht eine Hjpeihel oder iine Eilipt,e 
Der Fall in welchem eine Patabel erzeugt wird bildet den Uebcigang 7u jenen 
?wei Alten der gegenseitigen Stellung hei lei Büschel die das Zustan lekomme i 
emet Ellipse und einer Hypeibel bedingen 

Werden bei der in Rede stellen! n Diehüng des einen Büschels die ent 
sprechenden Schenkel der entspiechendcn icchten Winkel also j und r■^ sowie 
s und Sj zu einander paiallel so ist dei erzeugte Kegelsihnitt eine gleich 
seitigo Hyperbel Lommen die beiden Büschel in pcispectivische Laue, 
so wird ihr Erzeugniss ein hinieupaai, welches aas dem Duichschnitte df^r Bü- 
schel und der Verbindungslinie ihier Mittelpunkte bestel t 

Staudigl: Lfilirbuch däi nAoereu GoometriA o 



y Google 



114 Ziieitn ib-ichKiil [rpt':clif'l''iii, ihe Keq/'hcTirfilte 

Sind die beiden einatimmig verlaufenden Büsihel congiue t hab n 
wie aus dem Satze 4b leicht gefolgeit werden kann entwede I g 

Paar \on parallelen sich entsptechenden Stiahlen, odei es müs» n 11 t p 
chenden Stiahlen paiallel sein Im ersteren Falle gehört demna l d gt 

Cune im Gattung dei elliptischen Kegelschnitte, und znar ist sie ein Kreis, 
wofür dei Nachweist sich daraus etgibt, daas alle Pei ipheriewmkel eines Kreises, 
welche auf demselben Bogen aufstehen, gleiche Grosse haben Im zneiten Falle 
besteht das Erzeuguiss aub dei Geraden, welche die Mittelpunkte beider Strah- 
lenbltschel ycibindet und der unendlich feinen Geraden, in welchei die Durch- 
BCiinittspunUe 'iammtln.hei Paaie von parallelen Strahlen hegen — BezOglicIi 
des Kreises bemerken wir noch, dass deiselbe nur duioh einstimmig ver- 
laufende congruonto Sti ahlenbüsche! erzeugt werden kann, denn zwei 
1 tpldWlld gdBhl d Pnph 
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nären Asymptoten besitzt. — Der Fall, in welchem durch die beiden 
Büschel eine Parabel erzeugt wird , zeichnet sich dadurch aus, dass die zwei 
Doppel strahlen der in concentrische Lage gebrachten Büschel coincidiren. Diese 
Doppel strahlen sind reell; die Asymptoten einer Parabel müssen demnach eben- 
falls reell sein, da aber die Parabel nur einen nnendlicb fernen Punkt besitzt, 
und in diesem Punkte von der unendlich fernen Geraden ihrer Ebene berührt 
wird, so sind die beiden Asymptoten mit der niiendhch fernen Geraden identisch. 



f) Versebieftenp, die Kegelschnitte l)ctreffeude Satze und .Aufgaben. 

Die Resultate unserei bislieiigen Untei suchungen übei die Kegelschnitte 
gestatten uns eine giosse Zahl \on Sätzen, wtlclie sich auf diese Curven bezie- 
hen und anscheinend schwierig nachzuweisen sind, meist sehr einfach zu begrün- 
den, so«ie auch verschiedene, die Kegehchnitte betreffende Aufgaben mit Leich- 
tigkeit zu lösen. Wir wollen in Folgendem nur solche Sätze und Aufgaben 
betrachten, denen eine grössere Wichtigkeit zukommt, und welche sich auf Kegel- 
schnitte im Allgemeinen beziehen. 

Vor allem untersuchen wir die Sätze 3 und 6 dieses Abschnittes, nämlich 
den Brian chon'schen und Pascal'scben Sat'z, vorzugsweise rUcksiehtlich 
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betreffende Sätse und Aufgaben. Wq 

ihrer Specialitäten, etwas näher. Wir wiederholen diese Sätze ia veränderter 
Form nnd stellen sie einander gegenüber um auf ihre Analogie aufmerksam zu 
machen. 



Werden sechs Punkte eines Ke- 
gelschnittes in irgend einer Reihenfolge 
zu einem Sechsecke verbunden, so lie- 
gen die drei Schnittpunkte der gegen- 
überliegenden Seiten des 
in ein und derselben Geraden. 

(Pascal.) 



Werden sechs Taugenten eines 
Kegelsclinittes in irgend einer Reihen- 
folge KU einem Secbsseit zusammeuge- 
fasst, so schneiden sich die drei Ver- 
bind ungslinien der gegenüberliegenden 
Ecken des Sechseckes in ein und dem- 
selben Punkte. (B r i a n c h u.) 



Als ersten der sechs Punkte ABCDEF (Satz links) kann man jeden 
beliebigen, z, B. A wählen und erhält, indem man die Beihenfolge der übrigen 
fünf Punkte so oft als möglich verändert, 1. 2. 3.4.5 = 120 Buchstaben- 
gruppen, welche eben so vielen Sechsecken entsprechen. Unter letzteren sind 
offenbar alle möglichen Sechsecke enthalten, deren Eckpunkte die genannten 
Punkte sein können. Je zwei solche Sechsecke (a. B. ACBDFH und AEFDBG), 
bei weichen die Punkte B bis F in umgekehrter Ordnung auf einander folgen, 
sind aber identisch, wir können also, indem wir die sechs Punkte durcii gerade 
Linien in beliebiger Reihenfolge mit einander verbinden nur 60 verschiedene 
Sechsecke erhalten. 

Der Kürze wegen nennt man ein Sechseck, das einem Kegelschnitte ein- 
geschrieben ist, ein Pascal'sches Sechseck nnd jede Gerade, in welcher 
die Durch Schnittspunkte der drei Paare von gegenüberliegenden Seiten eines 
solchen Sechseckes liegen, eine Pascal'sclie Linie. 

Bezüglich des Brian chon'schen Salzes könnten ganz analoge Betrach- 
tungen angestellt werden, wodurch sieh ergeben würde, dass es möglicli ist sechs 
Tangenten eines Kegelschnittes auf 60 verschiedene Arten zu einem dem Kegel- 
schnitte umschriebenen Sechsecke zusammenfassen. 

Wir haben bereits bemerkt, dass die in Rede stehenden zwei Sätze auch, 
umgekehrt werden können. Der Pascal'sche gibt uns dann ein einfaches Mit- 
tel an die Hand, folgende Aufgaben <-p^„ g^ \ 
zu lösen : ^^^^^^^^ 

Beliebig viele Punkte 
eines Kegelschnittes sollen 
ermittelt werden, wenn fünf 
Punkte desselben ABCBF, 
(Fig. 35) gegeben sind. 

Man zieht durch einen der fünf 
Punkte, z. B. E, eine beliebige Ge- 
rade FF ^ betrachtet dieselbe als 
Seite eines Sechseckes, von welchem 
die gegebenen fUnfPunkf.c Eckpunkte 
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116 Z%veiter Abschmtl. Verschiedene, die Kegehchnitte 

Bind und sucht mit Hilfe des Pascal'schen Satzes jene Sechseckseite AF, 
deren Schnitt F mit EF ein Carvenpunkt ist. AF ergibt sich, wenn man die 
Schnittpunkte G und H der gegenüberliegenden Seitenpaare AB . DE und BC, 
EF durch eine Gerade verbindet, lien Durchschnittspunkt J der letzteren Ge- 
raden mit der Seite CD ermittelt und die Gerade JA zieht. EF wird dann von 
JA in einem sechsten Punkte F des Kegelschnittes getroffen. 

Mit Hilfe des Brianchon'schen Satzes läsat sich ebenso einfach die 
Aufgabe lösen: 

Beliebig viele Taugenten eines Kegelschnittes sollen 
ermittelt w erden, wenn fünf Tangenten desselben ahcde (Fig. 3G) 
gegeben sind. 

Man wählt in einei der fünf Tangenten ,7 B m e, einen Punkt E 
betrachtet denselben als Eikpunkt eines dem Kegelschnitte umsi-hiiebeneu 
^^ ^^ Seihseckes, ^on welchem tönl Seiten 

die gegebenen Tangenten sind, und 
bestimmt den sechsten Eckpunkt F, 
namlirh einen zweiten Punkt, dci 
dunk E gehenden Tangente Dies, 
ReschiPht indem man die iwei Paare 
gegenüberliegender Ecken A, D und 
B, E durch Gerade verbindet, deren 
Durchschnittspunkt wir nennen 
wollen, und die Gerade CO zielit. Die 
Tangente a und CO treffen sich dann 
in einem Punkte F, welcher in der 
durch E gehenden Tangente liegt; 
B ist somit die Verbindungslinie der Punkte E und F eine sechste Tangente 




Bemerkenswerth ist , dass wenn bei einer bestimmten Reihenfolge der 
Eckpunkte eines Pascal'schen Sechseckes sich ungenaue, oder über die Zeichen- 
fläche hinausfallende Schnitte der gegenüberliegenden Seiten ergeben, oft mit 
Vortheil eine andere Reihenfolge der Ecken gewählt werden kann, wenn der 
PascaVsche Satz benutzt wird, um einen sechsten Punkt eines Kegelschnittes 
zu bestimmen. — Bei der Ermittlung einer sechsten Tangente mit Hilfe des B r i- 
anchon'schen Satzes ist die Reihenfolge der als Sechs eekseiten betrachteten 
Tangenten auf die Genauigkeit und leichtere Durchführbarkeit der Construction 
ebenfalls von Einfluss. 

Liegen zwei Eckpunkte eines Pascal'schen Sechseckes einander unend- 
lich nahe, so geht die Seite, welche durch dieselben bestimmt wird, in eine 
Tangente des Kegelschnittes, und das Sechseck in ein dem Kegelschnitfe ein- 
geschriebenes Fünfeck über. Wir können somit den Satz aufstellen: 
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ietreffetide Sätze imd, Aufgabi 

12. Sind ABCDE (Fig. 37) 
sclinittcs, BO liegt der SuliuitL p 
in A bGrnhrcudcii Taugentc mit 
welchodiczwciDurclis 
punkte der Geraden . 
und BC, ÄE verbindet. 

Mit Hilfe dieses Satzes lässt sicli 
die Aufgabe selir Iciclit lösen : 

Fünf Pu nktc eines K. 
scbnilteB sind gegeben, e: 
die Tangente in irgend e 
dieser Punkte coustruirt 
d e n. 

Will man /,. B. die Tai.gunti 
(Fig. 37) eriniltelii, wenn ausser A noch vier andere Punkte BCDE de? Kegcl- 
scbnities gejicben sind, so bal. man die Punkte F und G, in welubcn sieli 
beziehangsweiso die Geraden AB, DE uud BC , AE sehneiden , dureb eine Ge- 
rade zu verbinden, den Dureb scbnittspunkt H von CD und F& zu bestimmen 
und die Gerade AH, wokho die verlangte Tangente ist, au zieben. 

Äücb die Lösung der folgenden Aufgabe ergibt sich durch Benützung des 
obigen Salzes in ciiifaeber Weise i 

Vier Punkte ABCD (Fig. 37) eines licRelsebnittes, und 
die Tangente in einem derselben, etwa in A, sind gegeben, 
es sollen beliebig viele andere Punkte dos Kegelschnittes 
ermittelt werden. 

DasB der Kegelsebnitt durch diese Angaben voilkommcn bestimmt ist, 
leuchtet ein , sobald man sieh erinnert, dass ein Berührungspunkt einer Tan- 
gente eigentlich zwei coincidircndo Cnrvcnpaukto rcpräsentirt, nachdem jede 
Tangente als eine Sekante aufgefasst werden kann, deren Durchschnittspunkte 
zusammenfallen. Da nun ausser dem Berührungspunkte der gegebenen Tangente 
noch drei andere Ourvenpunkte gegeben sind, so ist der Kegelschnitt nach Satz 
5, 2. Abschnitt vollkommen bestimmt. 

Um noch einen Punkt E des Kegelschnittes zn finden, ziehen wir durch 
D eine beliebige Gerade DE , betrachten dicsclbis als Seite eines dem Kegol- 
sehnitle eingeschriebenen Sechseckes, von welchem die Taugente in A, die (ie- 
radcn AB, BC und CD ebenfalls Seiten sind, und bestimmen durch Anwendui)g 
obigen Satzes die sechste Seite AE. Diese schneidet die Gerade DE in einem 
Punkte E des Kegelschnittes, 

Fallen zwei Seiten eines Sechseckes, das einem Kegelschnitte umsehrieben 
ist, zusammen, so gebt das Sechseck in ein Fünfeck über, auf welches der 13 r i- 
anchon'sche Satz obcnfalls Anwendung findet. Als Durch scbnittspunkt der 
zwei zuBammoufallenden Seiten muss dann der Berührungspunkt dieser Seiton 
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118 Zo AU} Y } \ i A 7r 

angeselcn we deu de lässt nan zvo Tang nten ei er Cirve bo 1 ugo au de 
Caive toitfcle ten b» e n t e oa dor com d en so verle ? hl essl 1 te 
zwei Beruh rungsp nltoanlderD chi^chn ttspankt be le Ta ge tc nee 
c K gen aut ler Gu ve gclegenenen P nkte zusan mcnt effe M t Rü 1 1 1 auf 
d ese Umsti 1 können « so n t bcha pten 

13 Ist ÄBbDQ (F g 3G) c I- uf k el ! c n 

Kegelschnitte umschriobeu ist, so liegt dci Beiuhrungs- 
paukt r der Seite ji(? in der VerbindungsüniD des dieser 
Seite gegenüberliegenden Eckpunktes C mit dein Duich- 
aclmittspunkte M der Diagonalci! AD und BGr. 

Dieser Satz kann zur Lösaiig der Aufgabe benutzt werden : 
Fünf Tangenten eines Kegolscbnittos sind goguboD, ü a 
soll dBiugil fenie d Ib I 

werden 

W Bd 1 I ;.i^([{,3()!,«l uJa oUt d 

BürQhru spu 1 1 o a fi d so hätte na d m Sat^ z folge 1 I> t^o 1 
AB nnd BC des on de Ta ), nte geh Ide n F nfe kes u ei c und 1 
Durchsei n tt 1 unkt JW n t den Eckpunkte C zu b de d & 1 ttj 1 1 
von MC und a wu, e li n d ^ sn hte Bc (Ihrn g puni t 

Du 1 An« lunc, 1 Sat e 13 lä s h u b 1 f Igciil K\x\^ 1 
leicht losen: 

Vier Tangenten ahnA {Fig. 36) eines Kcgclsehnittcs und 
der BcrOhruögBpunkt T einer derselben, etwa von a, sind 
gegeben, es sollen beliebig viele andere Tangenten des Kogel- 
sclinittes ermittelt werden. 

Durch die Angabe von vier Tangenten und des Berührungspunktes einer 
derselben ist der Kegelschnitt vollkommen bestimmt, nachdem die Tangente, 
deren Berührnngspunkt gegeben ist, als zwei coincidirende Tangenten aufgefasst 
werden kann, welche sich im gegebeneu Berührungspunkt e schneidun. Ea 
erscheinen somit eigentlicli fünf Tangenten des Kegelschnittes gegeben, wodurch 
derselbe vollkommen bestimmt wird. 

Die Ermittlung irgend einer anderen Tangente kann, mit Berücksichtigung 
obigen Satzes, auf folgende Weise geschehen: Man wählt in Ü einen beliebigen 
Punkt D, verbindet denselben mit dem Durch schnittspankte A von a und 6, zieht 
ferner die Verbindungslinie des Punktes T mit dem Üurchschnittspunkte G der 
Tangenten c und d, und verbindet endlich den Schnittpunkt M der Geraden AI) 
nnd CT mit dem Punkte B, in v^clchem sich li und c schneiden. Die Gerade BM 
trifft daian die Tangente a in einem Punkte tr, welcher der aus B an den Kegel- 
schnitt gezogenen Tangente e angehört. Um diese Tangente zu erbalten hat man 
also nur die Punkte B und ff darch eine Gerade zu verbinden. 

Coincidiren zwei Paare von Eckpunkten eines Pascal'schen Sechseckes, 
so geht dieses in ein dem Kegelschnitte eingeschriebenes Viereck über. Als 
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betreffettde Sätze und Aufgnhin j.19 

Seiten, wcicLc uwei coincidirendc Punkte verbinden, müssen dann die Tangenten 
in diesen Punkten betraclitet werden. Nimmt man an, dass die coincidirendcu 
Punlito an gegenübediegenden Helfen des Viereckes vorhanden sind, so lässt sicli 
demnach behaupten: Die DnrchscbnittBpunkte E und JFder Gegenseiten eines 
einem Kegelschnitte eingeschriebenen Viereckes ABCB (Fig. 38) und die Durch- 

(Fig. 38-) 




scbnittspunktc G und H der Tangenten, welche den Kegelschnitt in den gegenüber- 
liegenden Ecken dieser Viereckes berühren , liegen in ein und derselben Geraden. 

Da die Reihenfolge doi Eckpunkte eines Pascal'schen Sechseckes 
beliebig gewählt werden kann, ohne dass hiednich die Giltigkeit des Pascal'- 
schen Satzes aufgehoben würde, so ist es auch gestattet, die Roilienfolgo ÄBDC 
dfir Eckpunkte des Vierctkcs vorauszusetzen Dann sind die Tangenten in Ä 
und D, die Seiten AB und SC, sowie die Diagonalen AC und BD Gegenseiten 
des Sechseckes, woraus sich ergibt, dass auch die Durchschnittspunktc /, F 
und K dieser Gegenseiten in ein und deiselben Geiadcn liegen müssen. Betrachtet 
man die Tangenten m B und C als Gegenseiten, so ergibt sich, dass auch der 
Durch seh nittspuiikt i d Ib n d G In FK 1 egt 

Wird ADBC 1 da ng s h eb nc ^ 1 an 1 e ka n 

aus dem Pascal's 1 n Sal f ne He n da d Du 1 1 tt p UV 
der Tangenten in A und B u 1 i Du I h tt i nkt W 1 T i; t f 

und D der Verbind gl d Pu kte E nnd K ang b n — M t Rf l II 
auf den Umstand, la d Tang nt n 1 B C nd D d n i j, 1 1 tt 
umschriebenes Vic k 1 Id n k n n nu f It, nd bat a f t 11 

14. Ist ein 'i e 1 i5( D (1 g 38) e m K g 1 h tt 
eingeschrieben und ein zweites JMLN , dessen Seiten den 
Kegolsclinitt i n den Eckpunkten des orsteren Viereckes be- 
rühren, umschrieben, so liegen die Durchschnittspankte EFG-Ti 
der Gegenseiten beider Vierecke in ein und derselben Ge- 
raden, ferner schneiden sich die Diagonalen beider Vierecke 
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1.20 Zweünr Ahscknitt. Verschiedene, die Kegehchnittc 

in demselben Puukte K und endlich gei)t jode Biasonale des 
umscliriebciicn Viereckes durch die Scljuittpuuktc je zweier 
Gogonseitun des eißgcschricbeneii. 

Eine bemeikciiKwerthc Specialilät dieses Sataes ergibt sich , wenn man 
eines der beiden Vierecke in ein Parallel og ramm übergehen lässt. Man ündet 
diinn folgendes: 

Die ISorühruLigspunktc der Seiten oincB einem Kegel- 
schnitte umschriebenen Parall e logram me s bilden die Eck- 
punkte eines zweiten I' arallelogvammes, dessen Mittelpunkt 
naitjenem des orstcren zusammenfällt und dessen Seiten 
den Diagonalen des ersfceren parallel sind. (Siebe Fig. 34.) 

Von besonderem Interesse ist der speeiclle l''a!l, wenn die Diagonalen des 
eingeschriebenen Viereckes durch die Schnittpunkte je zweier (Segeuseiten des 
umschriebenen Viereckes gehen. Nach Satz 37 bilden die Punkte JEFGHauch 
in dem allgemeinen Falle eine harinonisclie Punktreilie ; geheu uun die Diago- 
nalen des ein geschriebenen Viereckes doreh die Schnittpunkte G und H der 
Gegenseiten des umsehriebeneu, so ist demzufolge der Strahlenbttschel, welcher 
aus den vier durch .K' gehenden Diagonales beider Vierecke besteht, ein harmo- 
nischer. Daraas ist zu erscheu, dass auf jeder der vier Tangenten, welche Seiten 
des umschriebenen Viereckes bilden, liarmuniKche Funktreihen zu 
Staude kouinieui der Berührungspunkt einer joden solchen Tangente und die 
Sehnittpunkte dei'selben mit den übrigen drei Taagontou sind die Elemente 
dieser ßeihen. So i.. B. würde« die Punkte MAJG eine harmonische Reihe 
bilden, wenn die Diagonale BD durch G ginge. Denn es mflsste dann die zweite 
Diagonale AC des eingeschriebenen Viereckes (nach Satz 37) durch den Punkt 
H geben, weil er der vierte harmonische Paukt zu E, F und G- ist ; der aus den 
Geraden KM, KA, KJ und KG bestehende StrahloDbüschel wäre demnach 
harmonisch und ebenso die Punktreihe MAJG, welche als ein Schnitt dieses 
Büschels mit der Tangente in A betracliLet werden kann. In gleicher Weise 
lässt sich begründen, dass auch auf den Tangenten in B, C und D liarmonische 
Ponktreihen zu Stande kommen, deren Elemente der Berührungspunkt und die 
Schnittpunkte der betreffenden Tangente mit den drei übrigen sind. — Nach 
Satz 1, 2. Abschnitt werden je zwei Tangenten eines Kegelschnittes von den 
übrigen Tangenten in projcctivischeii Punktreihen geschnitten; daraus ergibt 
sich, dass wenn die Punktreihe, weiche auf der eine« dieser zwei Taugenteti zn 
Stande kommt, harmoniseh ist, auch die auf der zweiten entstehende Punkt- 
reihe harmouiscb sein muss. Denken wir uns nun ausser den vier, das um- 
schriebene Viereck bildenden Tangenten noch eine beliebige fünfte Tangente 
des Kegelschnittes gezogen, so folgt aus der eben gemachten Bemerkung, dass 
diese fünfte Tangente von den vier anderen ebenfalls in einer harmonischen 
Punktreihe geschnitten wird, wie leicht einzusehen ist, wenn man sich erinnert, 
dass der Berührungspunkt einer jeden Tangente als der Schnittpunkt zweier 
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itetreffeixie Ääfee tmd Aufgabln. 121 

coincidirender Tangenten aufgefasst werden kann. Die Seiten des ura- 
sehriebenen ViereckuB J2Efiff sebncideu somit jede beliebige 
Tangeute des KcgelscbnJLtcs in einer barraonischen Punkt- 
reihe, wenn die Diagonah-Ji des eiugoscbriebeuen Viereckes 
ÄBCJ) durcb die Schnittpunkte ß und II dir Gegenbeitcn des 
ersteren Viereckes gelien 

Vier Tangenten eines Kegel sehnitteb, welche die Eigensubaft haben, dass 
sie jede beliebige fUnl'te Tangente in einet bai moni sehen Punktterfie schneiden, 
nennt man harmonische Tangenten und den Kegelschnitt in Be^ug auf 
das von sokhen vier Tangenten {,ebildLte Vieic 1 den tm^.L'ichiicbt »cn 
hainionihL,hen Kef,eUt,bniH 

Die Bmlbrunt,&poiikto von vier baimouihclitn langenton yeiehneii sich 
dm eh die Ligoiis,üiatt aus das)S die vier Veibindungslimen dei^elbcn mit ii(,end 
einem Punkte des Ki gelbchnittes eintn harmonnsthen Slrahlenbüsthel bilden 
Nehmen wii an dass lu Fig 3S die l)iaj,oualtn BJ) und AC bezK hu uf,s weise 
duieh ff und H gehen so ist der Stiahlenböbi bei 46- iD AC AB ein 
haimonischei la er ah ein S hem d(,r banuonisi hen Reih GEHF belraihtet 
weiden kann fii Gleiches lasst sich füi die Büschel denn M ttelpnnkle B ( 
und J* sind nailiwuaeu Denken wir uns uuu irgend unui ftinftcn Punkt des 
Kegelhehniltes mil A B i. und D duith liorado voibunden so bilden diese 
Veibindungslimen na \\ balz 4 2 Äbsthuitt uincu Sti'vldenliusiliel virekhu den 
erwähnten haunonischeu Blisibeln projootivisch voivuaiidt ist ii musb demnath 
ebenfalls hirmtnis h sun Die Vti biudungsliiiiLu di,i Eckpunkte des 
eingeschriebenen Viereckes ÄBCD mit irgend einem beliebigen 
Punkte des Kegelschnittes bilden also einen barmoniseben 
Strahlenbüschel, wenn die Diagonalen dieses Viereckes durch 
die Schnittpunkte ff und i? der Gegenseiten des umschriebenen 
Viereckes JMLN gehen. 

Vier Punkte eines Kegelschnittes, welche eine solche Luge gegen einander 
haben, dass die Verbindungslinien derselben mit irgend einem fünften Punkte 
des Kegel sehuiltes einen harmonischen Strahl enbUschel bilden, nennt man in 
Bezug anf den Kegelschnitt harmonische Punkte uud den Kegelschnitt 
in Bezug auf das durch vier hai'moniscbo Punkte bestimmte Viereck, den 
umschriebenen harmonisehen Kegelschnitt, 

Die Lösung folgender Aufgaben ist nun, auf Grundlage der vorausgehenden 
Erklärungen, leicht zu finden : 

Es soll KU irgend drei Es soll zu irgend drei 

gegebenen Tangenten abc gegebenen Punkten ABC eines 
eines Kegelschnittes die Kegelschnittes der vierte 
vierte harmonische bestimmt harmonische bestimmt werden, 
werden. 

Eine AuHöMuns; der Aufgabe links ist lolgcndc; 
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122 Zrveiter Äbschnüi. Verschiedene, die Kegelschnitte 

Man verbindet den DaicIigi^hniUspunkt dor beiden Tangi.Dtcß a und b mit 
dem Beittbtungspankte von c und Lonstruirt im zneiten DaichBt,bnittBputikto 
diLser Verbindungslmie mit dem KcgoKclmitte eine langeiite an letÄteion Die 
so cihalteiie Tangente ist dann eine tiertc liarmoDische ^u den drei gegobeucu 
nachdem das von den vier Tang nten gebildete umschriebene Viereck die 
Ei^cnsthaft hat dass di(- Dngonalen des VicicdiLS welchem dun,h die 
B er UhiunfjSp unkte bestimmt wird gegen die Schnittpunkte der (Tesenseiten 
des erste ren convergiren 

Wird statt des DurchSLhnittspunktcsi \on a und & jener kr Tangeuten 
a und c mit den Berti hru ngsp un 1 tc der dritten gegebenen Tangente verbunden 
bo eigilt sieh im iweiten Durch schnitte dieser Veibinduugbhnio mit dem Kegel 
Beliiutte dci Eerühiungspuiikt einer Tangente welehe ebenfnlla de MCtti 
harmonische zu 06 und c ist Eine dritte Auflösung icsultirt wenn raiu Icn 
Sehmltiunkt lon b und c mit dem Ltrtthiungspunkle ;on a vLilinUet La (,il>t 
demnaeb tliei Auflöauiittn der ubi^en Aufgabe also Jiei Tangeiiteu il ^ 
gegebenen Kcfeclschnitles deren jede eine vierte barmonisehe zu diu drei 
gegebeupn isl 

Weiden vioi harmonistlie Tan{,enteii abcd \o\\ einer beliebigen tlijften 
langLiite des ktgelseLnittes beziehunfesweibC m den Punkten ABCD bct>ebnitten 
und Bind A und 6 sowie B uai D einandei zugeuidnete Punkte so nennt man 
«und c sowie h und rf cinandet zufecoidnete odei Lonju„iite 
liarmouisebe Tangenten 

Wie leicht emzu&ehtu werden bei obigen dici 'i.uflobuii^en der in Ei le 
Btebcndm Aufgabe einmal a und b dann n und c eudiieh b und c cininder 
KUgeoidnet man kann daher auch sioen dass die eine oder die andere dieser 
Auftosungen suh et{,ibt je naebdcm man « und ö «und idci 6 und e als 
einander zugeordnete raiioenten betiicktet 

Die Autgabe rechts wird gelöst indem man m zweien von den gegebenen 
drei Punkten die Taugenten zieht und den Durchschnitt der letzteren mit Jem 
dritten gegebenen Punkte veibindet, dei zweite Schnittpunkt der so erhaltenen 
Verbindungslinie mit dem Kegelschnitte ist dann der gesuehte vierte haimonische 
Punkt Auch hiei sind dtei Auflosungen mi glich da je nachdem man die 
Tangenten in ji und .B in i und ( oder in B und C zieht vetsekiedene 
vierte harmonische Punkte sieh ergeben Man nennt im cistereu Falle Ä und B 
im zweiten A und G im diitten B und C einander zugeordnete oder conjugirte 
harmonische Punkte des Kef,elbohniUet. 

Ohne weitere Begründung dürften nun auch die folgenden zwei Sätze 
leicht einzusehen sein: 

Der Durchschnittspunkt Die Vorbi ndungsli n ie von 

von je zwei einander n uge- je zwei einander zugcordne- 
ordneton harmonischen Tan- ton harmonischen Punkten 
genten eines Kegelschnittes eines Kegelschnittes und die 
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und die BQrühruiigspuDkto in den zwei übrigen harnion i- 
dcr zwei übrigen harmonisch es achoa Puultten genogenen 
Tangenten liegen in eiu und Tangenton sclineidcn sieb in 
derselben Geraden. ein und demselben Punictc. 

Ist ein Viercdt gegehoa, dessen Seiten wir abcd nennen wollen, und es 
wäre ein demselben eingeschriebener harmonischer Kegelschnitt zu coustruireii, 
so bestimmen wir zunächst die Berülirangspu niete ABCD der Seiten dieses 
■Vicreekes, indem wir den Durchschnitt seiner Diagonalen mit den zwei Schnitt- 
punkten der Gegenseiten verbinden. Diese Verbindungslinien siilineidon abcä in 
den Berührungspunkten ABCD. Man hat nun vier Tangenten des au 
constrnirenden Kegekchnittes mit ihren Berührungspunkten und kann auf die 
bereits erklärte Weise beliebig viele andere Punkte und Tangenten desselben 
ermitteln. — Nachdem es gestattet ist a und &, a und c, oder auch b und c als 
Gegenseiten zu betrachten, so itann man durch die angegebene Construction 
drei, aber auch nicht mehr, von einander verschiedene 
harmonische Kegelschnitte, welche demselben Vierecke 
eingeschrieben sind, erhalten. 

Wenn einem gegebenen Vierecke ABCD ein harmonischer Kegelsclinitt 
umschrieben werden soll, so verbindet man die zwei Du vchschnittsp unkte der 
Gegenseiten durch eine Gorade, bestimmt die zwei Durclischnittspunkte dieser 
Geraden mit den beiden Diagonalen und verbindet letztere Punkte mit den 
Ecken des gegebenen Viereckes, Die so erhaltenen Verbindungslinie u , selbst- 
verständlich jene, welche nicht Diagonalen sind, bilden ein dem zn construirenden 
Kegelschnitte umächriebenes Viereck , dessen Seiten den Kegelschnitt in ABCD 
berühren. Der letztere erscheint somit durch vier Tangenten und die Berührungs- 
punkte derselben bestimmt. — Da man entweder A und B oder A und C, oder 
auch B und C als gegenüberliegende Ecken des gegebenen Viereckes betrachten 
kann, und jede dieser Annahmen einem andern Kegelschnitte entspricht, so hat die in 
Rede stehende Aufgabe ebenfalls drei Auflösungen. Die zwei zuletzt betrachteten 
Aufgaben kann man demnach in folgender Form geben: 

Es sollen die drei einem Es sollen die drei einem 

gegebenen Vierecke einge- gegebenen Vierecke um- 
schriebenen harmonischen achriebencn harmonischen 
Kegblschnitle construirt Kegelschnitte coustrnirt 
werden. werden. 

Wir haben, um zu den Sätzen nud Aufgaben über die einem Kegelschnitte 
umschriebenen und eingeschriebenen Vieiecke iu güangcn den Pascal sehen 
Satz als Ausgangspunkt gewählt. Dieselben Resultate wdiden sich auch ergeben 
haben, wenn wir vom Brianchon'sclien Satze ausgegangen waien Es erscheint 
daher überflussig, den speeiellen Fall zu betiathten in welchem bei einem 
Sechsecke, das einem Kegelschnitte umschlichen isf iwei Paaie *oii Seiten 
coincidiren. 
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Nimmt mau an, dass bei einem Pasta l'stheii Seolisecke drei Paare von 
Eckpankien zusammuiMlon, bo gellt ktztetes in ein dem Kegelschnitte 
tingoat,]« icbciiOB Droictk über Dit, beiteu des Sechbockes werdui dann von den 
Seiten desi cmgesühnebenen Ureieckob und dtii in den L(,kpunkten dieses 
Dreieckes gfzogenen fangonten gebildet Mit Rückbitht auf den Paacal'schen 
Sstti kann man deninub bLhaupti n 

15. Ist ein Dreieck einem Kcgelsehiiitte eiiigoschrioben, 
so liegen die drei Durchs cliriittsi) unkte seiner Seilen mit 
den in den gegenüberliegenden fickca gezogenen Tangenten 
auf ein und derselben Geraden. 

Coincidiren drei Paare von Seiten eines Sechseckes, das einem Kegel- 
schnitte eingeschrieben ist, so geht dieses Soubseek in ciu dem Kegelschnitte 
um schrieben es Dreieck über. — Wir haben diesen Fall bereits betrachtet (siehe 
Fig. 32) und von dem hierauf beaagüchen Satze Gebrauch gemacht, welcher lautet : 

16. Ist ein Dreieck einem Kegelschnitte umschrieben, 
so achneiden sich die Verb indungsli riien seiner Ecken 
mit den Berührungspunkten der gegenüberliegenden Seiten 
in ein und demselben Puukte. 

Wie man mit Benützung der letzteren zwei Sätze die folgenden Aufgaben 
löst, bedarf wohl keiner weiteren Erklärung: 

Zwei Tangenten mit ihren 
Berührungspunkten und ein 
dritter Punkt eines Kegel- 
schnittes sind gegeben es 
soll die Tangente in dem 
gegebenen dritten Punkte 
bestimmt werden. 

Es wurden obeu die Aufgaben gelöst: Wenn fünf Punkte oder Tangenten 
eines Kegelschnittes gegeben sind, beliebig viele andere Puukte beziehungsweise 
Tangente« desselben zu construiren. Nimmt man an, dass bei der crsteren dieser 
Aufgaben zwei Paare der, gegebenen Punkte, bei der letzteren zwei Paare der 
gegebenen Tangenten coincidircn, so kann man die in Bede stehenden Aufgaben 
wie folgt, ausdrücken : 

Zwei Tangenten mit ihren Zwei Tangenten mit ihren 

Berührungspunkten und ein Berührungspunkten und eine 
dritter Punkt eines Kegel- dritte Tangente eines Kegel- 
Sfihnittos sind gegeben, es Schnittes sind gegeben, es 
sollen beliebig viele andere sollen beliebig viele andere 
Punkte des letzteren bestimmt Tangenton des letzteren be- 
werden. stimmt werden. 

Die Lösung dieser Aufgaben kann ganz in derselben Weise geschehen, 
wie wir die allgemeinen Aufgaben gelöst haben, deren specielle Fälle sie sind. 
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Ea dürfte daher nicht iiöthig sein, die be treffen de u Constructienen besonder s 
zn erklären. 

Die Sätze nnd Aufgaben , welche in diesem Kapitel bisher betrachtet 
wurden, fanden alle ihre Begründung, beziehungsweise Lösung, in dem 
Pascal'schen und Brianchon'scheu Satze. Wir geben nun zn anderen Sätzen 
und Aufgaben Über, bei welchen die Entstehung der Kegehchnitte durch 
projectivische Punktreihen und Strahlenbüschel vorzugsweise in Betracht 
kommt. 

17. Sind zwei Dreiecke Sind zwei Dreiecke einem 

einem Kegelschnitte einge- Kegelschnitte umschrieben, 
schrieben, so sind sie zu- so sind sie i^ugleicb einem 
gleich einem andern Kegel- anderen Kegelschnitte ein- 
schnitte umschrieben. geschrieben. 

In Fig. 39 seien ABC und J3EF zwei beliebige einem Kegelschnitte 
eingeschriebene Dreiecke. Die Verbindungslinien des Punktes A mit BGB und 
F bilden einen StrahlenbUschel S, welcher dem , 

Büschel Sj projectivisch verwandt ist, der von 
den VerbindungBlinien des Punktes D mit 
ECB und F gebildet wird. Die Punkü'öilie B, 
welche als Schnitt von S mit der Dreieckseito 
EF za Stande kommt und jene Reihe B^, iu 
der die Seite BC den Büschel S, schneidet, 
sind demnach ebenfalls projectivisch. Da nun 
die Verbindungslinien der entsprechenden 
Punkte dieser zwei Reihen zugleich Dreieck- 
Bciten sind, so müssen letztere Tangenton 
eines und desselben Kegelschnittes sein. 

Der Beweis für den Satz rechts kann wie folgt geführt werden : 
Die vier Tangenten AB, AG, DE DF schneiden nach Satz 1 die 
Tangenten EF und BC in zwei proiectm scheu Punktreihen R und ifj, somit 
sind die zwei Strablenbüschel, welche entstehen, nenn man die Punkte von 
B mit A und jene von B, mit D veibindet, ebenfalls proiPctiMsch, woraus folgt, 
dass die Punkte A und B, sowie die vier Durchschnitte SCEF von je zwei 
sich entsprechenden Strahlen, namlah die Eckpunkte der umscbiiebenen 
Dreiecke, in einem Kegelschnitte liegen müssen 

Mit Hilfe des einen oder des anderen dieser Satze la^st sirh nun der 
folgende leicht nachweisen : 

18. Haben zwei Kegelschnitte eine solche Lage, dass 
dem einen ein Dreieck umschrieben werden kann, welches 
zugleich dem anderen eingeschrieben ist, so gibt es 
unendlich viele Dreiecke, welche dieselbe Bedingung 
erfüllen. Jeder Punkt de-i umschriebenen Kegelschnittes, 




yGoosle 



12g Zweiter Abschnitt. Verschiedene, die Kegelschnitte 

welcher au Bserlialb des eingeschriebenen liegt, kann nämlich 
Eckpunkt eines solchen Dreieckes sein. 

Ist ABC (Fig 39) ein die angegebene Bedingung erfüllendes Dreieck 
und man zieht aus ge 1 e e n Pn kte D les ums h eb nen Kegelschnittes 
K zwei Tangenten DE a\ DF a le e ge 1 ehe en K^, so bilden der 
Punkt D und die D chsci tt p Ute E und F le zvei Tangenten mit K die 
Eckpunkte eines zwe ten Dre eckos eichen na h fei z 17 ein Kegelschnitt 
eingeschrieben werden 1 an de au h de n D e ecl e ABC uingeschrieben ist. 
Dieser Kegelschnitt kann ke n anderer se n als K aci dem derselbe durch 
fünf Tangenten von K naml el d e Se ten les D e e kos ABC und die 
Geraden i>E und DV ollk nne best mmt erscl e nt — Dass jene Punkte 
von K, welche innerhalb K 1 cge ke ne Fckp kte c es Dreieckes bilden 
können, dessen Seite / be h cn st selb tve tä dl cl 

Zwei wichtige fehtze welche ih e Beg und g ebe falls in den Eigen- 
schaften projectivis her P ktreil e u d &t dUe tüs 1 el h den, sind folgende : 
19, Wenn e Veeck We nen Viereck einem 

einem Kegelschnitte emge- Kegelschnitte umseh rieben ist, 
schrieben ist, so steht das so steht das Produet der 
Product der Entfernungen Entfernungen irgend einer 
irgend eines Punktes der Curve Tangente der Curve von zwei 
von zwei gegenüberliegenden gegenüberliegenden Ecken dos 
Seiten des Viereckes zum Viereckes zum Producte der 
Producte der Entfernungen Entfernungen derselben Tan- 
desaelben Punktes von den gente von den beiden andern 
beiden andern Seiten in Ecken in einem constanten 
einem constanten Verhält- Verhältnisse. 
Bisse.*) 

Der Satz links lässt sich wie folgt nachweisen : Die Ecken des einge- 
schriebenen Viereckes seien ABGD und P heisse irgend eiu Punkt des Kegel- 
schnittes. Verbindet man den Punkt A mit B, C, D und P durch gerade Linien, 
ao entsteht ein Stralilenbüschoi mit dem Mittelpunkte A, welcher jenem 
Bfischel projectivisch verwandt ist, dessen Mittelpunkt sich in C befindet und 
der von der Tangente in C und den Geraden OB, CD, CP gebildet wird. Für 
diese beiden StrahlenbüscJiol besteht, wenn man die Tangente in C durch CT 
bezeichnet, die Gleiclmng : 

sin BAP sin BAC _ sin BGP sm .BCT 
Bin DAF " mi BAC ~ sm'äCP ' ^in D CT' 
ans welcher sich ergibt : 

sin BAP . sin JDCP sin BAC . sin BCT 



sin BAP . sin BCP sin BAC . sin BCT ' 
') Dieser Satz wurde zuerst von Pappus (gegen Ende des 4. Jahrhundert 
., Clir.) aufgestellt und wird desshalb der Satz des Pappus genannt. 
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P 

"" sin DAP ^- 

a von P anf die Seilen AB und AD fällen Itann, und - 



sin BCF 

Verhältnisse der von P auf die Seiten CD und BC gefällten Perpendikel, so gibt 
der Theil links vom Gleichheitszeichen an, in welchem Verhältnisse das Product 
der Entfernungen des Punktos P von AB und BC zu dem Produete der Ent- 
fernungen desselben Punktes von den Seiten AB und BC steht. Nachdem ferner 
der Werth des Theiles rechts vom Gleichheitszeiehen eine von der Lage 
des Punktes P unabhängige constante Grösse hat , so erscheint obiger Satz 
gerechtfertigt. 

Um den Satz rechts nu begründen, nehmen wir ein einem Kegelsohnilte 
umschriebenes Viereck ABCB und irgend eine Tangente t des ersteren an. 
Der Schnittpunkt der gegenüberliegenden Seiten AB und CD heisse E, der 
Berührungspunkt von CD sei F und die Schnittpunkte von AB und CD mit 
der Tangente ( nennen wir beziehungsweise P und Q. 

Anf den Seiten AB und OD kommen durch den Schnitt derselben mit 
den Tangenten PC, CD und ( zwei projectivische Pnnktreihen zu Staude, 
nämlich die Reihen ASPE und DCQF. Es gilt somit die Gleiohung: 





AP _ 


AE DQ _ 


DF 




BP ' 


BE CQ ' 


CF' 


weicherfolgt: 


AP 
BP 


. CQ BE 


. CF 




'~DQ ~ ÄE~. 


T^F- 



Da -— gleich dem Verhältnisse der Entfernungen der Punkte A und B 

von der Tangente ( ist und -— das Verhältnise der Entfernungen der Punkte 

C und D von derselben Tangente t angibt, so kann aus letzterer Gleichung 
obiger Satz (rechts) gefolgert werden, nachdem der Theil rechts vom Gleich- 
heitszeichen einen von der Lage der Tangente ( unabhängigen Werth hat. 

Aus den Sät/en 19 ergeben sich einige andere — deren Aufstellung uns 
wohl zu weit führen würde — wenn man ein oder zwei Paare von Ecken des 
eingeschriebenen, beziehungsweise von Seiten des umschriebenen Viereckes 
coincidiren las st. 

20. Wenn ein Viereck Wenn ein Viereck einem 



einem Kegelschnitte einee- 


Kegelschnitte umschrieb 


schriehen ist, so bilden die 


ist, so bilden die Verbinduni 


Durch sc linitfspunkte irgend 


linien irgend eines in d 


einer in der Ebene des 


Ebene des Kegelschnitt 


Kegelschnittes gelegenen 


gelegenen Punktos mit d 


Geraden mit den Seiten des 


Ecken des Viereckes u 
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die Tangenten, welcbe von 
demselben Punkte an den 
Kegelschnitt ge;(Ogen werden 
können, einen involntoriachen 
Strahle ubüschel. Entspre- 
chende Strahlen des letzteren 
sind die zwei Tangenton, 
sowie je zwei Gerade, welche 
gegenüberliegende Ecken ver- 
binden. 



"Viereckes und die Durch- 
schnittapuiikte derselben Ge- 
raden mit dem Kegelschnitte 
eine involutorische Punkt- 
reihe. Entsprechende Punkte 
der letzteren sind die zwei 
Durchschnittspunkte mit dem 
Kegelschnitte, sowie je zwei 
Punkte, welche sich in gegen- 
überliegenden Seiten befin- 
de..«) 

Das eingeschriebene Viereck sei aßyd (Fig. 40) und die schneidende 
Gerade heisse g. Die Schnittpunkte von g mit dem Kegelschnitte nennen wir 
B, Bp jene mit den Seiten 
aß, ßy, yS und uä beziehungs- 
weise A, C, A^ und Cp 

Wie leicht einzusehen 
sind die Punktreiheu ABC^B^ 
und CBA-^B^ projecHviseh, 
nacl)dera sie Schnitte der Ge- 
raden g mit den zwei piojec 
tivischenStiahlenhÜstbeln sind, 
welche durch die Veibindungs- 
linien der Punkte u und y mit 
den Curvcnpiinkten ßBdS, 
gebildet werden ; man hat also : 

(ABC,B,)^iCBÄjB,)- 
Betrachtet man die Punkte ß und ä als Mittelpunklc 
deren Strahlen durch die Curvenpunkte aByB, gehen, so 
überzeugen, dass die Gleichung besteht: 

{ABGBi)'=(C^BÄ,B,) 




iibtialiienb'l'i.heln, 
n , man sich leickf 



Es ist somit : 



AG, AB, 



CA, CB, 



" ~BÄ' 



3 Stellte dieses Theorem xnerit auf, dasselbe 
8 genannt. 
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e zweite dieser Gleichungen durch die erste, so ergibt sich ; 

BG ■ BC,~ CA~ '' Cßi ' 



oder 



AC _ ^Cj^^C, . A^C 
ßC ' ßC^ ^ ß,C^ ' B^C' 
Aus der symbolischen Furm 

(AßCC,) ^ {A,ß^C^C) 
der zuletzt aufgeBteUten Gleichung ist leiciil au erkentien, dass die sechs Punkte 
ABG A^ßiGi in der That eine Involution bilden. Die Punktreihe ABCC^ 
ist uaraheh, wie aus dieser Gleichung nnd dem Satze 3, 1. Abschnitt, folgt, der 
Reihp ^^B^r^C pnjectiviteh verwandt und beide Reihen haben eine solche 
Lage dass dm Punkt G dem Punkte G^ entspricht, ob man G als Punkt 
der eineo oder dei andern Reihe betrachtet, woraus sich nach Satz 51, 
1. Abschnitt ergibt dis« die ^i^ei Reihen iavolutorisch liegen. Entsprechende 
Punkte dipset Involution sind A und jI^, B und B^. sowie C und C^. Obiger 
Sat? links erscheint «omit geiechtteitiRt. 

Selb'*t\ ei standilch gilt derselbe auch für die Vierecke ßr/?5 und kj-Ä^, 
deren Seitpn aus den Dngonalen und zwei gegenüberliegenden Seiten des 
zuerst betiachteten Viereckes gehiliet werden. In dem Vierecke o^a;? sind 
aß,yS und ay,ßä zwei Paare gegenüberliegender Seiten. Heisseu D und I)■^ die 
Schnittpunkte dei- zuletzt genannten Seiten mit ^, so bilden .^^|, BB^ und iJÖ, 
obigem Satze zufolge drei Paare entsprechender Punkte einer iuvolutorischen 
Reihe, diese Reihe ist, wie aus Satz 58, 1. Abschnitt, geschlossen werden kann, 
mit der durch die Punktpaaro AA.^, BB^, GC^ bestimmten involutorischen Reihe 
identisch, es bilden also auch <ii« Schnittpunkte der Diagonalen 
des eingeschriebenen Viereckes aßyS ein Paar sich entspre- 
chender Punkte der in obigem Satze (links) erwähnten 
iuvolutorischen Reihe. 

Mit Hilfe des Satzes 20 (links) ist man auch im Stande beliebig viele 
Punkte eines Kegelschnittes zu bestimmen, wenn fünf Punkte desselben gegeben 
sind. Man zeichnet ein Viereck, dessen Ecken vier der gegebenen Punkte bilden 
nnd zieht ans dem fünften Punkte eine beliebige Gerade; der zweite Durch- 
schuitt dieser Geraden mit dem Kegelschnitte erseheint nach Satz 58, 
1. Abschnitt, durch die fibrigen Punkte der involutorischen Reihe bestimmt, 
welche obigem Satze zufolge anf der in Rede stehenden Geraden liegen, nnd 
kann dnrch eine einfache Construction ermittelt werden. 

Trifft ff den Kegelschnitt nicht, so werden zwei sich entsprechende Punkte 

der Involution, nämlich die Schnittpunkte von ^ mit der Curve, imaginär. 

Berührt die Gerade g den Kegelschnitt so coincidiren 

die Schnittpunkte B und B, und bilden einen Doppelpunkt 

der Involution, Daraus ergibt sich eiue Lösung der folgenden Aufgabe : 

Stanciigl: Latabucl äer neneren Gfoinetria. 9 
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Einen Kegelschnitt zu construiren, wenn vier Punkte 
desselljen und eine Tangeute, welche durch Iteinen dieser 
Pnnlite geht, gegeben sind. 

Per Berfihrung'spunkt der gegebenen Tangente ist nämiRh emei dct 
zwei Doppcljiunkte jenei involatoiischen Punktieihe in neltiier die Tangente 
von den SPiton des Viereilves gescbntttin und, dessen ELkpunkte die ge^elienfn 
ner Punltte bilden Da eine involuton-clie Reihe dnrcb ?wei Paare sioh 
entspieoliendoi Punkte vollkommen bestimmt wird, so itsseii si^ii die beiden 
Doppelpunkte aus den Angaben unzweideutig cimitteln Dei Umstand, dass m 
einstimmig verlaufenden involutorischen Reihen keine Doppel pnnlite vorliandtn 
sind, in entgegengesetzt verlaufenden aber siPts zwei Doppelpunkte soikomnien 
beweist, dass obige Bodingungen entweder von keinem oder 
von zwei verschiedenen Kegelschnitten erfüllt werden. 
Denn verlänft die anf der gegebenen Tangente entstehende Reihe einstimmig, 
so hat ersteie keinen reellen Beiührnngspun! t es f,ibt also umgekehit keinen 
reellen Kegelschnitt weicher dei Aufgabe enlspiedien «lirle verläufl jedoch 
die erwähnte Reihe enigegengesetzt so cigeben ^nh iinniep zwei reelle 
Berübiungsp unkte HOiaus zu schliesseu ist das^ dann 7wei »eis hiedene 
Kegelschnitte die gestellten Anfordet nngfu erfüllen 

Nachdem der Beweis flu den obigen &'it7 leclil'. m analoger Weise 
gegeben werden kann wie jener fti den Saf? Im! s so unterhaben wn es, 
denselben du ich zu führen Wir bemerken nui liss auth die Ver- 
bindungslinien des beliebig gewählten Punktes mit den 
zwei Schnittpaukten der gegenüberliegenden Seite« des 
umschriebenen Viereckes ein Paar sich entsprechender 
Strahlen des m diesem Sat^e ermahnten involutorischen 
Büschels sind Man Übei/eu^t sich bievon leitht wenn man beiucksichfigt 
dass der in Rede stehen le Satz nicht n ir Im ein nms btiebents \ierLcl gilt 
dessen Seiten ahcl smi (und so aufeinanhi f Igen in ik gei innt \ m Jen) 
sondern anch für dis Viereck acäb 

Liegt der Punkt von welchem lus gegen du Fekun des nmsiinitbBneu 
Viereckes Gerade gebogen und inneihalb des Kegelschnitten so werden zwei 
Strahlen des involufonschen Ituschtls der sich dem bat7e rechts zufolge eigil t 
imaginär. Es sind dies jue Stiihlen welihe den Kef,elschnitt langiten Isl dei 
Mittelpunkt des involutoiischen Büschels ein Punkt des Kegelbchniltes so 
coincidiren die zwei Stiahlen welche rangenten des Kegelschnittes sind und 
bilden einen Doppelsti ahl dci Involution Die c! rrgelniss fühlt uns 
zur Lösung folgei hr Auf„ibe 

Ein Kegelschnitt soll construirt werden, wenn vier 
T a n g e n t n und ein Punkt desselben, w e l n li e r in keiner 
dieser Tangenten liegt, gegeben sind. 
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Die Tangente in dem gegebenen Punkte ist eiuer der zwei Doppel strahlen 
jenes involutorischen Bilscliels, dessen Strahlen die Verhindungsllnien des 
gegebenen Panktes mit den Ecken des von den gegebenen Tangenten gebildeten 
Viereckes sind. Nach Satz 58, 1. Abschnitt, werden die zwei Dop polstraljlen durch 
die übrigen bekannten Straiilen des in Rede stehenden Büschels vollkommen 
bestimmt. Aus dem Umstände jedoch, dass wenn der involutorisclie Büschel 
einstimmig verläuft, keine reellen Doppel strahlen vorhanden sind und im Falle 
er entgegengesetzt verläuft, stets zwei reelle Doppelstrahlen vorkommen, folgt, 
dass die Bedingungen obiger Aufgabe entweder von 
keinem Kegelschnitte oder von zwei verschiedenen Kegel- 
schnitten erfüllt werden. 

Coincidiren zwei Eckpunkte des dem Kcgolscliiiitte eingeachriebetien 
Viereckes, und zwei Seiten des umschriebenen, so kann man obige SätKe in 
folgender Weise ausdrücken : 

21. Wenn ein Dreieck Wenn ein Dreieck einem 

einem Kegelschnitte einge- Kegelschnitte umsctiricben 
schrieben ist, so bilden die ist, so bilden die V erbindungs- 
üurchschnittspunkte irgend linien irgend eines Punktes 
einer in der Ebene des der Ebene desKegelschnittes 
Kegelschnittes gelegenen mit den Ecken des Dreieckes 
Geraden mit den Seiten des nnd mit dem Berührungs- 
Dreieckes, mit der in einem punkte einer beliebigen 
beliebigen Eckpunkte gezo- Dreieckseite, ferner die aus 
genen Tangente und mit dem demselben Punkte gezogenen 
Kegelschnitte eine involu- Tangenten einen involntori- 



torische Punktreihe. Ent- 


sehen Strahlenbüschel. Ent- 


sprechende Punkte der 


sprechende Strahlen des 


letzteren sind die zwei 


letzteren sind die zwei 


Darchschnittspunkte mit dem 


Tangenten, die Verbindungs- 


Kegelschnitte, die Durch- 


linien mit den Endpunkten 


schnitte der zwei Dreieck- 


joner Seite, in welcher der 


seiten, welche sich im Be- 


erwähnte Berührungspunkt 


rührungspnnkte der erwähnten 


liegt, und die zwei übrigen 


Tangente treffen, nnd die 


Verbindungslinien. 


zwei Ubiigen Schnittpunkte. 




Nimmt man an, dass in dem ei 


ngeschriebenen Vierecke (Satz 20) zwei 


Paare von Ecken, in dem umschriebenei 


n zwei Paare von Seiten coincidiren, so 


ergeben sich folgende Sat/e; 




22. W e n n ein Winkel 


Wenn ein Winkel einem 


einem Kegelschnitte nmschrie- 


Kegelschnitte u m sc h rieben 


ben ist, so bilden die Durch- 


ist, so bilden die Verbindungs- 


schnittspunkte irgend einer 


linien irgend eines Punktes 
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Zivater Äbxuhnitt, Verschiedene, die Kegelsclmiite 
Kegel- 



in der Ebene 
Schnittes gelegenen Geraden 
mit den Sehenlteln des 
Winkels, mit der Verbindnnga- 
liDie der Berührungspunkte 



und 



Lit dem 



sehn 



ne involuto- 
riachc Punktreiho. Entspre- 
chende Punkte der Ictzternn 
sind die Schnittpunkte mit 
der Cnrve und die in den 
Schenkeln gelegenen, wahrend 
der Durchschnitt mit der 
erwähnten Verbindungslinie 
einen Doppelpunkt bildet. 



der Ebene des Kegelschnittes 
mit den Berührungspunkten 
der Schenkel und mit dem 
Scheitet des Winkels, ferner 
die aus demselben Punkte 
gezogenen Tangenten einen 
involuturischen Strahlen- 
büschei. Entsprechende Strah- 
len desletKteren sind diezwei 
Tftngenten und jene Strahlen, 
welche durch die Berührungs- 
punkte der Schenkel gehen, 
während die durch den Scheite! 
gehende Verbindungslinie 
einen Doppelstrahl bildet. 



Aus diesen SiitKei 
leicht folgern; 



lassen sidi die Auflösungen nachstellender Aufgaben 



c onstruirt 
Tangenten 
desselben 



nd drei Punkt 



1 Kegelschnitt soll 

irt werden, wenn zwei 

«nd drei Tangenten 



den 



(vei Tangenten 



ekan 



egen, der drei Punkte gehen, bekannt 
sind. 

Heisseti p, q (Fig. 41) die Tangenten und Ä, B, die gegebenen drei 
Punkte, so verbindet mau, um die Aufgabe links ni lösen, A mit B, welche 
(Fig.) 41. Verbindungslinie p, q in 

zwei Punkten M und N 
schneidet, und ermittelt 
die Doppolpunkte Dund 
D' da- durch die vier 
Pniiklo Ä, B, M,Nhe- 
stiminlcn involutorischen 
lleiiie, B, ebenso wie D' 
gehört, dann, dem obigen 
Sat/o znfulgo, einer Ge- 
raden an, welche die 
liyrUiirunfispnnkte der 
Tangenten p und q ver- 
bindet, Um einen zweiten 
Punkt einer solchen Ge- 
raden zu erhalten ver- 
bindet man A mil C, wclc.hv, Vorbinilnngsliiiie j), q in den Punkten P und Q 
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betreffende Sätze und Aufgahe«-. 133 

trifft, und ermittelt die Doppelpanbte ^ und ^' der iiivolutoriRchcii Reihe 
ACFQ. Der Punkt J gehört nun ebenfalls, sowie auch ^ einer Geraden an, 
welche die Bcrührangspuiikte von ^j and q vei'hiiidol ; jede vou den vier Geraden 
DJ T>J' D'-d B'-d' muss demnach durch die ß e rUh r an esp unkte von p and <i 
mit einem Kegelschnitte gehen welcher dio Bedingungen dei Aufgabe ei fuilt — 
Man könnte meinen dass es ausser den genannten Mer Geiiden noch andere 
geben mUsse welche die Berührungspunkte von p und <i verbinden nachdem 
man auch in dei aut BG zu Stande kommenden involutonsclieu Reihe Doppel 
punkte tihalt Indess zeif,t eine einfache Betiachtung dass jeder dicsei Doppel- 
punkte einer dei vier Geraden ant,(h(.rt Man bi mclit Bn,h nur zu ennnein dass 
duich die Doppelpunkte emci jeden involiitorischen Reihe je 7wdi sich 
cnttipi eckende Funlte haiiiomsck ,t,tiennt werden (Satz 5b 1 Abschnitt) dass 
ferner /wei harmonisclie Reiben stets projectivisch vetwandt sind und dassS 
endlich je zwei von den sich aut AP AG und BG eigebendcn Larmonisohen 
Reihen perspectiMscb hegen — Wii deuten diese Beziehungen nur an h uns 
die vollständige DnichfOhiung des betreffenden Be\eisc'i wdcliei ubiiben'5 
keiue Sehviieiigkeiten bietet wohl zu weit fuhren würde 

Um die obige Aufgabe letlits /u lösen, \eihindot man den Ouicbschmtts 
punkl S zweier von deu diei gegebenen Tangenten a & t etwa a und ö mit den 
gegebenen zwei Punlten P und y und ermittelt he Doppelst iahten d ä des 
duii \i a b SP SQ bo'.tin nit n involuiüriiLl ii Liis I e! Je li r dic';ci lloi i ci 
sliablen geht uaeh obi'em Sitze dutch einen Punkt m welchem sieh die in P 
und Q berührenden Tangenten treffen Wählt man statt a und & ^wei andeic 
Tangenten etwa a und c verbindet ihren Daiehsehnittspuukt S mit P und Q 
und ermittelt die Doppelsli thien d^ des durch a c, 8P SQ gebildeten iinoluto 
ii^eh 11 fetrahlcnbuschcis ^o ! <it man \ier Gendo ä ä S d welch in ihien 
Durchschnitten vierPmkte beiliinmon deienjederalaSchnittpunU IcrinPund^ 
bei übt enden Taugenton betrachtet werden kann Sind diese Tangenten ermittelt 
so ist die in Rede stehende Aufgabe vxf eine bei cits fiühei gelöste zni uclto'^'^u'^rt 
Liegen zwei Punkte bei der obigen Aufgabe (hnksl deiait da<ts sie von 
jenen Punitten m welchen ihre Veibmdungshnie die zwei gegebenen Tangenten 
schneidet f,etrount werden, so eihält mm keine leellen Doppclpunkte EjS ver 
laufen uämheh dann zwei dei m Betiacht kommenden lu^olutoii sehen Ueiliun 
einstimmig, da in ihnen ein Paar sich entsprechen let Punkte dur h ein zweites 
Bolihta Paargctiennt wird folnlich gibt es m die^iemPallc keine iccltcn Dupcl 
junkte also aui b keinen reellen Kegelschnitt der die Auftalo cifüUen wuide 
Letiteres ist auch bei dei Aufgabe links der F»ll wenn die gegebenen Punkte 
und Tangoülcn eine solche Lage haben disa 7wei dei erwähnten imolutoii'iLhen 
SliahlenbuEcbet eiusümmig vetlaufen 

Aus den Auflösungen obiger Aufgaben können wir schhesscn, dass den 
Beilingungcn derselben entweder kein Kegelschnitt, oder 
vier verschiedene Kegelschnitte entsprechen. 
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Nimmt man an, das» bei den in Kede atehendeii Äiifgabeji einer der 
gegebenen Punkte in einer von den gegebenen Tangenten gelegen ist, also zum 
Berührungspunkte dieser Tangente wird, so hat man folgende Aufgaben : 

Ein Kegelschnitt soll Ein Kegelschnitt soll 

construirt worden, wenn zwei eonstruirt werden, wenn zwei 
seiner Taugenten, der Be- seiner Punkte, die Tangente 
rührungspunkt von eiucrder- in einem derselben und zwei 
selben und zweiCurvenpunkie, Tangenten, wovon keine durch 
welehe ausserhalb den gege- einen der gegebenen Punkte 
benen Tangenten liegen, be- geht, bekannt sind, 
kannt sind. 

Man verbindet, um die Aufgabe Ihiks üu lüsen, dio zwei ausserhalb den 
gegebenen Tanj^enten ji und q befindlichen Punkte Ä und B, ermittelt in der 
involu torischen Reihe, welche auf der Geraden AB zu Stande kommt, die 
Doppelpunkte 1)3' und verbindet letztere mit dem gegebeneu Berührungspunkte 
G, Der Durchschnitt von GS sowohl, als auch jcuer von GD' mit der Tangente, 
deren Berührungspunkt niclit gegeben ist, muss ein Berührungspunkt eben dieser 
Tangente sein. 

Die Aufgabe rechts wird gelost , indem man den Durch Schnitts punkt S der 
beiden Tangenten^ und 2. deren Berührungspunkte nicht bekannt sind, mit den 
beiden gegebenen Curvenpunkten A, B verbindet und die Doppelstrahlen rf, d' 
des involutorischen Büschels p, q, SA, SB sucht. Sowohl d, als auch d' sehnei- 
den dann die dritte gegebene Tangente r in einem Punkte, welcher der in B 
berührenden Tangente angehört, vorausgesetzt, dass A der Berührungspunkt 
von r ist. Die Tangente in B erscheint somit bestimmt, da durch die angeführte 
Construction ein zweiter Punkt derselben gefunden wird. 

Aus den Lösungen der beiden zuletzt behandelten Aufgaben kann man 
Kchliessen, dass den Bedingungen dieser Aufgabe entweder 
ktin Kegelschnitt oder ^wei \erschied ne Kegelschnitte 
entspiecheo Ersteiei ist dann der Fall wenn die involu torische Eeihe, 
beziehungsweise dei involutoiische Strahle nbuschel, deien Doppetelemente zu 
eimitteln sind emstnuniig verhüten wis mau ins der Lage der gegebenen 
Bestimm unfesstlicke sofoit zu pi kennen im Stande ist 

Wu kehlen nun medei zu den Sitten 20 zuiilck ts ergeben sieh aus 
denselben unmittelbar die folgenden 



23 Sind zwei Viciecke 


Sind i«ei Vierecke einem 


iinem Kegelschnitte einge- 


Kegelschnitte urasehriebeii 


ichrieben und schneiden drei 


und gehen die Verbindungs- 


leiten des eiueu drei Seiten 


linien von drei Ecken des 


les anderen in drei Punkten, 


einen mit drei Ecken des 


welche in ein und derselben 


andern durch ein und densel- 


[Jeraden liegen, so befindet 


ben Punkt, so geht auch die 
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betreffende Sätze and Aufgäben. {'.)(•, 

Bich auch der Durchschnitt Verbind ungKlinic ilor übrige n 
der übrigen zwei Seiten -juf zwei E cl- c ii rturüh diesen 
ditsei Geiadei 1 Jil t 

Der Durchschnitt pinkt dei Murten beife des eiien VilillUcs mit der 
Lrwähnten tceialen (Sdtz hnks) eischemt namlich als Elemeit c loi involutori- 
SLhen Reibe \on weluher fünf Punkte geguben sinl nach bat ^ oS 1 Abschnitt, 
lollkommen bestinmt Dasselbe gilt auch bezüglich des Durchschnittspunktes 
dei vierten beite des zweiten Viereckes Die fünf Puiiltte sind aber dieselben 
iür jede dei beiden uuolitonschen Re hen welche Inieh Jic zwei Vierecke zu 
Stiniö kommen daher müssen auch dit beiden ii Ira^e stohonlen Durch- 
hchmttspunkte coiacidiren — Der 'satz rechts 1 ann m ginz analoger Weise 
be^iündet werden 

Ans diesen Sätzen folgen die nachstebenden . 

24. Wird ein Viereck, das Wird ein Viereck, das 

eiueni Kegelschnitte eingc- einem Kegelscbnittc um- 
schrieben ist, der art verändert, schrieben ist, derart verän- 
dasses demKegelscbnittc dert, dass es dem Kegel- 
eingeschrieben bleibt und drei schnitte umschrieben bleibt 
seiner Seiten sich um drei und drei seiner Ecken sich 
ihrer Punkte drehen, welche in drei Geraden bewegen, 
derselben Geraden angeboren, welcliegegen denselben Punkt 
so drelit sich die vierte Seite convergiren, so bewegt sich 
ebenfalls um einen Punkt die- die vierte Ecke ebenfalls in 
ser Geraden. einer durch diesen Punkt 

gehenden Geraden. 

Cüincidircn in dem eingeschriebenen Vierecke (Satz links) zwei auf einan- 
der felgendü Eckpunkte, so geht die durch letztere bestimmte Seite in eine 
Tangente und das Viereck in ein Dreieck über , dessen Seiten dieselben Punkte 
enthalten, um welche sich drei Seiten des Viereckes drehen. Fallen zwei aufein- 
ander folgende Seiten des umschriebenen Viereckes (Satz rechts) zusammen , so 
wird der Durch seh nittspunkt dieser Seiten ein Berührungspunkt und das Vier- 
eck verwandelt sich in ein Dreieck, dessen Ecken in denselben Oeradeu liegen, 
welche die Ecken des Viereckes enthalten. — Diese Beinerkungea lülircn ?.ü 
einer einfachen Lösung folgender Aufgaben: 

EineniKegclsehnitte soll Einem Kegelschnitte üo!1 

ein Dreieck eingeschrieben ein Dreieck umsclirioben vver- 
werden, dessen Seiten durch don, dessen Ecke.n in drei b c- 
drei bestimmte Punkte einer stimmten, durch denselben 
Geradengehen. Pnnklgebenden Geraden 

liegen. 
Man consti'Liirt irgend ein dem Kegelschnitte cingi'schriebcnes Viereck, von 
welchem drei Seiten durch die drei gegebenen Punkte gehen und Kieht aus dem 
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Duichfi,boitte dßi vierten &eitc mit dei dunh die dm Punkte bescim inten fxe 
laden eine Tau{,Lnte au deu Kegdschnitt Dti beiubinnj^sininkt ditser iangeuto 
ist ein Eckpunkt des \erlungtGii tiiio aLliiiebencn Dieieokes — Das um 
5Lhticbcii(. DreicLk (^ut^tbe leclitsj «iid dmi,li tol^Lii Ib Constmctuii ethalten 
Min zeichnet iigend ein (lern Kef,clsoliiutto umBcbiiebenes VieieUt, von 
welcbcm drei Ecken in dm gegebenen drei Goraden hegen, und veibindet du 
vierte Lcko mit dem Durcbscbnitte dei drei Guadeii Diese Vtrbiiidungslimc 
tiiftt den Kegelschnitt in zwei Punkten wcUht so geUgi'n sind Jass die in ilinen 
gezogenen Tangenten beiteo zweier Dreiecke werden, deren jedes die verlangte 
ßedingung eituUt 

Wir 'schlicsBen auf, diesen Losungen dass obigen Aufgibt n (ntncder k in 
Dreieclc od(r zwei verschiedene Dieicckt ciitsiirechcn — 
SpeualitWen dei Sätze 20 sind aneli die folgenden 

25 Die Dui eUscbnitts Die Vei l)i n d un^slinun 

punltte irgend einer Geraden, irgend eines Pnnktea, welcher 
welche sich in der Ebene eines der Ebene einea einfachen 
einfaebcn Vi ereckes befindet, Viereckes angehört, mit den 
mit den Seiten und Diagonalen Ecken des letzteren und den 
dos letzteren bilden eiueinvo- zwei Durchschnittspunkten 
lutorische Punktreihe. Ent- der gegenüberliegenden Seiten 
sprechende Punkte dieser bilden einen i nvolutoriseben 
Stralilenbüschel. Eutspre- 
chende Strahlen dieses Bü- 
schels sind je zwei durch ge- 
genöboriiegende Ecken gehende 
Verbindungslinien, sowie jene, 
welche die Schnittpunkte gegen- 
über liegender Seiten ent- 
halten. 
Dass diese Sätze nur Specialitäten der Sätze 20 bilden, leuchtet ein, wenn 
man die beiden Diaguiiuleu, be;:iebunirsweis;p die zwei Schnittpunkte der gegen- 
überliegenden Seiten, als einen KegelBchnitt belvachH't. Zwei sich schneidende 
Gerade, sowie zwei Punkte, können ja bekanntlich als ein Kegelschnitt aufgcfasst 
werden. Bilden zwei solche Gerade die Diagonalen eines Viereckes, so erscheint 
letzteres dem durch diese Geraden rcpräsontirten Kegelschnitte eingeschrieben. 
FasBt man hingegen die beiden Durch schnittspunkte der gegenüberliegenden 
Seiten eines Viereckes als einen Kegelschnitt auf, so erscheint das Viereck 
diesem Kegelschnitte umschrieben. 

Geht die schneidende Gerade (Satz links) durch den Schnittpunkt zweier 
gegenüberliegender Seiten oder der Diagonalen, so ist dieser Puiiltt ein Doppel- 
element der invoiutorisclien Reihe. Verbindet die schneidende Gerade beide 
Schnittpunkte der gegenüberliegenden Seiten, so geht die involutorische Reihe 



Reihe sind je 


zwei in gegon- 


üheriiegendeii 


Soiten bofind- 


liebe, sowie di 


c Schnittpunkte 


mit den Diagoi 


lalen. 
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betre/fende Satte und Aufgaben. 137 

in eine harmonische über, wactitiem die rs nannten Schnittpunkte Doppel elemente 
bilden. Ea zeigt sich also, dass der Satz 37, 1, Abschnitt auch eine Spcdalitat 
des obigen Satzes ist. 

26. Bleiben zwei gegen- Bleiben zwei gegenüber- 

ttberliegende Winkel eines liegende Seiten eines verän- 
veränderlichen vollständigen derlichen, voüsländigen 
Vierseits ihrer Grösse nach Vierecks ihrer Grösse nach 
constant, während sie sich constant, während sie sich in 
um ihre Scheitel drehen und den Geraden, anf welchen sie 
eine dritte Ecke irgend eine liegen, fortbewegen und eine 
bestimmte Gerade durchläuft, dritte Seite sich um irgend 
so beschreiben die drei übri- einen ihrer Punkte dreht, so 
gen Ecken Je eiaeu Kegel- bilden die drei übrigen SeiteD 
schnitt, der durch die er- Tangenten je eines Kegel- 
wähnten zwei Scheitel geht.*) Schnittes, der auch die erwähn- 
ten zwei Geraden berührt, 
(Satz links.) Die Ecken des vollständigen Vierseits nennen wir PMÄM^ 
BC {Fig. 42), die Scheitel der Winkel a und ß, deren Grösse constant bleiben 
soll, seien M und M^ und die Ecke, weiche sieb in einer bestimmten Geraden 
g bewegt, heisse P. Jeder Schenkel der genannten beiden Winkel beschreibt 
während der Drehung einen Strahlen- jpjg 42.) 

bUschel, es kommen somit vier Strahlen- 
büschel üu Stande, von welchen die durch 
MP, Mj^P erzeugten perspectivisch liegen, 
weil die Durchs chnittspuaktc von je zwei 
sich entspteehcudeu biruhlen <i(r plbnn 
«Lh auf der Gcnden g befanden Itiis*, 
zwei Büsdicl sind daher auth piojci, 
tivisch verwanit Nachdem nun die duith 
MP und Mi entstehenden Büsdicl seniL die Büschel nelün durch M^P und 
Jfjjl zu Stande kommen, congtuent sind so müssen alle vier SirahlpiihliBchtl 
untereinandei projectivisth verwandt sein Daraus lolgl dass je zwei \oh ihnen, 
welche nicht perspeaiviseh hegen einen Kegelschnitt cizeugeu also die Schenkel 
M 1 und M^ 1 ferner J£Pund M^Ä, endbch MA und M^P Die Ecken ABC 
in denen sich diese Paare von Schenkeln schneiden, beschreiben somit je einen 
Kegelschnitt, der durch M und M, hindurcligehl. — Gibt es eine Stellung des 
Vierseits, in welcher die Seiten MA, M^A coincidiren, so beschreibt der Punkt 
A ebenfalls eine gerade Linie dj, in diesem Falle die \wi den genannten Schen- 
keln erzeugten Strahlenbtschel pertpei tivisi-h liegen 




*) Newton stellte diesei Thpurem unterdem Titpl Organische BeBohreibimg 
der Kegelschnitte" zuerst auf (Enumeratio linearnm tertu nrdiniB. 1706). 



y Google 



1"S Z (? ■Ü'ii-ft tt t Khehie l r K g l el t1 

(SaU recht? ) Sind ABCD Euken des \ollstaiiiligen Vicrouks «id 
bevegen sich die Seiten \oii Lonstantei Gio'^se iL un! ( JJ in den Geraden 
au£ ;\ eichen sie liegen derart das« die Verbin duBgshiiie dei Punkte i und JJ 
btets dunh ein un 1 denselben Punkt geht so bilden lie cm einen fetelluifecn 
von ^ unl D Elemente zweier perepeUiviscU liegen )er Reihen Ua niiu dii, 
ßoihe welche B durchlauft der durch A ei zeugten Lon^ruent ist und cbo ho 
die duich C erzeugte jener welche diicl I) zu Stande kommt lon^iaeit s in 
mu83 so Bind alle iier durch die Punkte 4. B G D e nti^te he n Icn Reihen uitei 
einander irojectivisch \erwaiidt Daraus folgt dais lie Projectionsairahlen \ön 
je Mei diesei Reihen welche muht perspei.tivifich liegen T-iigentcn (inus 
Kegelscl nittes bilden der auch die Geraden m denen sich iB ii d TD 1 e^vc^ei 
tangirt — ^ennheiugend unei I i^e des ^leiecks dif Punkte .B und ( nit 
dem Duichs hnittc der beiten AB und (B comcidiien so schneiden sich he 
BammthL,hDn Veibmdungslinien lon B und G u einem oiniigtn Punkte nacl de n 
Hl diesem Falle die von den genannton Punkton erzeuf,ten Rtihen peisiec 
tniBch hegen 

Wie man zu veifahren hat um mit Benützung obigei ^ätze beliebig \io1b 
Punkte beziehungsweise behebig vielo Tingeuten eines Kegel schnitt es zu cihil 
ten wenn flinf Punkte oder fünf TingLnten des Ictzteion gegeVen sind bedarf 
wohl keiner eingehenden Erl lärung Das weaentliokc iabei ist im (.rateren 
Falle die Eimittlung dei Geraden welche Aon einei Ecke los \ietseits lirth 
laufen wird im zweiten die Aufiinduig jenes Punktes um welchen sich omc 
Seite des Vietecks dicht 

27. Bleibt die Grundlinie Bleibt der Winkel an der 

eines veränderlichen Drei- Spitze eines yerändorlichen 
eckesder Grosso naehcon- Dreiecks der Grösse nauh 
stant, während sie sich in eonstant, während er sich um 
irgend einer bestimmten Ge- seinen Scheitel dreht und die 
radcn fortbewegt und die bei- beiden übrigen Ecken sich in 
den übrigen Seilen sich um zwei Geraden fortbewegen . so 
Kwei ihrer Punkte drehen, so tangirt die Grundlinie stets 
beschreibt die Spitze des denselben Ko gelschnitt, wel- 
Dreieeka einen Kegelschnitt, eher auch die zwei erwähn- 
weleher durch die zwei er- ten Geraden berührt, 
wähnten Punkte geht. 

(Satz links.) Das Dreieclt heisse ABO, die Grundlinie desselben sei BC 
und die Punkte, um welche sich AB und AG drehen, nennen wir Jf und M^^. 
Bei dieser Drehung beschreibeu die Seiten AB und AG zwei prejectivische 
Strahlenbüschel. Die Punktreihen, welche B und C während der Bewegung der 
Grundlinie durchlaufen, sind nämlich wegen der constaaten Grösse der letzteren 
congrnent und da die zwei Strahlenbüachel Scheine der zwei Reihen bilden, so 
müssen sie projectivisch verwandt sein, woraus oben folgt, dass der Punkt A, als 
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betreffende ßäfze und Aufqahen l^q 

Dui ch'-chmtt'ipuiikt le omes Paares sich entsprechenclei äliihleti iinou IVL^el 
schnitt btsclireibt Dass dicsci Kegetscbüttt duicli die Mitkliuiikto M uud 1j(j 
der erzeugenden StraLlenbti^chol geht bedarf keines Beweises mehr 

(SaUiechts) Ist ABC das veianderhche Dreieck A seine Spitze und 
bewegen sich die Punkte B und ( bt-ziehungs weise m den Gciaden / und g^ 
wilirend dei Winkel bei A seine O-iesso nicht andeit &o beschieiben iie Seitt,n 
AB und AL ofE(.nbar zwei Longrncnto Strahlenbu^chel daher müssen die auf a 
undjj als Schnitte dieser Lft^chel sich ergebenden Punktieihen i rojectivisüh 
veiwandt sein Naohdem nun die Giundhme des Dteieckes stets je zwei ent 
ainecbende Punkte der i^eninnteii Reihen \eibindU so t-ingut sie be&ftndig em 
und denselben Kegelschnitt. 

28. Drehen sieh die Seiten Durchlaufen die Ecken A^, 

a^, ttj . . . . «,i eines veränder- A^ . . . . A,, eines veränder- 
lichen einfachen »ecks der liehen einfachen «ecks der 
Reihe nach um « ihrer Punkte Efeihe nach m Gerade g'^, jf^ . .g^, 
M^y M^ . . . . M„ , während m — 1 während n — 1 Seiten %, 
Eckpunkte jäj, -^3 .... .A„_i der- «^ , . , . h„_i desselben sich be- 
selben sich boziehungaweis e ziebungsweiae um ihrePunktc 

auf den Geraden (?^, 3a ... .j;„._i M^, M^ J)f„_i drehen, so 

bewegen, so beschreibt die tangirt die letzte Seite und 
letzte Ecke und jeder Schnitt- jede Diagonale des weeks stets 
punkt zweier nicht unmittel- je einen Kegelschnitt. Jeder 
bar aufeinander folgender Sei- dieser Kegelschnitte berührt 
ten des wecks je einen Kegel- auch jene uwei Geraden, wel- 
schnitt. Jeder dieser Kegel- che die beiden Ecken durcb- 
schnitte geht durch jene zwei laufen , deren Verbindungs- 
Punkte , um welche sieb die linic eben den Kegelschnitt 
beiden Seiten drehen, deren tangirt. 
Durchschnitt oben den Kegel- 
schnitt beschreibt, *) 

(Satz links.) Um den Beweis lür diesen Satz herzustellen hdt man nur 
zu zeigen, dass die von den Seiten wlbiend ihtei Diebung besühiiebenen Strah 
lenbttschel alle untereinander projcUmsch veiwandt sind ■— Dass dei Büschel 
ivelchen die Seite % (Fig. 43) bei ihrer Dithung um M^ besi-hreibt jenem 
Btkscbel projectivisch ist, der durch die Seite «^ während ihier Diehunf, um M 
zu Staude kommt, folgt aus dem Umsttinde dabs die btideu Bitschel peispec 
tivisch liegen, nachdem der Durchschnittspunkt Ij von je iwei lUtoi Stiahlen 
stets auf der Geraden (Cj gelegen ist hAiHMaO lisst siuh nichwcisün dass je zwei 



*)Braikenri(ige uud Mac Litiiin fanden diesen Sata fast gleiLh/eitig 
Dereelbe wurde zuerst in einem Werke von Braikenridgc veröffentlicht, 
welches 1733 erschien. 
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140 Zweiter Abschnüi, Verschiedene, die Kegelschnitte ete. 

Büsclicl, dio von zwei beliebigen, sich in einer Ecke des Polygons schneidenden 

Geraden erzeugt werden, perspcctivisch liegen. Daraus folgt, dass alle von den 

Seilen lieBchriebenrn Strahlenbüscliel pro- 

I jectiviscli verwandt tind und damit ci'sclieint 

1 incli obiget Satz geieuhtf erlitt 

Der Beweis füi den Satz lechts kann 

I ^'•n/ imloger Weise gCoebtn werden 

s haniclt sich nur daran) zu zeigen dass 

; zwei \on unmittelbar aufeimndir foloCn 

I lien Ecken wählend ibrer Bewegung zwei 

pcrspectiMscb liegende l'unktieiben crzeu 

,n, dass also alle durch die Be^cguOe der 

I Ecken des Polygons sich eigtbtndo Punkt 

reihen piojectivisch verwandt sind 

Zum Schlüsse dieses Capitelb betrachten wii nochmals tolfccnic ÄuEg-vhmi 

DieDoppclpunktezweier Die Doppolstralilen 

con j ectivischer Punktreihen zweier concentriscb liegen- 

sollcn bestimmt werden. der, proj ectivischer Strahle u- 

büschel sollen bestimmt 

AA^, BBj und CC^ (Fig. 44) seien drei Paare sich entsprechender 
Punkio zweier conj ectivischer Reiben, deren Dopiiclpunktc ermittelt werden 

,, , sollen. Man beschreibt 

(lug. 44.) 

einen beliebige» Kreis 
und verbindet irgend 
ciiicu Punkt M desselben 
mit den gei i (cn sccl s 
Punkten dci ho d ße 
hon. Dio Dnrcb cl u tte 
dieser Verb dmgsl c 
uäinlich de Ge ide 
welche duich ABC, 
A^B^C^ gehen, mit dem 
Kreise nennen wir bezie- 
hungsweise aßy, «i/^iJ'i- 
Nuu verbindet man a mit 
(9j und j'j, dann «[ mitj? 
and y, wodurch sich i;ii Schnitte von aß^ uiid a^ß der Punkt P, im Schnitte von 
ß/j lind a^y der Punkt Q ergibt. Die Gerade PQ trifft den Kreis in zwei Punk- 
ten ö und d', welche mit Jlf verbunden Linien geben, deren Dnrcbsebnitto D 
und T)' mit dem Träger der conjectivischen Reihen die gesuchten Doppel- 
punkt!: siml. 
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Pol und PoUiie eines Kegelschnittos. l-il. 

Der Beweis für lie=e Auflösung ist folgondf ( Die Verbindungslinien des 
Panktes M mit AFC A^J'jf ^ biHcn zwti piojectiMScb verwandte 

Strihlenbüs hei welilie «ii dm 1 S und Sj be?ei hnen wollen J)u beiden 
Strahlen bü'ichel weldie aus den Verbind an ^slinien des Punt tes a mit 
a^ß^y^ Uni des PunktLs a, mit aß') bestehen nennen wir t, und s^ 

Da nun S! mit s^ und S^ mit » projeclivisdi veiwanit ist nachdum je 7v,ei ent 
%\nec\ ende Strahlen dieser Btts bei sich in eiiiem Punkte des Kreises schneiden 
so müssen auch s und e^ projeclivisch verwandt sein Wie leicht einzusebfn 
entipreehen den Strahkn a«j «/?, ßy, im ßttschel i die Stiahlen a^a a^ß a y 
im Büschel »^ woianR hervorgfbt Uiss diese zwei BUschel perspüttnisüi Ik ' u 
da sie den Strahl an^ CDtsprechend gemein haben Der geradlinige Dnich 
scliniit von i und s^ ist die Verbindungslinie der Pinkte P und Q Wird nnu 
irgend ein Punkt der Geraden PQ mit a nnd a^ verbunden und vtibin let man 
ferner die Punkte in welihen die beiden o eihaltenen Geiaden den Kreis 
schneiden mit IX so sind letzteie zwei Verbindungslinien offenbai sich enfspie 
cbende Stiahlen der Bttschil 'J und 5^ Daiaus folgt dass die Geiaden Md und 
Ild" Doppelst! ah len dieser BUs hei &ein mUsscn dass also au h D und D 
Dupielpunkte 1er gt-gcbenon (onjeutiviSLbpn Reihen sind 

Schneidet Py den Kieis ni ht so haben die beiden Reihen keine reellen 
Doppelpunkte, beiöhrt PQ den Kieis, so isl nui ein le llei Doppelpunkt 
vorhanden. 

Die Aufgabe rechts wird wohl am einfaehsten dadurcJi gelöst, dasa man 
beide Strahlenbüschel durch irgend eine Gerade schneidet, die Doppelpunkte 
der auf dieser Geraden entstehenden coiijectivischen Reihen bestimmt und die- 
selben mit Atia Mittelpunkte der Büschel verbindet. Letzteres entfiUt, wenn man 
den Kreis so annimmt , da^s er durch den genannten Miftelpunkt hindurchgeht. 



g) Pol nud Polare eines Kesjelschnittes. 

Aus dein Satze 14, 2. Abschnitt kann eine Reihe wichtiger Eigenschaften 
der Kegelschnitte gefolgert werden, von welrhen wir nun die liauptsächlichsten 
in Betracht ziehen wollen, 

ABCB (t'ig. 45 und 4<i) *) seien die Eckpunkte eines einem Kegelsehnitte 
umsehriebenen Viereckes, Q und R die Dureh schnitte von je zwei Gegenseiten 
demselben und P der Schniltpunkt der beiden Dngonilen Nach Satz 14 gehen 
auch die Verbindungalinien der BerührungspnnKte P F und (?, H je zweier 
gigenüberliegenden Seilen doieh den Punkt P und die Schnittpunkte JC, £ der 
fteffenüberliegenden Seitin des eiugeschuebenen Vierecks GBHF befinden 
aiUi im Uitii.h'ichnitt*, von QR ho/ii hungmeise mit BD nnd .^40. Die Diagonale 

*j Die obigen Erklaiungen beziehen sich aut Iwnie Fifrucen zugleich. Letztere 
untPisrheiitn sich -wesentlicli niu diJurch date m du emen die Gerade QR ganz 
auaierhalb des Kegelschnittes liegt wählend sie in det aadeien die Cui-ve schneidet. 
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142 Zmeiier Äbscimitt. 

EF des eingeschriebenen Vierecks wird von ihrem Schnittpunkte M mit KL 
und dem Paukte P harmoniach getheilt. (Satz 37, 1. Ähachnitt). Daraus folgt, 




da3S der Funkt P seinen Ort nicht ändert, wenn die Punkte Jf, F und H, mit 
denen er eine harmonjsclic Reihe bildet, an ihrer Stelle bleiben. Letzteres ist 
der Fall, wenn die in Q sich schneidenden Tangenten öx bleiben, während die 
beiden anderen Tangenten, welche sich in E treffen, ihre Lage derart ändern, 
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Fol und Polare eines Kegelsclmütea. 143 

dass U sich beständig auf der Geraden MQ befindet. Die BerUhrungs- 
pnnltte aller Paare von Tangenten, welche sich in irgend 
einem Punkte It der Geradon MQ treffen, gehen somit durch 
ein und denselben Punkt P. 

Der Punkt P wird der Po! der Geraden jlf^ lind diese die Polare des 
Ponlitcs P genannt. 

Die Diagonale GH des eingeschriebenen Vierecks wird von P und dem 
Schnittpunkte JV derselben mit MQ ebenfalls harmoniseb getbeilt. Nachdem 
nun diese Diagonale mit der Bertthi'uugssebne der beiden Tangcnteu identisch 
ist, welche sich in M schneiden, und letzterer Punkt ganz beliebig in JlfQ 
angenommen werden kann, so musa, was für die Sehne df gilt auch fUr jede 
andere durch P gehende Sehne gelten, woraus der Sat« folgt; 

29. Pol nnd Polare theilen jede durch ersteren gehende 
Sehne harmonisch. 

Aus diesem Sat/.e gehl hervor, dass der Pol ausserhalb oder 
innerhalb des Kegelschnittes liegt, je nachdem letzterer von 
der Polaren geschnitten wird, oder nicht. 

Berührt die Polare den Kegelschnitt, so ist ihr Be- 
rührungspunkt der Pol. Denn in diesem Falle ist der Berührungspunkt 
zugleich der jJui-ehscbnitt aller Berührungsselinen von je zwei Tangenten, 
welche sich in einem Punkte der Polaren schneiden. 

Ist p irgend eine in der Kbene eines Kegelschnittes gelegene Gerade, 
80 kann der Pol P dieser Geraden in verschiedener Weise ermittelt werden, 
wie folgt: 

1. Man zieht aus zwei beliebigen Punkten Q und U der Geraden p je ein 
Paai von Tangenten Der Durchschnitt der zwei Berührnngssehnen EF und GH 
ist dei gesuchte Punkt 

2 Mau zeichnet irgend ein dem Kegelschnitte umschriebenes Viereck 
ÄBCB bei welchem je zwei gegenüberliegende Seiten sich in einem Punkte 
der Geraden ji 'schneiden. Der Schnittpunkt der Diagonalen des Viereckes ist 
der Pol von p. 

3. Man zieht ans einem beliebigen Punkte Q von p /.wei Tangeuten an 
den Kegelschnitt und ermittelt, jene Gerade, die mit p und den zwei Taugenten 
einen harmonischen Stralilenbüschel bildet, in welchem die Taugenten einander 
zugeordnet sind. Der Schnittpunkt der so erhaltenen Linie mit der Bevühruugs- 
sehne der beiden Tangenten ist der Punkt P. 

4. Man zieht aus zwei beliebigen Punkten Q und R der Geraden p je ein 
Tangentenpaar an den Kegelschnitt und bestimmt /u jedem dioser Paare und 
der Gerailen j? den vierten harmonischen Strahl derart, dass die Tangenten 
einander zugeordnete Strahlen werden. Die zwei so erhaltenen Strahlen 
schneiden sich in P. 



y Google 



144 ^ Bttn AI sc/t litt 

'"> Wenn ^ die Cnive schneidet (Fig 46) so ergibt sich P emfaih ah 
Duifh'^chnitt dci beiden Tangenten welche m den Schniltj unkten I nnd T der 
Geraden^ mit dem Kegehchnitte an letzteren gezogen weiden können 

Die untei 3 und 4 angegebenen Constructienen iinleii ihre Begründung 
dann dass jede ■luri.h P gehen Je Isehne ie<! KegehchniUes von Pundj; 
harmonisch getheilt v,itA 

Dei Beweis tüi die let?te der angefühlten Constin tionen ^ehl aus iei 
nnter 1 angegebenen henor Wenn inmhch Q und S mit T und / cuintidiron 
Bo fallen aui,h die BerUhrungssehnen der \ou Q und E ausgebende» lauRenlen 
piare mit den in T und T gezogenen Tangenten /u'fammeu letztere müssen 
sioli aho in P schneiden 

Um ZV einem in det Ebene eines Kegelschnittes befindlichen Punkte P die 
Polare p zu tindmi kann min anl folgende Arten «erfahren : 

1' Mau zieht dur(,h P zwei beliebige Gerade, welche den Kegelschnitt 
schneiden betiarhtet dieselben als Diagonalen eines dem Kegelschnitte einge- 
scbriebenen Viereckes DGFH und bestimmt die Schnittpunkte K und L der 
Gegenseiten dieses Viereckes. Die Verbin dangsünie der Punkte K und L ist die 
gesuchte Polaie 

2' Man /euhuet iigend ein dem Ke^elsUinitte umschriebenes ViLiLck 
ÄBCD dessen Diagonalen sieh in Pscbneidtn Die Veihindungslinien dei zwei 
Punkte Q und S in welchen sn-b je zwei tregeuseiten dieses Viereikes treften 
ist die Polaie \on P 

3' Man zieht duicb P irgend eine dieCur\e schneidende Gerade bestimmt 
auf diesei Geiaden jenen Punkt M welchei von P durch die Cuiveopunkto E 
und F haimoniscb getrennt wiid und voi bindet M mit dem Srhnittpunkte Q der 
in E nnd F gezogenen Tangenten Letzleie Vetbindungslinie ist die gesuchte 
Polare. 

4' Man ^leht duich 1' zwei beliebige die Curve schneidende Gerade, 
bestimmt 1» jedei ditser Geiaden lenen Punkt Jf beziehungsweise if weither 
von P dun h die betieffeudcn Schnittpunkte E F und Cr H harmonisch getiennt 
wird, und verbinde! Jlf mit 2V Leizttrt Veibiiidungshnie ist die gesuchte Polaie 
5 Liegt PanssLihalb dem Kegehchnitte (Fig 4(0 so ist die Berühiungs 
sehne TT dtr aub P an die Cnrvc gezogenen Tanf,enten zugleirb die 
Polare von P 

Alle diese Constructionen bnka iliie eintaclif Beginn lung in den \onii'! 
gehenden Erklärungen. 

30. Die Polaren aller Punkte einer Geraden p gehen 
durch den Pol P dieser Geraden und umgekehrt liegen die 
Pole aller durch ein und denselben Punkt P gehenden Geraden 
auf der Polaren p des Punktes P 

Dieser Satz kann auch in folgendei Form ausgedrückt werden: 



y Google 



I'ut niid l'nUm: eines Keijel schnitt es. I4i) 

Bewegt sir.li o i n Punkt' Drfiht, sich eine Gerade 

in einer Gera ilon p, fio (Ire lil. um eiticu in i li r Hege «den 
Bich seine Poiare um den Pankt P, so bewegt sioli ihr 
Pol P dieser Geraden, indem Pol auf der Polaren p dieses 
sie beständig dnrch !et?il.oren Punktes, 
hindurchgeht. 

Dass die Polaren aller Punkte einer Geraden p (Fif^. 45 und 46), welche 
ausserlialb desKogelsehnil.tes liegen, dureli den Pol P dieser Geraden gehen, 
ergibt sich einfach daraus, dass die Her iihmngss ohne (z. B. EF oder GH) irgend 
eines Paares von Tangenten die Poliic jenci PmiVtßs (Q oder S) ist, in welchem 
>ii h die beiden Tangenten sdmeiien (Siehe obige Coiistrnctioii 5') Von diesen 
Bemhrnngssehnen wurde ja nat hf,e wiesen dass sie alle dnrcli den Puiiiit P 
gehen — Her Beweis d^fdi, das die Poliitn jonet Punkt* von jo, welche 
innerhalb dis Kegelsi hnilte^ liegen ebenfalls durch P gehen müssen, kann \yie 
folgt ge^ebbn werien Ist M {V\^ 4(j) ein bilifiigtr innerhalb der Curve 
gel(s,(ner Piuil t vonj und man ivilt li iolaie \on Jlf ermitteln, so geschieht 
dies dilitrch daasmiiizwei beliebige ■^nh in Jlfsihnti lendc Sehnen 3T' und 
JSFiieht und die Sihnitlpunl te jener zwei Tingentenpiare, welche den Kegel- 
schnitt in den Endpunl ten dei beiden Sehnen berühien, dnrch eine Gerade 
veibindct Lct/tere ifl lim die Polaie \(ii IS (Siehe Constriietion 4'). Da nun 
eine d»,i Schnei TT so genilliK weiden kann las= sie mit der Polaren p 
com idiil so musB die Potaie von M dutch den Schnittpunkt der in T nnd T' 
ge70genen Tangenten nlmliUi dnich den Pol P gehen 

DobS die Pole tller dnreh lii oud donsLibcn Pnnkt P gehender Geraden, 
welclie die Curve schneiden in der Polaien ^ von Pgelet,en sind, leuchtet ein, 
«cnn man betüeksichtigt dass der üurLlisehniltspnnlit Kweicr Tangenten 
zu),kiLh der Pol der Berllhrungssehnt, dieser Tingenten ist (Coustruction 5) 
unidass die Dnichschnittsp unkte aller Tauge n ten pa »re deren BerUhrungssehneu 
dnrch ein nnd denselben Piml t P gehtn sich auf di r Polaren vonPbefindcn — 
Um einzusehen dass die Pole auih n,iiei durch P gehenden Geraden wekhc 
die Cnrvo nicht schneiden in dei Polaien vtn P liegen müssen eimnere 
man suh an die untei 1 angeführte Constrnction ?ur Fimittluiig des Pole^ 
wenn die PoHie gegeben ist Wollte man ? B filr die Gerade FQ (Pig 46) dtn 
Pol laich diese Constniction ermitteln so hätte man aus iwti hüiobigen 
Punkten von FQ je ein Tangentenpaar cu ziehen und den Schnittpunkt du 
IJeröhrungssehnen dieser Tanf,entenpaaie zn bestimmen Nachdem nun i5s 
bihnittpnnkt eines dei zwei Paare von Tangenten immei Icr Punkt P gewühlt 
werden kann und die Beililirungssehne dci sich in Psdiüoidonden Tangenten 
?iif,leic!i di< Polare von Pist so mu s der Po! von PQ in dicsci Polaiui liegen 
Aus obigem Satze 30 ergihl sich unmittelbar der folgende : 
Sl.Die Polare das Durchschnittes zweier Geraden ist 
die Verbindungslinie der Pule dieser zwei Geraden und 

3taHillRl: Lcbtlinch Arn n«wiKi\ Qnnmctrio, 10 
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Da nimli li die Polaie eines PuiiktGi wel her auf 7wei tjeiaieii zut^leuli 
liegt dnirh den Pol einet joden dei zwei Geraden gehen mnsa so kann sie nur 
die Vcibindun^slinie let Pole licser beraden sein Umsckehit ist der Pol der 
Verbmlungsluiie zweioi Pmkte lein nnlcrei F irikt nK dei Duichsdm It dir 
Polaren dieici znei Punkte weil der Pol einet Geiadea wclehe duich ynei 
heetimmte Punkte gdit, nach Sau 30 m jeder dei zwei Polaren dieser Punkte 
liegen muss 

Ist j irgend eine Gerade in der Lbene eines Kegelschnittes un I 1 ih 
Pol so sagt man dass Punl irgend oin Punkt von jj ponj uf,ii te Puilti 
in Bezufc auf den Kogelsdinitt sind wXliren 1 die feciale p und irgend eint 
duich PgehtndL Ueiade der Lbenc des Kcgelsohnittos onjugitte Gerade in 
BL7ug anf du Cnive gemiinl werlen Nicbdem dio Polaie ein s iiden PunktcB 
\in p daicli P fcelit und umgekehrt d r P)l emci j den durih P gel ende i 
{let ideii in j) t,plegen ist so 1 ann man aucli sagen 

Zwei conjugirto Punl te Zwei conjugirto Geiadc 

in der Ebeue eines Kegel- in der Ebene eines Kegel- 
schnittes sind solche, deren Schnittes sind solche, deren 
jeder in der Polaren des jede durcli den Pol der andern 
mdoienliegt geht 

Wtnn die Verbindungslinie ?weiei lonjugirtet Punkte den Kegelschnitt 
schnellet so folgt aus Satz J') 2 Abschnitt las'^ diese Punkte duidi die 
&(bnitti)unkte det Verbindungslinie mit dei Curvc liaimonisch getrennt weiden 
Auch eigibt sich dass die aus dem Dutobsi.bnittspnnkte /weici conjugiiter 
Geraden gezogenen Tangenten diese Goialen haimunistli trennen 

Dei Beitihiungspunl t jedet Tangente eines Kegelschnittes ist den obigen 
Erklärungen zufolge allen Punkten dieser Tangente also auch sn,li selbst 
(oniugirt und jede Tanf,ente ist allen durch ihren Berührungspunkt f,el!endeti 
bpiaden det Ebene des Kegelschnittes also auch sich selbst conjUniit 

d2 Jedei Strihlenbtlschel welcher luich die Polaren 
der Punkte einer Panktreilie gebildet wird, ist mit dieser 
Reihe projectivisch verwandt und liegt gegen dieselbe 
involutorisch, Entspre chende Elemente sind je ein Punkt 
und seine Polare. 

Um diesen Satz zu rechtfertigen, nehmen wir an, p {Fig. 45 und 46) sei 
der Träger irgend einer in der Ebene eines Kegelschnittes gelegenen Punktreiho 
B, und P heisse der Pol von p. Bestimmt man zu beliebig vielen Punkte™ 
ABO ... \o\i It. die Polaren so gehen letztere nach Satz 30 alle durch P und 
bilden somit einen Strahlen hü schel abc . , . . , von welchem wir zu beweisen 

haben, dass er mit der Reihe ABC projectivisch verwandt ist. Nach 

der unter 1' angegebenen Construction wird zu irgend einem Punkte L der 
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Pol und Polare eijtes KeyehchniUm. 

Geraden p die Pokro erhalten, wenn man aas L zwei die Curve 
Gerade, LE nnd LF zieht, dieselben als Diagonalen eines dem Kegelscbnitte 
eingeschriebenen Viereckes EFGJ7 betrachtet und die Schnittpunkte je zweier 
Gegenseiten K und P des letzteren verbindet. KP ist dann die Polare von L, 
Geht die Sehne EF durch den Pol von p, so muss K ia p liegen, denn wllrdc 
man nach 1' die Polare von P construiren und dabei EF und GH als die zwei 
durch P beliebig zn ziehenden Geraden wählen, so mflsste sich p als Vorbindungs- 
linie der Punkte K uud i ergeben. Verbindet man also irgend einen Pnnkt L 
der Reibe E mit dem Endpunkte E einer durch P gehenden Sehne lEF nnd 
heisst der Schnittpunkt von LE mit dem Kegelsehuitte 0, so trifft die Gerade 
GF den Träger von B in einem Punkte Jf, welcher der Polaren von L angehört. 
Alle Geraden E& und F6- bilden nnn zwei projectivische Strahlen böse hei s und 
s^ mit den Mittelpunkten E und F, da je zwei Strahlen JSG und FG der- 
selben, welche man als einander entsprechend betrachten kann, sich in einem 
Punkte G des Kegelschnittes treffen. Von diesen Büscheln liegt der eine, 
nämlich s,, gegen jenen Büsche! S perspectiv! seh, welcher von den Polaren KP 
aller Punkte L gebildet wird. Es sind also 8 nnd Sj, folglich auch S und s 
projectjviscli verwandt und daraus ergibt sich, dass aucli die von den Punkten 
L gebildete Reihe B, welche ein Schnitt des Büschels s ist, mit dem Büschel S 
projectivisch verwandt sein muss. 

Nachdem S gegen die von allen Punkten K gebildete Reihe perspectiviscU 
liegt, so müssen auch die durch K und L entstehenden Seihen projectivisch 
verwandt sein. Die Punkte K und L sind nun, da jeder in der Polaren des 
andern liegt, conjugirte Punkte, man kann also sagen, dass die Eeihen, welche 
von allen Paaren conjugirter Punkte ein und derselben Geraden gebildet werden, 
conjectivische Reihen sind, in denen sich je zwei conjugirte Punkte entsprechen. 
Aus dem Umstände, dass dem Punkte Jj der Punkt K entspricht, ob man L als 
Punkt der einen, oder der andern Reibe betrachtet, folgt aber auch, dass die 
von allen Punkten K und L gebildeten Reihen involutorisch liegen. 

Wie leicht einzusehen bilden auch alle Geraden PK und PL (welche 
einandei tonjugirt sind) einen involntorischen Strablcnbüschel , da letzterer 
ein Schein der involutorisch en Reibe ist. Wir können somit den Satz 
auf st eilen 

dd Alle Paare coujugir- Alle dnrch ein und den- 

ter Punkte ein und derselben selben Punkt gehenden Paare 
Geraden bilden eine involu- conjugirter Geraden bilden 
torische Reihe, in welcher einen involntorischen Strah- 
]e zwei conjugirte Punkte lenbüschel, in welchem sich 
sich entsprechen. je zwei conjugirte Gerade 

entsprechen. 
Schneidet der Träger der involntorischen Reihe den Kegelschnitt, so sind 
die Scbnittpnnitte zugleich reelle D op p o Ip n n k t e der Kcilie, 

10* 
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schrieben ist, so wird 


jede 


Gerade, welche durch 


den 


Pol einer Sfiit.e geht, von 


den 


beiden andern Seiten in 


eoD- 


jugirten i>nniclen geR.-.lini 


tten. 
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Liegt der Mittclpnnkt des involntorisehenStrahlenbiischels 
Kegelschnittes, so bilden jene Strahlen, welche den Kegelschnitt berülii-en, 
zugleich die reellen Doppelstrahiendea Büschels. 

Diese ßebauptoiigen finden ihre Rechtfertigung darin, dass jeder Ponkt, 
beziehungsweise jede Tangente eines Kegelschnittes sich seihst eonjugirt ist, 
34. Wenn ein Dreieck Wenn ein Dreieck einem 

einem Kegelschnitte einge- Kegelschnitte umschrieben ist, 
so bilden die Verbindungs- 
linien irgend eines Punktes, 
welcher auf der Polaren eines 
Eckpunktes liegt, mit den 
beiden andern Eckpnnktfin 
conjugirte Strahlen. 
Man nehme an, nm den Satz links einzusehen, das eingeschriebene 
Dreicpk sei EFG (Fig. 45 oder 4(>). Der Pol der Seite EFiat Q and die Geranie 
p kann ah (luo behebige durch Q gezogene Geiade beliachtet werden. Von den 
Punkten K und L m nelchen p von den Dreieikiieiten GH und GF geschnitten 
wird, haben wir bcieitt na hgewiesen diss sie eimndei conjugirt sind, es 
erscheint somit der in Bede stehen le Satz gerech tfertij,! 

DerPpweis fOi den Sat? links eigibt sich ebenfalls ans den vorhergehenden 
Untersuchungen wenn man annimmt das umschiiLbene Dreieck sei BCQ 
(Fig. 45 oder 40) Die Polare von Q ist dio Gen, le EF und P kann als ein 
beliobigei Put kt von EF angesehen werden Dass nun die V erbind nugsl in ien 
des Punlvtes P mil Ien Punkten Bnni C (nimboh he Gcralen P^ und Pi) 
einander conjugirt sinj wurle bei eits bewiesen 

Aus diesen Sätzen ei{,tb(,n sich durch Umkehiung die lolgenden: 
35. Wenn eine Gerade (p) Wenn die Verhindungs- 

von zwei Seiten eines Drei- iinic eines Punktes (P) mit 
eckos [EFG), weiches einem zwei Eckpnnktcn eines Drei- 
Kegelschnitte eingeschrieben eckes (BGQ)^ welches einem 
ist, .in oonjugirten Punkten Kegelschnitte umschrieben 
(K und L) geschnitten wird, ist, conjugirte Gerade bildo», 
so geht diese Gerade durch so liegt dieser Punkt in der 
den Pol (Q) der dritten Seite, Polaren des dritten Eck- 
Punktes. 
Mit Rücksicht auf die Kesultatc unserer vorhergehenden Untersuch ungcn 
erscheint ein besonderer Beweis liiefür kaum nothwcndig. 

chschnitts- 



36. Wenn beliebig viele 


Wenn die Dur. 


Sehnen (GH) eines Kegel- 


punkte (B) belieb! 


schnittes durch ein und den- 


Tangentenpaare cii 


selben Punkt (P) gehen, so 


Schnittes auf ein 


bilden die VerbindungKlinien 


selben Gcr^tden (p) 
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i )■ g c u d « i 11 e B b e s l i m 111 1 ü « bilden die S c li ii i 1 1 j. u u U t u 
Curvccipunktes (E) mit dou i r g u » d « i ii e r 1) o s t im iii t e u 
Ell dijunk teil dieser Sehnen Tangente mit diesen Tiingeii- 
ciuen involutoriaelion Strah- teiipaaron eine iuvolutoris el» e 
leiibüsuhei. Entsprcehonde Punktreihe. Entspreoheiidc 
Strahlen des letzteren sind Punkte der letüterun sind je 
je üwei, welche dnrch die zwei, welche ein und doin- 
Endpunkte ein nnd derselben selben Tangentenpaare ange- 
Sehne gehen hören 

Denkt man sich dit Sehne Cfff (Eijt i") oiet 4C) um P geliebt unJ ihn, 
Bndpunkte stete mit demselben CuivenpnnktL i vi,tbund(.n so gchLU dn,b<. 
Vcibindungslimeii dorcb zwei conjngntc Punkte K L dci Pilaien von P 
Nathli-m nnn lie Pnnkte K und I em Paar sich entsprochendei Punl te eiiici 
involuloriSLhen Reihe bind (Satz 33) wekbe als Schnitt des in ßidc stehenden 
Sti ahlenbftschels betiachtct werden kann so ist obiger Sil; (hukb) liierail 
gereüitfeitigt — I)ei Salz loihts ist kidit einznadien wenn man aich oiinueit 
dash die Geradf n EP und EL o lei was dasselbe ibt SP und AP ein Paar 
coujugirter Stiahlen oind also ein Paar sieh entsprechen Ici btrabi n oineb 
luvolutoriBchen Büiiehela billen woiaus folgt dass die Tant,(,nte J-B von dickem 
Büschel in einer invointorischon Reihe t,i,schnitten wiid 

Drei Punkte voi denen je zwei in Bezug aut ein uiJ leiiSLlb'n Kc!,ei 
sehnitt conjugiit sini nonnt man ein Tiipel conjugutei Punkte und 
di'ei Gerade, von denen je zwei in Bezug auf ein und denselbou Kegelschnitt 
conjugirt sind, bilden ein Tripel conjugirtcr Geriiden, Das Dreieek, 
dessen Ecken von einem Tripel conjugirter Punkte, oder dessen Seiten von 
einem Tripel conjugirter Geraden gebildet werden, wird ein Polardroiock 
geaaimt. In den Figuren 45 und 46 bilden K, L und P ein Tripel conjugirter 
Punkte, EL, KP nnd LP ein Tripel conjugirter Geraden, 

Um ein Tripel conjugirter Pnnkte zu erhalten, kann mau einen Pnnkt in 
der Ebene des Kegelschnittes, z. B. P, ganz beliebig wählen, ein awoiter, etwa 
K, darf aelbstvetständlich nur in der Polaren p des Punktes P gewählt werden 
und der dritte ergibt sich dann im Durehschnitte L der Polaren von Puiid K. — 
Ein Tripel conjugirter Geraden kommt wie folgt zu Stande; Man nimmt eine 
beliebige Gerade p in der Ebene des Kegelschnittes an, bestimmt ihren Pol P, 
zieht durch P eine beliebige zweite Gerade, z. B. PK und crmittoit den Pol 
L von PK, welcher, wie bekannt, auf^j gelegen sein muss. Die Verbindungs- 
linie der Punkte P und L bildet dann mit den Geraden p und PK ein Tripel 
conjugirter Geraden. 

Aus dieser Erklärung folgt, dass es au jedem beliebigen Punkte P in der 
Ebene eines Kegoischnittes unendlich viele Paare von Punkten 
gibt, welche mit Pein Tripel conjugirter Punkte bilden. Alle diese Paare 
liegen auf der Polaren von P und sind entsprechende Punkte einer 
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iuvoiutori sehen Reihe. Liegt der Punkt P auf der Cnrve, so ist er belianntlich 
sich »elbut und jcduni anderen Punkte der in ibni gezogenen Tangente coujugirt. 
Daher ist in diesem I'allc das Tripel unliestiuimt, Zwei Punlite desselben 
coincidircii in F und der dritte kann jeder Punkl; der in P tangireuden Geraden 
sein. — Zu jfdcr behcbigeu, in der Ebene eines Kegelsebnittes gelegenen 
Geraden j) gibt es unendlich viele Paare von Geraden, welche mit 
p ein Tripel eonjngirtcr Geraden bilden. Alle diese Paare gehe« durch 
den Pol vovi p und sind entsprochcude Strahlen eines invulutorischen 
Strahlenbüschels, Berührt p die Cnrvc, so ist p sieh selbst nnd jeder durch 
den Borthmngspnnkl gehenden Geraden uonjugirt und das Tripel ist dann 
unbestimmt. 

Aus diesen Erklärungen folgt unmittelbar: 

Die Seiten eines Dreiecks, Die Ecken eines Dreiecks, 

dessen Ecken ein Tripel con- dessen Seiten ein Tripel con- 
jugirter Punkte sind, bilden jugirter Geraden sind, bilden 
einTripcl coujugirter Gera- ein Tripel conjngirter Punkte. 
den. Jode Seiteist die Polare Jede Ecke ist derPol der ihr 
der ihr gegenüberlioy en den gegenüberliegenden Seite. 
Ecke. 

Nachdem die Polare eines Punktes P gan« ausserhalb des Kegelschnittes 
liegt, weuii P sich innerhalb der Cnrve befindet, jedoch die letztere schneidet, 
sobald P ausserhalb gelegen ist^ so befindet sich bei einem Tripel conjngirter 
Punkte ein Punkt stets innerhalb der Curve, während die 
beiden andern ausserhalb liegen. 

Aus den obigen Erklärungen folgen auch unmittelbar die Sätne: 



37. In jedem vollstän- 


In jedem vollständigen 


digen Vierecke {I:FGH), das 


Vierseit (ÄBCD), das einem 


einem Kegelschnitte einge- 


Kegelschnitte umschrieben 


schrieben ist, bilden die 


ist, bilden die Diagonalen 


Dnrchsciinittspunkte(7f, i, P) 


{KL, KP, LP), ein Tripel cou- 


der gegenüberliegenden 


jugirter Geraden in Bezug 


Seiten ein Tripel conjngirter 


uuf den Kegelschnitt. 


Punkte in Bezug auf den 




Kegelschnitt. 




Wir reihen hier noch einige Sätze 


an, welche sich aus den zwischen Pol 


und Polare bestehenden Beziehungen ergeben : 


38. Sind K^ und K^ zwei 


Sind K, und K, zwei in 


in derselben Ebene befind- 


derselben Ebene befindliehe 


liche Kegelschnitte und 


Kegelschnitte und constmirt 


construirt man zu den Tan- 


man zu den Punkten von K.^ 


genten von K^ die Pole in 


die Polaren in Bezug auf 


Bezug auf K^, so liegen alle 


K^, so berühren alle diese 
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diese Pole auf cijtem dritten Polaren einen dritten Kegel- 
Kegel scb nittc. schnitt. 

Um die Richtigkeit des Satzes linke eiDKUäclien, lieiike man sich K^ als 
ein ErKeügniüS zweier Punlttreilicn B und ü,, ileren Ti^er zwei beliebige 
Tangenten sein können. Bestiiumt man üu den Punkten von E Kowohi, alu von 
üi die Pülaceii, so bilden lelKterc zwei preijeclivisiche Slnililenbiisebel S und S^, 
nachdem M mit B^, 8 mit B und S, mit ü, projectivisch verwandt bind. 
Entsprechciide Strahlen dieser Ifäsehcl können oifeiibar nnr die Puluren von 
zwei sieh entspreehendon Punkten der genannten Keilten sein. S und Sj erzeugen 
deranaeii einen Kegelßdinitt, in welehera die Pole aännnllieher Tan(?enteii von 
JKg liegen, da uaeli Sata 31, 2. Abselinilt, der Durehsehnitt von je zwei Mch 
entspreuhenden Strahlen der beiden Büschel zugleich der Pol der Verbindnngs- 
liiiie jö zwei sich entaprcehcndcr l'unkte von B uiul ß, ist und jede solche Ver- 
bindungslinie K^ berDhrt. 

Der Satz rechts lässt sicli üut' ganz, ahnliehe Art uar.liweiHOu. 
39. Sind in der Ebene Sind in der Ebene eines 

eines Kegelschnittes ein Punkt Kej!elschnittes eine Gerade 



hende (Jerade « gegeben, 


gener Punkt A gegeben, und 


d bestimmt man in Jeder 


bestimmt man t(lr jeden Punkt 


rch Ä gehenden Geraden 


von a jene durch ihn gcliendo 


den Punkt, w olcL e r d e m 


Gerade, welche der Ver- 


hnittpunkte dieser Geraden 


bindungslinie dicHOs Punktes 


t a conjugirt ist, so liegen 


mit A eoiijugirt ist, so um- 


Ic dadurch erhaltenen 


hüllen alle dadurch crlialte- 


nkte auf einem Kegel- 


nen Geraden einen Kegel- 


hnitte. Derselbe geht durch 


schnitt. Derselbe berührt die 


n Pol von a, durch Ä und 


Polare von A, die Gerade a 


Berührungspunkte der 


und die in den Schnitt- 


n Ä an die gegebene Cnrvc 


punkten der Uu r V mit a 


zogencn Tangenten, wenn 


gezogenen Tangenten, wen n 


lebe vorhanden sind. 


solche vorhanden sind. 



Um uns von der Richtigkeit des Satzes links zu Überzeugen, denken wir 
uns a als den Träger einer Punktreihu B und A als den Mitteli)unkt eines 
Strahlenbüschels S, welcher gegen B perspectivisch liegt. Soli in irgend einem 
Strahle ^ von S jener Pnnkt bestimmt werden, der dem in B gelegenen Punkte 
Q dieses Strahles conjugirt ist, so hat man die Polare von Q zu ermitteln; sie 
schneidet q in dem gosuchtcn Punkte. Da nun die Polaren aller Punkte von B 
durch den Pol des Trägers von B gehen und einen mit M projectiviseh ver- 
wandten Strahlenbüschel Sj bilden, go bat man zwei projeetivisrhe Büschel jS 
und 5j, welche einen Kegelschnitt erzeugen, der die Eigenschaft hat, dass jedem 
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diese Polaren ein anderes ebenes System (eine andere ebene Figor) von welchem 
mau sagt, dass es mit orsterem rociprok verwandt sei. Der Zusammcn- 
bang, welcher zwischen zwei reciprolceu ücbildeti besteht, findet in dem Gesetze 
der RtLiDi oeiffct siinen Aualiutk — Wii hcguiigen uns vorHuhg mit 
diesen Bemerkiin^cn da m omcm iolgondcn Abschnitte die Beziuhnngen leui 
prokcr Gebilde besonders untt-isucbl wcrdm 

Aueb die ia\i,Ut aufgcstilltün Sitze (59) lassi-n oiiic Art von VeiwanH 
schalt erkennen wekhe /wisdion cbenui Syitcmcn speuell iwibibcu ebenen 
Figuren bestehen kann Bleibt nämlich <iei Punkt Ä fest wählend die Gerade a 
ihicn Ort ändert so entspricht jedci Geladen a in der Ebene des gegobouen 
kegelschult tes an andtier Kegelschnitt Ikibt a tcst wihrend A seinen Ott 
ändert so entspricht j( dem Punkte ^1 m lei geiiinnten tluir im besonhicr 
Kcgtlstbmtl Uicsc Alt von Vcrwaiidtsebifl bei welch i jelem Punkte odei 
jedci Geladenem Ke^claehuitt cntspiiiht wird alb eine Vci waudsi b tft 
/.weiten Grades bCKeichnct :mm llutcibebieU dci zwibchen projcetiviscben 
oder reciproken Gebilden bestehenden welche emo Verwandtschaft des ersten 
Grades genannt wird. 



h) Durebmesser, Aseii und Breuuimiikte eines Kegelselintttes. 
Ist P ein unendlich ferner Punkt iu der Eiieiie eines Kegelscbnittos und p 
seiue Polare, so geht letztere darch den üalbirungspuukt jeder Sehne, welche 
gegen P convergirt. Denn nach Satz 29, 2. AbBchuitt, worden alle dareh P 
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geheuden ÖBhuön von P uud seiner Polaren tinriiioiüscli gothailt ; iiachdeiii nun 
F in unendliühei- Ferne gelegen ist, bu muss p eine jede solcUe Sehne Lulbiren, 
{Satz 33, 1. Abselmitt). Da fcruer alle gegen P coiiveryirendcn Sehnen parallel 
sind, so folgt : 

40. Die HalbiiungspunUtü aUerSehiien einos Kej^el- 
sehnittes, weiche in irgend einer Rielaung parallel zu ein- 
ander gezogen werden, liegen auf ein und derselben Ge- 
raden , welehe ein Durchmesser des Kegelsehiütts genannt 
wird. Ein Durehmesser ist somit die Polare eines unendlleh 
fernen Punktes und halbirt jede domae\beu conjugirto Sehne. 
Die EÜehtung eines Durchmessera und jono der ihm ooiijugirten Geraden 
werden eonjugirte Richtungen genannt. Unter der Länge eines Durch- 
wesBers, welcher den Kegelschnitt in reellen Punkten schneidet, versteht man 
die Entfornnug dieser beiden Schnittpunkte. 

Da man die Polare von P auch erhält, wenn man aus P an die Ourvo 
Tangenten zieht und ihre Berührungspunkte verbindet, so kann man schliessen, 
dass die Tangenten in den Endpunkten eines Durchmessers 
zu den Sehnen parallel sind, welche von diesem Durchmesser 
halbirt werden und dass die Berühr ungssehne zweier 
paralleler Tangenten immer ein Durchmesser sein 
muss. 

Nimmt man einen zweiten onenfllich fernen Punkt in der Curvenebcne an 
und construirt seine Polare, so erhält man einen zweiten Durehmesser, welcher 
ersteren im Pole der Verbindungslinio beider unendlich ferner Punkte schneidet 
(Satz 31, 2. Abschnitt), Diese Verbindungslinie ist nichts anderes, als die 
unendlich toruo Gerade der Ebene des Kegelschnittes; ihre sämmtHchen Punkte 
liegen nämlich in unendlicher Eutfecuung, daher muss die Polare eines jcdcN 
ihrer Punkte ein Durchmesser sein. Aus dem Umstände, daas die Polaren aller 
Punkte ein und derselben Geraden durch den Pol dieser Geraden gehen folgt : 
Alle Durchmesser eines Kegelschnittes schneiden sich 
iu demselben Punkte nämlich im Pole der unendlich forneu 
Oeraden. Dieser Punkt wird der Mittelpunkt des Kegelschnittes genannt, 
da er jeden Durchmesser halbirt, 

Letztere Behauptung findet ihre Reclätfertiguug darin, dass die Polare des 
Mittelpunktes unendlich entfernt ist und dass Pol und Polare jede durch 
ersteren gebende Sehne harmonisch theiit. 

Zwei eonjugirte Durchmesser, also zwei Durchmesser, deren 
jeder durch den Pol des andern geht, haben die Eigenschaft, dass jeder alle 
Sehnen halbirt, welche mit dem andern parallel laufen. 
Denn ist p irgend oin Durchmesser, so halbirt er allo Sehnen, welche gegen 
seinen Pol convergiren, Nachdem nun der dem Durchmesser p eonjugirte, 
welchen wir -; nennen wollen, ebenfalls gegen den unendlich fernen Pol von j) 
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convergirl, so müssoii die goiiauiitDu Sehnen parallel zu q sein. Da ferner q »Ue 
gegen seiiiea Pol gericltcteD Sehnen lialbii't, Uiefäcr Pol aber der uncndlirii 
ferne Pnnkt des conjugirteu DurchmeBKers ji ist, so sinJ alk^ von q balbirtcn 
Sehnen piirailel xa p. 

Uro zu einem (^ei^ebtnicn Duri:hmcsfii;r ileii ilini con.jiiKirt.ijii zii i'Vlnillcn, 
conslruirtniatiin einem EuOpsinktcdcM eistercndieTaitgenlu und /.iihl iliirchiirn 
CurvenmiUelpunkt eine zu ihr parallele Gerade. Wie aus den oliif^en Erkliiritugün 
folgt , ist diese Gorade der verlangte, dem gegebenen conjugirlo Diircliiiiesser. 

Der einem gegobciiou eoiijugivlc Uurnlimcsser wird aueh orlialtun, wenn 
man zu dem gegebenen Durclimessor eine parallele Sehne zieht und den 
UalbiruiiKspuukt decselbüii iiiii. dem Miüclpunklc des Kpgclsi'hniUeM verbindet. 

41. Die Üiagoualeii uinea einem liegelseh n HUi uiusehrje- 
benen Par al lelogramnies bilden zwei eonjugirte Durchjuesser. 

Um dies einzusehen, betrachten wir die I'igur 45 oder 46. Nehmen wir 
an, das dem Kegelselmilte umsehriobeuu Viereck ADGD aei ein Parallelo- 
gramm, bo liegen diu Scliuitli)uukl.c Q und M der gegenüberliegenden Seiten in 
unendlicher Entfernung, daher ist der Schnittpunkt P der Diagonalen des 
Paralielogiamnia als Pol der aneudlich fernen Geraden QR augleich der Mittel- 
punkt der Curve. Von den Diagonalen KF und LI' haben wir für den allge- 
meinen Fall bereits nachgewiesen, daae eie einander conjugirt sind, daher müssen 
es auch die Diagonalen des umsehriebenen Parallelogramms sein, und nachdem 
letztere durch den Curvenmittelpnukt gehen, so sind sie eonjugirte Durchmesser, 

Aus der Bctrachtuug der Figur 45 oder 4ti ergibt sich auch, wenn man 
annimmt, dass die Punkte K und L, in denen sich je »wei gegenüberliegende 
Seiten des eingeschriebenen Vierecks EGFII sclineiden, in unendlicher Ent- 
fernung liegen : 

42. Die Seiten eines jeden einem Kege I nchiii tlo einge- 
sch rieh onenPar allelog ramm es sind parall cl z u z ivei eonjugirte n 
Durchmesaern. Die Diagonalen desselben schneiden sich im 
Mittelpunkte der Curve, 

Dieser Satz kann auch in folgender Weise ausgedrückt werden ; er reprä- 
sentirt dann einen spcciellen Fall des allgemeinen Satnes 34, 2. Abschnitt: 

Zwei Sehnen, welche irgend einen Puukt eines Kegel- 
schnittes mit den Endpunkten eines Durchmessers verbinden, 
sind parallel äu üwei conjugirten Durclniiesser n dieses 
Kegel Schnittes. 

Sind a und b (Fig. 47) zwei behebige parallele Tangenten eines Kegel- 
schuittea, welche von einer dritten Tangente c in den Punkten P und Q 
geschnitten werden , so kann mau sich vorstellen, letztere Punkte seien Ecken 
eines dem Kegelschnitte umschriebenen Parallelogramme«. Die Halbmesser OP 
und OQ müssen demnach einander conjugirt sein, (Satz 41, 2. Abschnitt). 
Lftsst man die parallelen Tangenten ihre Lage ändern, während c fest bleibt, 
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Bo bilden je zwei Pankte P und Q cutsprechendo Puiikto eiDcr Involu- 

torischenRüiho, düien Träger eist Denn dicsoKüiboenlstebt durch den Schnitt dos 

involutoriscLcu Strahle ubüKcliels, welchen die oon- fY\g. 47.) 

jugirteu Halbmesser bilden, mit der Tangente 

fl, (SatK 33, 2. Abselmitl). Wie leicht einzn- 

eelien, ist der llerilhruugspuukt T von c zui;]eicb 

das löYolutionsceütrum , da doni Punkte T eici 

nneiidlieh ferner Punkt entspricht. l'T . TQ ist 

Bomit eiae constauto Grösse, welche Lage auch 

a und 6 Uabeu mögen. Für den Fall als a und 

6 zu jenem Dnrcbmesscr parallel sind, weldier 

der Tuugento c coujugiit ist, wird PT^^TQ^ 
es gilt also der Satz; 

43. Das Product der zwei Stücke, welche zwei veräiider- 
Jiche parallele Tangenten auf einer beliebigen, festen Tan- 
gente eines Kegelschnittes vom Berührungspunkte derletz- 
teren aus gemessen, abü cb neid en , ist gleich dem Quadrate 
des der festen Tangente parallelen HalbraesserB. 

Denkt mau sich a und & fest . die Tangente c aber veräiiderlicb, so ent- 
stehen durch die Punkte P und Q zwei projoetiviseho Punktreihen auf « und ö, 
deren Gegenpuukte die Berührungspunkte von a und h sind. Es ist somit das 
Product AP . BQ für alle Lagen von c constant und gleich dem Quadrate des 
zu a und b parallelen Halbmessers. Daraus ergibt sich : 

44. Das Product der zwei StUcke, welche eine veränder- 
liche Tangente auf irgend zwei parallelen festen Tagenten 
eines Kegelschnittes, vom Berührungspunkte der letzteren 
ausgemesscu, abschneiden, ist gleich dem Quadrate des zu 
den festen Tangenten parallelen Halbmessers, 

Aus dem Umstände, dass der Pol eines jeden Durebmessers in «uend- 
lichet Eßtfeiuung gelegen ist, folgt, dass die Polaren allei Punkte eines Durch- 
messeih unter einandet paiallel sind. Zieht man dcmuath aus beliebig vielen 
Punkten eines Durchmessers je ein Tangentenpaar an den Kegelschnitt und ver- 
bindet dessen Bei ühiungsp unkte, so erliall man eine Reihe paralleler Sehnen 
der Cuive. Jede derselben wiid von dem erwähnten Durohmesserhalbirt. Daraus 
kann man schliessen, dass dieVerbindungslinie des Durch Schnitts- 
Punktes zweier beliebiger Tangenten eines Kegelschnittes 
mit dem Halbirungspunkte der Berührungssehne dieser 
beiden Tangenten jener Durchmesser der Curvescinmuss, 
welcher der De rührangssehne conjugirt ist.— 

45. Die Endpunkte eines beliebigen Durchmessers und 
irgend einer ihm conjugirten Sehne bilden vier harmonische 
Punkte des Kegelschnittes. 
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ViLs ibt leicht einzubthon WLiiu man siuli Lnnucrt •ia^t, Uio beiuliiuiig» 
punkte iiueb Taugen tenpaares und diu Liidpuiikte tigenü oinir duioh den 
bübiuttpunl t diesei ianteitttii t,cht,n(ien ScIibo inimci vit,r LttrmomBi.iib Punkte 
des Kegelsiihaittos sind Die Tangenlüu in dui Eiidpuuktui eines ÜUMbiunaBCiB 
schneiden sich nämlich im 1 olc des ItUtuui „egen daai-n Pol coiivu{,iit ilci 
auch jede Sehne wcl he dem DuitlimtbSd LoiijUniit lit s eistheint souiil 
obifcer Sali t,eretht fertigt 

AIIl Paaie conjugutci Dai chmeissei bilden siih LUtspreLhcndi Stiahlcu 
paare eines involuto tischen btrahleabübcliUb (Satz 3j 2 Abschnitt^ Da nun 
jcdei in\olutonsche BUschtl zwei oder unoullich viele auf einander stnLnolit 
bteliendo, 8iLhent&piCLhendeStrahknhat(bat^55 1 Abschnitt) s.o,^ibl Oh unter 
alleo Paaren conjugirter Durchmesser entweder nur ein Paar oder 
unendlich viele auf einander senkrecht stehende Durchmesser, 
Jeder von zwei auf einander senkrecht stehenden conjugirten Duruh- 
mesBcrn wird eine Äxe des Kegelschnittes genannt. Der Fall, in welchem 
unendlich viele Axen vorhanden sind, ist ein spccieller und tritt nur dann ein, 
wenn der durch die conjugirten DurchmeBScr gebildete involutorische ÜUschel aus 
zweicougruenten ÜUscheln besteht. (Satz 5Ö, 1. Abschuitt). Wie leicht einzusehen, 
kann ein Kegelschnitt mit unendlich vielen Paaren von Äsen nur ein Kreis sein. 
Die Endpunkte der Axen nennt man Sebeiteipankte oder Scheitel 
des Kegelschnittes. 

Der Pol einer Geraden die einen Kes,elBChnitt in iwei Punkten schneidet 
ergibt sich bekanntlich im Dai chBchnitle iei Tangenten welche die Curve m 
diesen zwei Punkten berühren es mnss also dei Duiehsehnitt jener zwei Tau 
genten, welche die Hyperbel in ihien ächmttp unkten mit lei ui eiidlieh teiueii 
Geraden berühren, der Pol lei letztetcn Geiaden nänili h Icr Mittelpunkt 
sein. Diese beiden Tangenten hetbsen die Asymptoten dei H\peibel wir 
können aiso sagen : 

Die Asymptoten einer Hyperbel schneiden sich im Mit- 
telpunkte der Ourve. 

Aus dem Umstände, dass bei der Hyperbel zwei Tangenten durch den 
Mittelpunkt gehen, folgt, dass der Mittelpunkt der Hyperbel uuaser- 
lialb der Cnrve liegt, «ei der Ellipse befindet sich der Mittel- 
punkt innerhalb, da seine Polare ganz ausserhalb der Curve gelegen ist 
und bei der Parabel liegt der Mittelpunkt in unendlicher 
Entfernung; er ist nämlich jener Punkt, in welchem die Ourve von der 
unendlich fernen Geraden tangirt wird. Der Berührungspunkt einer Tangente ist 
ja immer zugleich ihr Pol. 

Die unendlich grosse Entfernung des Mittelpunktes einer Parabel hat zur 
Folge, dass alle Durchmesser dieser Ourvo untereinander 
parallel sind. Sie convergiren gegen den Berührungspunkt der unendlich 
fernen Geraden mit der Parabel. 
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BfikaiiDtUüh sind die Doppels trah loa eines durch yonjugirte Gorade gebil- 
deten involutoriscLeii Slrahleiibilsebels niehts anderes als die Tangenten, welche 
von dem Mittelpunkte des Büschels au den Kegelschnitt gezogen werden können. 
Darans folgt : 

Die Asymptoten eines Kegelschnittes sind die (reellen 
oder imaginären) Doppclstrahicn des von den conjugirl.en 
Durchmessern gebildeten in volntorisch en Strahlenbüacli eis. 
Aus dem Vorhandensein von reellen Asymptoten kann man sdilieascn, 
dass dieser involutorisclie ßüacliel entgegengesetzt verläuft. (Siltze 53, 54, 
1. Absclmitt). 

Bei der Ellipse sind keine durch den Mittelpunkt gehenden reellen 
Tangenten mCglicli, daher bann man behaupten, dass der von den raiyu^irten 
Durclimessern einer Ellipse gebildete involutorisehe Strahle nbiischel einstimmip; 
verläuft nnd dass die Asymp loten einer Ellipse imaginär sind. 
Für den Kreis gilt dasselbe, wie für die Ellipse. BemerltenswertU ist 
jedoch, dass in jedem involutoriachen Strahlenbüseliel, welcher von den conju- 
gitten Durchmessern eines Kreises gebildet wird, je zwei entsprechende Strahlen 
anf einander senkrecht stehen. Liegen daher zwei Kreise in derselben Ebene, 
so ergeben sieb anf der nnendlicb fernen Geraden dieser Ebene als Schnitte mit 
den zwei von den Durchmessern der Kreise gebildeten involu torischen Strahlen- 
bUschcl Sund Sj zwei Punktreihen fi und R^, welche identisch sein radssen. 
Denn jedem in M und ü, zugleich gelegenen Schnittpunkte zweier (paralleler) 
Strahlen von S nnd Sj entspricht ein ebenfalls in beiden Reihen zugleich befind- 
licher Pankt, nämlich der Durchschnitt jener Strahlen, welche auf den ersteren 
zwei Strahlen senkrecht stellen. Aus dem Umstände, dass B. und Ey nnr eine 
Reihe bilden, folgt, dasa auch ihre imaginären Doppelpunkte D und D' coinci- 
diren und dass, nachdem diese Pnnkte die unendlich fernen Punkte der imagi- 
nären Asymptoten beider Kreise sind, D und B' den zwei Kreisen zugleich 
angehövcu. Hieraus ergibt sich ferner, dass alle in ein und derselben 
Ebene befindliche Kreise zwei unendlich ferne imaginäre 
Punkte gemein haboü. Man nennt diese Punkte unendlich 
feine imaginäre Kroispunkte. 

Nachdem die aus dem Mittelpunkte cinei- Parabel an diese Curve 
gezogenen Tangenten mit der unendhch fernen Geraden zusammenfallen, so 
kann man sagen : Die Asymptoten einer Parabel liegen in unend- 
liihei Entfernung. 

Die D opp eis trah Len eines involutorischen Strahlenbüschels trennen 
bekanntlich zwei sich entspreehendo Strahlen des letzteren h arm i misch ; aus d(im 
Satze 33, 2, Abschnitt, folgt somit : 

46. Je zwei conjugirte Durchmesser eines Kegel- 
schnittes werden durch dessen Asymptoten (reellen oder 
imaginären) harmonisch getrennt. 
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Hieraus ergibt sich, dass von zwei conjugirten DurchmessGrn einer 
Hyperbel der eine die Curve schneidet, der andere nicht. 

Diesen Satz kann man offenbar in folgender Weise umlteliren : Werden 
zwei Durchmesser eines Kegelschnittes durch die Asymptoten 
des letzteren harmonisch getrennt, so sind sie einander 
conjugirt. Zwei Darchraesser, welche die von den Asymptoten eingeschlossenen 
Winkel halbiren, bilden mit den Asymptoten nach Satz 35, 1, Abschnitt, einen 
harraoni seilen Strahl enbüscliel, sie sind also conjngirt und da dieselben auch auf 
einander aenkreclit stehen, so können sie nur die Axen des Kegelschnittes sein. 
Daraus folgt: 

47. Die Axen eines Kegelscluiittes halbiren die von 
seinen Asymptoten gebildeten Winkel. 

In dem Falle, wenn die Asymptoten auf einander senkrecht stehen, 
halbiren sie jeden von zwei conjugirten Durchmessern gebildeten Winkel, wie 
nach den vorausgehenden Erklärungen leicht einznselien ist. — Eine Hyperbel, 
deren Asymptoten auf einander senkrecht stehen, wird bekanntlich eine gleich- 
seitige genannt. — 

Ist ein Pnnkt in der Ebene eines Kegelschnittes so gelegen, dass alle 
dnrch ihn gehenden Paare conjugirter Geraden auf einander senlireeht stehen, 
ao nennt man diesen Punkt einen Brennpunkt des Kegelschnittes. Aus dieser 
Erklärung folgt, dass ein Brennpunkt nur innerhalb des Kegelschnittes liegen 
kann, denn ein involutorischer Büschel, bei welchem je zwei sich entsprechende 
Strahlen aufeinander senkrecht stehen, ist immer einstimmig verlaufend und hat 
somit keine reellen Doppelstrahlen; ein Brennpunkt muss demnach so gelegen 
sein, dass sich aus demselben keine reellen Tangenten an die Curve ziehen 
lassen, nämlich innerhalb der Curve. Ein Brennpunkt kann ferner nur auf einer 
Axe liegen, denn nimmt man an, F sei irgend ein ausserhalb der Axen gelegener 
Pnnkt der Curvenebene, so bilden der durch F gehende Durchmesser d und 
eine durch F gezogene Gerade, welche dem conjugirten Durchmesser von d 
parallel ist, zwei conjugirte Strahlen. Letztere stehen nun nicht senkrecht 
aufeinander, denn sonst mUssten auch die beiden conjugirten Durchmesser einen 
rechten Winkel bilden, was nur bei Axen der Fall ist. 

Die Brennpunkte ergehen sich als Doppelpunkte einer involutorischen 
Reihe , deren Träger eine der Axen ist , wie aus folgenden Betrachtungen 
hervorgeht : 

In Fig. 48 sei P irgend ein Punkt der Ebene eines Kegelschnittes und p 
seine Polare. DicvonPaafjp gefällte Senkrechte nennen wir s, ihren Fuss- 
punkt E, die Schnittpunkte von ji und s mit der Axe AB seien beziehungsweise 
Q und H. endlich bezeichneu wir die Schnittpunkte von p und s mit der andern 
Axe CD beziehungsweise durch L und K. Verbindet man P mit dem Mittel- 
punkte O des Kegelschnittes, so erhält man einen Durchmesser, welcher der 
Geraden p conjugirt ist, nachdem er durch ihren Pol hindurch geht. Es istsorait 
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jede zu i) parallel gezogene Gerade dem Davchmeaser OP conJQgirt und der Pol 
einer jeden solchen Parallelen liegt .auf OP. 

Der Durchschnittspunkt M von p und OP ist. dem Punkte P conjugirt; M 
und P bilden also nach Satz 133, 2. Abschnitt, ein Paar sich entsprechender 
PunkteemeriuYoJutorischen (pjg^ 49.) 

Reihe, deren Träger OP 
ist. Je zwei entsprechende 
Punkte dieser Reihe werden 
erhalten, wenn man zu p 
oine Parallele zieht und den 
Pol derselben ermittelt. 
Letzterer ist der dem Durch- 
schnitte von OP mit der ge- 
nannten Parallelen cntspro- 
cliendo Punkt. — Der Kürze 
des Ausdruckes wegen nen- 
nen wir jeda zu p parallel 
gezogene Gerade ebenfalls 
p, jeder Durchschnittspunkt 
einer soiclien Geiadcn mit OP Im ie V ji-dei Poi ti l Geraden p lieisse P 
und durch s bezeiUinen wir die lus irgend einem Putiktt P auf p gefällte Senk- 
rechte — ■ Da jedet Punkt itfuud dei ihm coujugirfe P ein Paar sich ent- 
spiechendei Punkte einer m^olutorischen Reihe sind so bilden alle Punkte M 
eine Punktreihe, welche dei von den Punkten P gebildeten projectivisch vor- 
wandt ist Es muäs also auch der aus den Geraden p bestehende Parallel- 
StrahlenbOschel S dem dutch die benkreihten s gebildeten Parallel -Strahl en- 
buschel S| projectivisch verwandt sein, nichdem S ^jegen die Reihe M und S, 
gegen die Reihe Ppeispectmsth hegt Die Strahlenbüschel S und S, werden 
nun von der Axe AB in tonjecti vischen Punktreilien geschnitten. Die eine 
Reihe wird durch alle Punlrte (?, die andere durch allePunkteJf gebildet. Diese 
beiden Reihen liegen involutorisch , nachdem ihre Gegen- 
punkte im Mittelpunkte des Kegelschnittes coincidiren. 
Des s le Iteinuselen we n nan beiücks cht gt dasssoball^ ilso a h( 
in nnendl cl Lntfer unc kom t de Pu 1 1 7 also anch77 m t ä s mraenfallt 
nd dasB venu s also auch II unendl I fer e 1 egt 1 e Gerad p e Dur h 
messer w d und IP seh e d t 

Dasselbe vas r f Q d e a f AB I egenden P inktre hen nacl gew esen 
1 al e g It a ch für d e auf 1er ander Axe CD gelegenen welche 1 icl de 
P inl tc K 1 i u Sta le 1 o m n de e CD 1 n Ce aden p und s 
gescl Uten v rd Au 1 1 A e fi) t le Träger e e voluto cle Rehe 
deren Cenirali 1(0 t \ on de R !e tel e !e vol to licn R hen 
1 le a l 47 I D Sta i 1 tets e e tt, e 
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gesetzt, die andere oiusl.immig verlaufend, wie aus der Lage der 
Puulil« ff, H und rf, L gegen den Ccntralpunltt beider Reiben leicht za 
erltennen, ist. Man liat nämlich zwei rechte Winkel COU und KEL, deren 
Schenltel sich in (?, H, K nnd L schueiden ; mögen nun diese reriiten Winkel 
wie immer angenommen werden, stets liegen entweder K und L oder & und H 
zu verschiedenen Seiten von nnd niemals höiiuen beide Punktpaare zugleich 
zu verschiedenen Seiten, oder ungleich auf derselben Seite von liegen. Daraus 
folgt nach Satz 49, 1. Abschnitt, da.sa eine, aber auch iinr eine von den auf AB 
und CD gelegenen involutorisehen Reihen reelle I>op|telpunkt e hat, — lu 
unserer Figur istesjene,derenTiäffer AB bildet. Diese OoppelpiinldPiind 
Brennpunkte des Kegelschnittes In ihnen veroinigc» sich namlnh 
zwei eil tsp rech ende Punkte G und H sie sind ilso die Duicliscbnittspunkte 
zweier sieb entsprechender Geraden j) und s und da die^e Gernden einanriei 
conjugirt sind und anfeinandei senkrecht stehen, so gehen durch einen solihen 
Doppelpunkt ausser der A\e und einer ihr conjagirtcii Sehne noch ein /weiles 
Paar von aufeinander scnkiedit stehenden Geraden Wenn iiiin in uneni 
involutorisehen Strahienbilschel zwei Paare von aufeinander senkrecht stellenden 
conjugirte Strahlen vorkommen, so müssen alk Paare conjiigiitei Strahlen lechtc 
Winkel bilden (Satz 55, 1, Abschnitt) woraus folft diss die i Redesleben- 
den Doppelpunkte zugleieb Brennpunktesini 

Mit Röcksieht auf obige Uiteisu hunMn nnd auf dtii Umstand, dass i« 
jeder involutorisehen Reihe die Doppelpunkte qlei h weit loni Oentralpunkto 
abstehen, ergibt sich der Satz : 

48, Jeder Kegelschnitt bat zwei reelle Brennpunkte; 
dieselben liegen auf einer Axe innerhalb der Cnrvn und 
sind vom Mittelpunkte gleich weit entfernt. 

Denkt man sich den Mittelpunkt eines Kegelschnittes von dem einen 
Brennpunkte immer mehr und mehr entfernt, bis er in unendliche Entfernung 
gelangt, so muss auch der zweite Brennpunkt dem eben aufgestellten Satze 
zufolge in unendliclie Entfernung zu liegen kommen. Da nun ein Kegelschnitt 
mit unendlich fernem Mittelpunkte eine Parabel ist, so ergibt sich, das s bei 
der Parabel einer der Brennpunkte in uuendliclier Ent- 
fernung liegt. 

Jene Axe, in welcher die Biennpimkte hegen nennt min Hauptaxe. die 
andere Neben axe. Die Entfernung dei Biennpuiiktc \on unandcr beisst die 
lineare Exccntricität, vifahieiid mdu unter doi numerischen 
Excentricität das Verhältniss der Entfi tnuuß der Brennpunkte nur Länge 
der Hauptaxe vorsteht Jede Gerade, welche einen Ciirvmpnnkt mit einem Brenn- 
punkte verbindet, wird ein L e 1 1 s 1 1 a h 1 geninnt , die durch einen Bronnpnnkt 
geh eudö"- Sehne welche suikrecbt auf dei Hauptaxe iiteht, heisst Parameter 
und die Polare eines BiennpiinkteB nennt man <mi Diicctrix oder 
Leitlinie, des Ki gelschinit( s N^(bdcln die Hinplixt dci Divectris roii- 
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jngirt iäf., so steiieii Haiiptaxe und Direiitrix auf BiDander 
senkrecht. 

Wir kehren nun wieder zur Betrachtung der Fignv 47 zurück. 
Sind J^nnd F" die Doppclpnnkte der involut*r> sehen Reibe, weliihe durdi 
G und H T.n Stande kommt, also die Brennpunkte, so hat man nach Satu 17, 
1. Ahsclmitt, 

Oa . OR^OF\ 
Ebenso ist das Product der Abstünde OK uiul OL gleich oinei- bestimmten 
Grösse, welche für alle sich entsprecbeniien Pnnkle der auf CD gelegenen 
invohitori scheu Reilie coustant bleibt. Aas der Aehulichkeit der Dreiecke G-OL 
und KOH ergibt sich nun : 

qG__OK 
0L~ OH' 
also Oa . OH =-. OK , OL , 

woraus mit Rücksicht auf obige Gleichung folgt i 
OK.OL^ 0F\ 
Letztere Gl ei ehnng neigt, dass die Schnittpunkte eines über 
ffials Durchmesser beschriebenen Kreises mit der Haupt- 
axe AB die Brennpunkte des Kegelaehnittea sein müssen. 
Denn das Quadrat der halben Entfeniung dieser Sehnittpankte ist gleich OK. OL, 
also gleich OF^. 

Die Brennpunkte können demnach in folgender Weise ermittelt werden: 
Man iieht irgend eine Gerade p in der Ebene des Kegelschnittes, bestimmt 
ihren Pol P, fällt von P eine Senkrechte s anf ^ und sucht die Schnittpunkte K 
and i von p und s mit jener Axe, auf welcher diese Schnittpunkte zu ver- 
schiedenen Seiten des Mittelpunktes liegen. Der über KL als Durchmesser 
beschriebene Kreis schneidet dann die andere Axe in den beiden Brenn- 
punkten. 

Betrachtet man irgend einen Punkt X des Kreises KFL als Mittelpunkt 
eines involu lorischen Strahlenbüschels, dessen entsprechende Strahlen conjugirte 
Gerade in Bezug n.uf den Kegelschnitt sind, und bestimmt die Normalstrahlen 
dieses Büschels, so gehen letztere durch die Punkte K und L. Denkt man sich 
nämlich die Normal strahlen bestimmt und einen Kreis gezeichnet, welcher durch 
die Schnittpunkte dieser Strahlen mit GD hindurchgeht, nnd seinen Mittelpunkt 
in CD hat, so muss derselbe durch F gehen, wie soeben bewiesen wurde. Der in 
Rede stehende Kreis geht aber auch durch X. er muss daher mit dem Kreise 
KFL identisch sein, nachdem es nur einen Kreis gibt, der durch X und F geht, 
und seinen Mittelpunkt in CD hat. Hieraus folgt, dass die durch X gehenden 
Normal strahlen die Axe CD in K und L schneiden. 

Da der Kreis KFL offenbar als ein beliebiger durch 7^ und F' gehender 
Kreis betrachtet werden kann, so ergibt sich der Satz: 

StaudiRl: Lehrbni^li der neueren Oeemetrie. 11 



y Google 



162 Zweiter AhschniU. Durcitmesser, 

49. Verbindet man die SeTinittpunkte irgend eines dnrcl» 
die beiden Ürennpunkte gehenden Kreises und dev Nebeii- 
axe rait einem beliebigen Punkte dieses Kreises, so sind 
diese Verbindungslinien dio Normalstrahlcn jeiiea involu- 
torisclien Büschels, dessen entsprechende Strahlen je 
KwoiinBezugdufdenKügolaohnittcoujugirte Gerade bilden. 
Mit Hilfe dieses Satzes kann man leicht für jeden beliebigen Punkt X der 
Ebene des Kegelschnittes die zugehörigen Normalstrahlen construiren. Man 
beschreibt einen Kreis, welcher durch X und die beiden Brennpunkte geht und 
verbindet X mit den Schnittpunkten des so erhaltenen Kreises und der Neben- 
axe. Die sich ergebenden Verbindungslinien sind die gesuchten Normalsti'ahlen, 
Nachdem jede Tangente eines Kegelschnittes allen durch ihren Berührungs- 
punkt gehenden Geraden in Bezng auf den Kegelschnitt conjugirt ist , so bilden 
irgend eine Tangente nnd dio anf ihr senkrecht stehende Gerade , welche durch 
den Berllhrungspunltt geht, die Normalstrahlen jenes in volutori sehen Büschels, 
dessen Mittelpunkt der ßerüiirnngspunkt ist. Jede solche Gerade, die auf einer 
Tangente in ihrem Berührungspunkte senkrecht steht, nennt man bekanntlich 
eine Normale, man kann daher mit Rücksicht auf obigen Satz behaupten: 
ÖO.Tangente und Normale fUr irgend einen Punkt X 
eines Kegelschnittes werden erhalten, wenn man dio Schnitt- 
punkte eines durch X und die Brennpunkte gehenden 
Kreises und der Nebenaxe mit X verbindet. 

Der Schnittpunkt E der Geraden ji und s kann als ein ganz beliebig in 
der Curvenebene gewählter Punkt betrachtet werden. Denkt man sich denselben 
mit allen Punkten der auf AB gelegenen involntorischen Reihe, in welcher F 
und F' die Doppelpunkte sind, verbunden, so hat man einen involu torischen 
StrahlenbUschel. Die Normalstrahlen desselben sind EG und EH ; seine Doppel- 
slrahlen werden durch die Verbindungslinien des Punktes E mit F und F' 
gebildet. Die von den Doppel strahlen eines involntoriscbon Büschels gebildeten 
Winkel werden nun hckanntlicli durch die Normalstrahlen halbirt, es gilt somii 
der Satz: 

51. Die Winkel, deren Schenkel von zwei Geraden 
gebildet werden, welche irgend einen Punkt JE {Fig. 47) der 
Blbeiie eines Kegelschnittes mit den Brennpunkten des 
letzteren verbinden, werden durch die Normalstrahlen 
jenes involutorischenBUschels halbirt, der seinen Mittel- 
punkt in E hat und dessen entsprechende Strahlen conju- 
girte Gerade in Bezug anf den Kegelschnitt sind. 

Für den Fall, als der Punkt E in der Curve gelegen ist folgt hieraus : 

52. Tangente nnd Normale für irgend einen Punkt 
eines Kegelschnittes halbiren die Winkel, welche von den 
beiden T,e itstrali I e n dieses Punktes gebildet werden. 
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Bnrch diesen Satz erscheint die Bezeichnung „Brennpunkt" gerech tfevügt. 
Wird nämlich ein Kegelschnitt von l>icht oder Wärraestrahlen getroffen, welche 
in seiner Ebene liegen und gegen einen der Breunpankte convergiren, so reflectjrt 
der Kegelschnitt alle diese Strahlen gegen den zweiten Brennpunkt. — 

Zieht man durch einen Brennpunkt irgend eine Sehne und construirt 
iu den Endpunkten dersell)en die Tangenten, so schneiden sich letztere in 
einem Punkte, welcher der diesem Brennpunkte ungehörigen Ijeitlinie angehört 
(Satz 30, 2. Abschnitt). Da nun die Gerade, welclie den Schnittpunkt der zwei 
Tangenteil mit dem Brennpunkte verbindet, der erwähnten Sehne iionjugirt ist, 
80 muss diese Verbindungslinie auf der Sehne senkrocht stehen, nachdem zwei 
durch einen Brennpunkt gehende conjugivte Gerade stets einen rechten Winkel 
bilden. Man hat also den Satit : 

53. Zwei durch denselben Brennpunkt gehende Gerade, 
wovon die eine diircli den E erfik r un gs punkt irgend einer 
Tangente des KegelschniUea, die andere durch den Schnitt- 
punkt dieser Tangente mit der Polaren des genannten Brenn- 
punktes geht, stehen aufeinander senkrecht. 

Die Tangenten, welche aus irgend einem Punkte M an einen Kegelschnitt 
gebogen werden können, bilden die Doppelstrahl cn eines involutorischen 
Büschels, dessen entsprechende Strahlen con^jugirte Gerade in Bezug auf den 
Kegelschnitt sind. Die Normalstrahlen eines solchen Büschels, wie jedes 
involutorischen Büschels überhaupt, halbiren den von den Doppel strahlen 
gebildeten Winkel; nach Satz 51, 2. Abschnitt, halbiren die Normalstrahlnn aber 
anch jene Winkel, deren Schenkel die Verbindungslinien des Punktes M mit den 
Brennpunkten sind, wir können demnacli belianpten : 

54. Die Halbirungslinien der von zwei beliebigen 
Tangen tep eines Kegelschnittes gebildeten Winkel halbiren 
auch jene Winkel, deren Schenkel die Verbindungslinien des 
Durchschnittes dieser Tangenten mit den Brennpunkten sind. 
Der Winkel, welchen die eine Tangente mit der einen Ver- 
bindungslinie einsehliesst, ist daher ebenso gross als der von 
der andern Tangente und der andern Verbindungslinie 
gebildete Winkel. 

Denken wir uns die eine Tangente und die beiden Brennpunkte als 
gegeben und nehmen wir irgend einen Punkt M dieser Tangente als Schnitt- 
punkt der zweiten Tangente an, so ergibt sich letztere nach vorstehendem Satze 
in sehr einfacher Weise. Für jeden Punkt M erhält man sonach eine nene 
Tangente, welche durch die Angaben unzweideutig bestimmt erscheint. Daraus folgt ; 

55. Ein Kegelschnitt ist nnzweidentig bestimmt, wenn 
seineBrennpnnkte undeineTangente desselben gegeben sind. 

ist statt der Tangente ein Curvenpunkt gegeben, so erscheint der Kegel- 
schnitt nicht vollkommen bestimmt, denn verbindet man den gegebenen Punkt 

11 * 
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mit den Brennpnnkten und lialbirt die dadurch erhaltenen Winkel, so bilden 
nach SatK 50, 2. Abschnitt, diese Halbirungslinien Tangente und Normale des 
KU construirenden Kegelschnittes. Es bleibt jedoch zweifelhaft, welche von den 
Halbirungslinien Tangente und welche die Normale bildet. Wir können darans 
schliessen : 

56. Durch die Bi-eiinpnnkte und einen Punkt des üm- 
fanges eines Kegelschnitlos ist letzterer nicht vollkomraeri 
beatimrat. Es entsprechen diesen Angaben 7.wei verschiedene 
Kegelschnitte, welche sich rechtwinklig durchschneiden. 

Der Dnrchsclinittspnnkt heider Kegelschnitte ist nämlich der gegebene 
Punkt und die Tangente des einen Kegelschnittes in diesem Punkte ist eine 
Normale des anderen. 

Zwei in derselben Ebene liegende Kegelschnitte, deren Brennpunkte 
coincidiren nennt man homraofocale oder confocale Kegelschnitte. Ans 
dem eben aufgestellten Satze folgt: 

57. Haben zwei confoeale Kegelschnitte einen Pnokl 
gemein, so schneiden sie sich rechtwinklig. 

Zwei sich schneidende confocale Kegelschnitte können 
nicht zugleich Ellipsen olei Iljperleln sein 

Da nämlich Tangente und Notmili den Winkel dei \on ihitm Dui h 
sc hnittsp unkte ausgehenden Leitstnhlen haimonisch thulen bo werden die 
Schnittpunkte dei Ilanptaxe mit der Tangente und Normale duich die Brenn 
punkte getiennt und es können somit niemals beide S hnittpiinkte zugleich 
ausieihalb oder zwischen den Brennpunkten liegen Dies mdsste abet dei Fall 
sein wenn die beiden sich schneidenden tcnfoiilen Kegelsi hnitte zugleich 
Kllii sen oder Hyperbeln wären Denn bei dtr Ellipse hegen die bchnittpunkte 
liier Tangenten mit der Hanptaxe ausserhalb dei von den Brennpunkten 
begrenzten endlichen btiecl e bti der H}perbel innerhalb Icrselbcn 

Um sich davon zu übeizeugen liit man zu heiiicksichtigiin dass dei 
Mittelpunkt bei der Ellipse mneihalb bei dei Hypeibel lusseihilb dei Curve 
gelegen ist «ahiend die Brennjonkte sich stets innerhalb befinden wie oben 
gezeigt wurde. 

58. Bei der Ellipse ist die Summe, hei der Hyperbel 
die Differenz der Lei ts traUlen eines jeden Onrvenpunk tes 
gleich der Länge der Hauptaxe. 

Um diesen Satz insoferne er sich auf die Ellipse bezieht nachzuweisen, 
betrachten wir die Fig. 49. In derselben sind Ä, B die Endpunkte der Haupt- 
axe, F, F' die Brennpunkte und (?, H zwei beliebige Punkte des Umfanges 
einer Ellipse. Verbindet man 0- mit F und F, trägt von G ans auf dem ver- 
längerten Leitstrahl GF' das Stück GL = GF auf und verbindet L mit F, so 
erhält man ein gl eich seh enkelig es Dreieck FGL, dessen Höhe GK die Tangente 
im Punkte G sein muss. Denn die Winkel, welche ffffmit den Lcitstrahlen FG 
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und F'G cinBuhliesst, sind einander gleich und der Schnittpuckt von GK mit 
der Hauptaxe liegt ausserhalb der von den Brennpunkten begrenzten endlichen 
Strecke. Ganz diesclbDn Bezie- ,,.__ .(, , 

hungcn finden bezüglich des Punk- 
tes H statt. Die Tangente in // 
coincidirt mit der Höhe HM 1 
jenes glcichscb enkeligen Dreier.kcs 
HNF", weiches man erhält, wenn 
man FH über H hinaus um das 
Stück J^ H verlängert und dtn Sil b 
ergebenden Endpunkt N mit t 
vcibindet lU P der Dm 1 
SLhnitlspunkl der Tangenten in 
a und H und vtibindH man P 
mit den Punkten L F F und 
JV, so cigobtn sich zwei glüii,hsLhenke!it,e DieieLke nämlicli PLF und PF'N. 
DitaLlbLn Bind emindor ähnlich da n'xrh Siti ai die Wink ! PPJf und F'PM, 

il=o auch diL Winkel FPi und J'Pffeinin kl 1,'kKh sind Diraus ergibt sich, 
d'ss die Dreiecke FIN und FPL con^rncnt stin musstn nai,hdeni PF^PL, 

IF = PN und Winkel LIF' = TPN ist 

Aus der Gleichheit der Seiten F'L und FN dieser Dreiecke folgt nun, 

weil wir G-L^GFmA HN=HF' gemacht haboi: 
GF -I- GF' ^HF+ HF', 

d. h. die Summe der Leitstrahlen der beliebig gewählten Punkte G und H sind 

einander gleich. 

Denitt man sich G nnveräudcrt, während man H die Ellipse durchlaufen 

lässt, so wird klar, dass die Summe der Leitstrahlen fär jeden Elüpsenpunkt 

eine constantc Grösse haben muss. Dass diese Grösse gleich der 

Länge der Hauptaxe isl, sieht 

nun leicht cm, wenn angciion mtn : 

wild, H befinde aicU m einem Li d 

punkte dtr Hauptaxe 

Der Beweis für jenen ThLiI I 

dca obigen Satzes wclchei sitli ■! 

die Hyperbel bezieht, kann in folgen- ! 

der Weise gegeben werden: 

In Fig. 50 sind A, B diu !i;nd- 

punkte der Hauptaxe, F, F' die 

Brennpunkte und G, if zwei beliebige I 

Punkte des Umfangcs cinci' Hyperbel. I 

Verbindet man G mit F nnd F\ trägt I 

von G aus auf dem Lcitstrahlc GF' 



{Via. 50.) 
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gegea F" hin daa Stück GL = GF auf , ao erhält man ein gleiclisiiheukliges 
Dreieck, dessen Höhe GK dio Tangente im Punkte Cr sein niusB. Denn die 
Winkel, welche GK mit den Leitstrahlen FG and F'G einsdiliesst, sind ein- 
ander gleich und der Schnittpunkt von GK mit der Hauptaxo liegt innerhalb der 
von den Brennpunkten begrenzten endlichen Strecke. — Ganz analoge Beüie- 
hungen finden bezüglich des Punktes H statt. Dio Tangente in H coin<udirt mit 
der Höhe jenes gleichschenkligen Dreieckes IINF', welches erhalten wird, wenn 
man auf Fl£ von H aus ge^^en F hin das Stück F"!! aufträgt und den sich er- 
gebenden Endpunkt N mit F verbindet. Nennen wir den Schnittpunkt der in 
ff und J/ berührenden Tangenten P, so lässt sich in derselben Weise wie bei 
der Ellipse zeigen, dass die Dreiecke FPN und FTL congruent sind, woraus 
folgt FL^FN oder W1S disselbe ist ■ 

GF — GF= HF— HF 
d h die Difierenzen dei Leitstiahlen dei beliebig „Lwahlten Punl te t und // 
Bind einander gleiuh 

Stellt man bith voi // durchlauf dio Hjpetbel wahrond G au sunei 
Stelle bleibt so ist leicht einzuziehen dabs die Diffeien/ dei leitstrahlen für 
jeden Punkt dei Hyperbel eine conitantc Grösae haben muss Dass diese Grosso 
gloi h der Lan^c dei Hauptaxc i'it wird 1 1 u wenn ii an mnimnit H f^lle mit 4 
odcrB zusammen Dei Sitz 58 eisdieint 'fomit ^ere htfertigt 

Aus der Betiachtmig dci Fi^uieu -k^ und a(l cij,ibt sith cur einfache 
Losung folgendei Aufgaben 

Es sollen an eine Ellip'ie odei Ilyporbel jene T'^ngenttn 
{,0/ogon weiden welche duicl cinei gci,LbenLn. Punkt T 
gehen 

Besdircibt man aus i mit dem Ilalbracs^oi Pt einen Kteit. und duiih 
bohncidet dtnsclben durch erneu zweiten aus F mit dem Halbmessei ÄP 
beschriebenen so cr(,ilt sich len obigen Lrkläi un^cn zufolge dei Punlt L da 
ho! ist lie Verbindungslinie les Punktesi 1 mit dem Hall irungsp unkte K dei 
Streike FL omo der gosuchfcn Tangenten Den Berührungspunkt G eihält man 
im Durchschnitte von PS mit LF — Wie min die zneitc Tangente PM hiidet 
btdiif wohl keiner weiteien Eikhimio 

Auch die Losung folgendet Autf,at>e ist ml Lei itz« ^ l v lau 
gegangenen lirklärungen leicht zu finden , 

Es aollen an eine Ellipse oder Hyperbel jene Tangen- 
ten construirt worden, welche einer ijegebenen Geraden 
parallel sind. 

Fällt man von F auf die gegebene Gerade eine Senkrechte und durch- 
sehneidet letztere durch einen aus F' beschriebenen Kreis vom Halbmesser AB, 
ao ergibt sieh der Punkt L, a. a. w. 

Verbindet man in Fig. 49 oder 50 den Mittelpunkt mit K, so erhält 
man zwei ähnliche Dreiecke FLF' und P7W, bei welchen die Seiten des einen 
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doppelt so gross sind als die en tiprechen den des andern. Üeun OK halbirt s* 



FF' als auch FL: man hat also - 



F'L 



: OK. Nun ist aber 



F'L 



-- OA, folglich 



liegt der Punkt iCin einem aus dem Mittelpunltto boscbrieboßen Kreise, dessen 
Halbmesser gleich der halben Hauptaxe ist. Diesen Kreia iicniit man den der 
Ellipse, bozichnngaweise der Hyperbel umschriebenen Kreia. Nachdem ff^der 
Fusspuukt joner Sonkrechton ist, wolcho aus einem BrennpunkLo F auf eine 
beliebige Tangente PK gefällt wurde, so kann man behaupten : 

59. Die FuBspunktc der aus den Brennpunkton einer 
Ellipse oder Hyperbel auf die Tangenten der Curvc gefäll- 
te!! Senkrcciitcn liegen auf dem umsuiiricboueii Kreise, 

Aus der Coiigruoiiz der Dreiecke FPW und F'FL (Fig. 49 und 50) foli^l, 
dass die Winkel PLF' und PFJV einander gleich sind. Nun i^t aber ^FLF'=^- 
=PFG, man hat also 

^PFG = PFN. 

Dieses Kcaultat gilt auch, wenn f sich von F immer mehr entfernt und 
in nnendliche Enti'criiung gelangt, d. h. auch wenn der Kegelschnitt in eine 
Purabel Übergeht. Wir können somit behaupten: Diu Vcibindungsliiiio 
eines Urcnup uuli tes mit dem Durchschnittspuaktc aweicr 
boliebiger Tangenten eines Kegelschnittes halbirt den Winkel, 
vvclekcr von den Verbindungslinien dieses Brennpunktes mit 
den Borükrungspunktcn der beiden Tangenten gebildet wird. 

Eine Verallgemeinerung dieses Satzes ergibt sich aus folgenden lle~ 
liachtungon 

In Fig 51 sei F eni Brennpunkt iigend eines Kegelachnittes. Letzterer 
IUI i \tn\ ivtcv sich in P sol neidenden Tangenten in dpn Punkten A und (7 
beiührt, eine dritte Tangente, deien Berührung? ^,.^^ ,.,1 i 

punkt B ist athnudet die beiden crstcrcn in Q . 
un I Ji Dio Punkte i b C F Q B ^iM alle 
luiek (jci irtc mit I veibuidcn Nun iE,t ! 

^ QFI, = § J i, + BFL 
und da dem zuletat aufgestellten Satze zul'ol-^c 

iCQFB^^-ÄFB, 
ferner ^BFR = \BFC 

ist, so hat man ^QFB=\AFC-=AFF= 
= ÜFP, woraus wir schliessen : 

60. Sind a und b zwei feste Ta 
Schnittes, welche von einer dritten 




geilte ia den Punkten Q 
der Winkel, weicher d 
Punkte Q und E mit eii 



erän derliche 
nd R geschnitten werden , 



ih-ennpunkte F gcbilde 



'hat 
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eine konstante Grösse. Dieser Winkol isL nämlii:h haib so 
gross als jener, der von den Verbindungslinien des Brenn- 
punktes F mit den Bei Hin ungspunkttii der Tangenten a 
Till d h gebildet wild 

CoDbtrujit man über dei linearen Excentricilät cinor Ellipse (Fig. 49) 
als Grandhnio ein glei(.lischenkeliges Dreieck FCF", bei welchem jede der glei- 
chen Seiten gleich der halben Haupta\o ist, so ooincidirt die Spitze G dieses 
Dreieckes mit einem Endpunkte der Nebccase, da die Gleichung besteht 
CF-\~OF'=AB Nachdem nun oio Hiputbcnusc dos rechtwinkligen Drci- 
eckcB C'FO gleich OÄ ist, so hat man 
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halb auch erstore die grosse , letztere die liloine Axe. 

Wir haben bereits bemerkt, dass bei der Hype bei von ^wei conjugirten 
Durchmessern immer der eine die Cnrve in reellen P nkten s hneidet, während 
dies bei dem andern nicbt der Fall ist. Da d e Haat taxc e ncr Hyperbel von 
der Curve in reellen Punkten getroffen wird, so d domnac! die Durchsebnitts- 
punkte der Nebenaxe mit der Curve imaginär ; es f ägt h n n, was man unter 
der Länge von Durchmessern einer Hyperbel \e steht volcl b die Curve nicbt 
in reellen Punkten schneiden. Solche Durchmesser orlea raaginäre oder 
besser uneigentliche Durchmesser ge nnt am U terschiede von den 
reellen oder eigentlichen Durchmessern, deren Schnittpunkte mit der 
Cnrve reell sind. Unter der Länge eines uueigon tlicben Durch- 
messers einer Hyperbel versteht maii die Grösse des zwischen den 
Asymptoten gelegenen Stückes einer Tangente, welche diesem Durchmesser 
parallel ist. Die Länge der Nebenaxe einer Hyperbel ist daher gleich der Länge 
des zwischen den Asymptoten gelegenen Stückes einer S ch eitel tan gente (einer 
Tangente, welche den Kegelschnitt in einem seiner Scheitel berührt). 

Sind Ä, £ die Scheitel \mAF,F' die Brennpunkte einer Hyperbel (Fig. 52) 
gegeben, so kann man die Asympto ten wie folgt bestimmen. Man zeichnet den 
der Hyperbel umschriebenen Kreis, aiebt an denselben von F aas eine Tangente 
und verbindet deren Berührungspunkt E mit dem Halbirungspunkte der 
Haaptaxe AB. Diese Verbindungslinie bildet eine der Asymptoten. Die zweite 
ergibt sich, indem man durch eine Gerade zieht, welche mit OA einen eben 
so grossen Winkel einschliesst als OF. Dass OF eine Tangente der Hyperbel 
sein muss geht aus dem Satze 59 , 2. Abschnitt , hervor. Nachdem aber eine 
Tangente, welche durch den Mittelpunkt des Kegelschnittes geht, diesen in 
unendlicher Entfernung berührt, so ist OF, eine Asymptote. 
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Ziehen wir im Scheitel A eicie Tangente, deren Schnittpunkte mit den 
Asymptoten G und H heisseii mögen, so wird GH selbstverständlich von A hal- 
birt. AG ist also halb so lang als die Ncbcnaxo CD der Hyperbel. Im recht- 
winkligen Dreiecke GOÄ ist nun 

OA^ +. AG^ = OCP. 

Da aber, wie aus der Congruenz der Droiecltc FBO niul GOA hervorgeht 
OG = OF ist, so bat man 

OA!' + 00^ = 0I''^ d. h. 

Die Summe der Quadrate der Halbaxen einer Hyperbel 
ist gleich dem Quadrate dor Valheu linearen Exccntricitat. 



(T'ig. i 




Die Endpunkte G und D der Kebenaxe einer Hyperbel werden also aoch 
erhalten, wenn mau die in auf ^B erriclitcte Seiikreehto mit einem aus A 
heschriobencn Kreise durchschneidet, dessen Halbmesser gleich 0-f ist. 

Constrnirt man in irgend einem Punkte A' der Hyperbel die Tangente 
und zieht den zu ihr parallelen Durchmesser G'D' so ist Iclzleror bekanntlich 
dem Durchmesser, welcher durch Ä geht einjagiit Die Asymptoten bilden 
demnach mit den Geraden OJ,' und Ot einen haimouischon Strahl enhiischel 
{Satz 46, 2. Abschnitt). Da nun die Tangtnto in A zum Strahle OC parallel 
ist, so wird das zwischen den Asymptoten gelegene Stöok GH dieser Tangente 
vom Punkte A' haibirt. {Satz 33, 1. Abschnitt) Wii sthliosBen daraus: 
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dl. Das zwisi;hen den Asymptoten eiBcr Hyperbel 
gelegene Stück irgend uiner Tangente dieser Cnrve wird 
von ihrem Berührungspunkte haltiirt. 

Zieht man irgend eine zu ö'/i" parallele Gerade, so wird das zwischen 
den Asymptoten gelegene Stück derselben KL, ebenfalls vom Dnrchmesacr A'B' 
halbirt. Dieser Durchmesser halbirt aber auch die Sehne MN, weiche ein 
Stück der in Rede stehenden Geraden bildet, well MN und A'B' einander 
conjugirt sind. Daraus folgt, dass KM= NL sein muss ; es gilt somit der Satz : 

62. Auf jeder Secantc einer Hyperbel sind die ;! w c i 
AbBchnitte, welche zwischen den Asymptoten und der Cur ve 
liegen, einander gleich. 

Denkt man sich die Tungenie (J'/T veründerhch, so craeugt sie auf den 
Asymptoten, da diese selbst Tangenten sind, zwei projectivisebc Puiiktreihen, 
deren Gegenpunkte im Mittelpunkte coincidiren. Nach Sat^ 17, 1. Abschnitt, 
ist deranaeh das Prodnct OG'. OH' constant für ailc Lagen der Tangente (tH". 
Daraus folgt, weil J OG' . OiT. sin GOH gleich der Fläche des Dreieckes G'OH' 
ist, der Satz : 

63. Das Dreieck, welches cii 
einer Hyiici'bcl zwisclien den Ai 
eine constante Grösse. 

Dieser Satz lässt uns sehliessen, da 
jeden Parailelogrammes, dessc 
Asymptoten gebildet werden, und bei welchem zwei 
gegenüberliegende Seiten die Hyperbel berühren, gleich 
dem Producte der beiden Axen ist, 

Veibindtt min die Endpunkte iü t D zwtici conjugirtcr Dm hi ii. sei 
einer Hypeibel derart dass em Parallelogramm entsteht so sind die bciten des 
letzteren wie man sieb leicht hbci/eugen kann parallel m den Asymptoten und 
der Fläche mnli alt des-ielben ist ebenfalls const^nt weicht Lage auch dit beiden 
conjugirten Durchmesser haben mögen Dies folgt ins km I mstandi. da'-s die 
Fläche des Dreiecke- IOC immci halb so gross ist als jene des Dieictkch 
G'OH'. Wir können also behaupten 

64 Der Flächeninhalt eine- je len Pinllelo;,! aiinics 
dessen Diagonalen zwei conjugirte Durchmesser einer 
Hyperbel bilden, ist gleich dem Flächeninhalte jenes Rhombus, 
dessen Diagonalen die beiden Axen dieser Hyperbel sind. 

Die durch G' zu A'B' paiallol gezogene Geiade schneidet die Asjmptole 
OH in einem Punkte Q, wokhor von ebenso weit absteht, als H von 
Nimmt man an die Tangente G'If sei vcrandeilich, so kommen demnach duich 
Q und H' zwei congrucntc Punktieihen m Stande Nachdem mm die Reihe &' 
der Reihe H' projecti\ isch verwandt ist, so sind auch die Reihen fr' und V 
projectivisch verwandt und dio veiandeihcho Gerade G'Q umhüllt somit einen 
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Kögelechmtt Diese Cuive i-it eine Ujpeibel, wcl(.hii dieselben Asymptoten und 
LonjugirteD DurclimesEer bat, wie die zuerst botia<.btete, nai bind die eigentlichen 
Durchmesser dei einen uuoi^öntliibe Duirhmesser der andeien Zwei Hyperbeln, 
^selübe solche gegenseitige Beziehungen zeii^cn, nennt mau eeujugirte 
Hypeibeln 

Aehnliche Satze wie die zuletzt für die H^perbel aut" est eilten, können 
luch füi diQ Ellipse nachgewiesen weiden bind OA, OB and OC, 0T> (Fig. 53) 
zwei beliebige Paare (.onjugutGi 

Halbmesser einer EUipat, und zie) t ' 'S= ■ 

man die Sehne B< wt-lchc \on O 1 
und OB bezieliungsftciSL ii J*' ui d ' 
geschnitten ivird so fiudet m m das'i 

ist Da nämlich ]c zwei coiiugnie 
Durchmesser entsprechende Strdbk u 
eines involutoiiscben Büschels sin) 
so kommt auf der Sehne BC n leui 
sie von den gemnntcn zwei Paaici 
cinjufciiter Halbmessei geschnitten 
wild eine mvolutoiische Puuktreihe 
zu Staude Das Ccntruin dieser Reibe 
ist der Halbiruagspunkt E der Sehne SC; denn letztere ist dem Dnrchmesser 
OE conjügirt, sie muss also parallel zum coiyugirten Durchmesser von OE sein, 
woraus folgt, dass S dem unendlich fernen Punkte von BC entspricht. Nach- 
dem nun das Product der Abstände zweier entsprochen der Punkte einer invoiu- 
torischen Reibe vom Involutionscentrum eine constante Grösse bat, so muss 
FE.EB^^GE.EG seiu, aus welcher Gleichung, da EB = CEisi, sich 
ergibt: EF=EG. Es ist somit auch FB^=CG, wie oben behauptet wurde. 
Zieht man dureJi Ä eine Parallele zu BC und nimmt man an, diese 
Parallele würde die Ellipse im Punkte D' sehneiden, so balbirt OE die Sehne 
AD', weil OE dieser Sehne conjügirt ist. Nun halbirt aber OE auch das 
zwischen OF und OG gelegene Stück AB" der Sehne AB\ wie aus der gegen- 
seitigen Lage der Dreiecke FÜG und AOB" hervorgeht, es müssen daher die 
Punkte B' und B" coincidiren, was offenbar nur möglieb ist, wenn sie mit D 
Kusaramenfallon. Die durcli A parallel zu BG gezogene Gerade geht also durch 
den Punkt D, oder was dasselbe ausdrückt: 

Die Sehnen BO und AD sind zu einander parallel. 
Nachdem die Dreiecke FOB und COG eine genieinsebaftlicho Spitac 
und gleiche Grundlinien FB und GG haben, so sind ihre Flächeninhalte 
einander gleich. Zieht man von diesen Dreiecken die ebenfalls einander gleichen 
Dreiecke FA B und CT>G ab, so ergibt sieb ; 

/•\^ AOB = COB. 
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"172 Ziwtei Ahschnüt. Durchmesser, 

Das Parallel ofcra mm, desben Diagonalen die conjngirteo Durchmesser 
ÄÄ' und HB' bilden, ist jn Flaclie viermal so gross als das Dreieck ^Oß; 
ebenso liat das dei Ellipbc umscbiiobenc Parallelogramm, dessen Diagonalen die 
conjugirten Durchmesser 00 and OD sind, eine viermal so grosse Fläche, als 
das Dreieck COD. Mit EUcksicht auf die Gleichheit der beiden genannteo Drei- 
ecke und auf den Umstand, dass die zwei Paare conjagirter Ealbniesser OA, 
OB und 00, OD ganz beliebig angenommen wurden, folgt hieraus: 

65. Der Flächeninhalt eines jeden Parallelogramme s, 
dessen Diagonalen mvei conjugirte Durchmesser einer 
Ellipse bilden, ist gleich dem Flächeninhalte jenes Rhom- 
bus, dessen Diagonalen die beiden Axcn dieser Ellipse sind. 

Construirt man in den Endpunkten zweier beliebiger eonfugirter Durch- 
messer einer Ellipse die Tangenten, so entsteht ein du Ellipse uniscbncbcnes 
Farallelogramni, dessen Flächen in hall, wie mau suh leicht Übci<icugl, doppelt 
so gross ist, als der Flächeninhalt jenes Parallelogiammes, dessen Diagonalen 
die beiden conjugirten Durchmesser sind. Saiaus und aus dem zulet/t nachgc 
wieseiien Satze folgt: 

66. Der Flächeninhalt eines jeden Parallclegrammes, 
dessen Seiten eine Ellipse in den Endpunkten zweier 
conjugirter Durchmesser berühren, ist gleich dem Flächen- 
inhalte j eti es Ke ch f l ek es dessei Stittn diese Ellipse in den 
Scheiteln taugiien 

Ans dem Umstände dass die Ina puikte dei Scnkruchtcn ^^clUic voi dca 
Brennpunkten auf eine langente einer Ellipse odei Hypeibcl gelallt weiden 
in dem nmsthnebentn Kreise htgui (batz j9 2 Absthmtt) kann getoloeit 
weiden, dass das Product der von den bciiLii BicnnpunUteu auf ugend eiui. 
Tangente getalltuii benki echten eine censtante (jiosoi, bat Ist namlich Fn(,cnd 
ein Punkt in dei Ebene eines Kreises und zieht man dmeh F beliebig viele 
Gerade, welche den Krus süineidtn, so ist bekanntlich fUr jede solche Geiadc 
das Product der Abstände des Punktes 2*" von dcnSchnittpiinKton eine constante 
(Jrösse. — iVIit Benfllzung diesei Andeutung döiflc es nicht schner fallen 
nachstehenden Sat^ zu beviiisni 

67. Das Pioduet dei aus den I cidci läiennpunl teu tmci 
Ellipse oder llypcibel auf ii^ciid ciiit Tan^cuU dic.ci 
Ourve gefällten Senkrechten ist gleich dem Quadrate der 
Ncbenaxc. 

1d den Figuren 54. und 55 seien F, F' die Biennpunkte, A. B die End- 
punkte der Hauptaxe , der Mittelpunkt und l, V die beiden EeiUiiiicn eines 
Kegelschnittes. — Wie aus der gegenseitigen Lage von F, F' gegen A, B zu 
ersehen ist, bezieht sich Fig. 54 auf die Ellipse, und Fig. 55 auf die Hyperbel. 
Parallel zur llauptaxe ziehen wir eine Sccanto, welche den Kegel- 
schnitt, in P, P", die Leitlinie l im Punkte Q schneidet , verbinden Q mit F 
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und errjchteü in F eino Seukreclite auf QF. Diese Senkrechte ist der Geraden 
QF oonjugirt, weil je zwei beliebige auf einander aenkreoht stellende Gerade, 




^ 



die sich in F sebneiden , ciinjiigii-t sind. Daraus Iblgt, daws Q dum PQnltte Q' 
conjugirt ist, in welcliem die erwähnte Senkreehte von PP' geschnitten wird. 
Q nnd ö" bilden demnach entsprechende Punkte einer involutori sehen 
Keihe, welche ihre Doppelpunkte in P und P hat. Nach Satz 56, 1. Absclinitt, 
werden Q und Q' durch die Doppelpunkte P und P' harmonisch getrennt, mithin 
bilden die vier sich in F schneidenden Geraden FP, FP, FQ und FQ' einen 
harmonischen Strahlenbüschel nnd da FQ auf FQ' senkrecht steht, so halbiren 
diese beiden Strahlen die /.wei von FP und FP' eingeschlossenen Winkel. Durch 
Anwendung eines bekannten Lehrsatzes der elementaren Geometrie auf das 
Dreieck FPP' ergibt sieh demnach 

PF_PF 

~P~Q^Pq ■ ' " 

Nun ist für die Ellipse (Fig. 54) PF^PF=^AB ^PF und 

PQ^MN — I'Q, 
wenn M und N die Schnittpunkte der Oauptaxe AB mit den beiden Leitlinien 
bezeichnen; man bat also 

PF _An — PF 

PQ ~ MN—Pq ' 
aus welcher Gleichung durch ReducUon erhalten wird : 

PF ^ÄB ^OA 

Die Punkte F und M sind einander in Bezug auf den Kegelschnitt con- 
jugirt, sie bilden also entsprechende Punkte einer involutori sehen Reibe, deren 
Träger die Hauptaxe ist. A und B sind die Doppelpunkte dieser Reihe, daher 
besteht dio Gleichung : 

OA.^=^OF . OM. 

Substitnirt man den aus letzterer Gleichung resultirenden Werth von OM 
in die Gleichung ß, so ergibt sich 
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174. Zweiter Abschnitt. Durchmesner, 

PF__OF 
FQ ~ OA' 
Die Abstände oines beliebigen Punktes rier Ellipse von der Leitlinie 
und dem zugehörigen Brennpiinlttc ist demnach glcieli der numfirisßhen 
Excentricität, 

Gans: analoge Beziehungen ergeben sich für die Hyperbeh Bei dieser 
Curve ist, 

J'F^PF'^AE + PF und 
P'Q^MN-\- PQ, 

wenn 31 JV" wieder die Schnittpunkte der Hanptaxe rait den beiden Leitlinien 
bezeieliiien. SubstJtnirt man diese Wertiie in die Gleichnng a und reducirt, so 
erhält man wieder : 

I-'F_ AB^^OA 

und da OA* ^=- OF. 01\t isl., so ergibt sich schliessUch 
PF^OF 

Wir können somit behaupten r 

68. Das Vorbältniss der Abstände eines joden Punktes 
einer Ellipse oder Hyperbel von einem der Brennpunkte 
und der zugehörigen Leitlinie ist gleich der numerisehen 
Excentricität. Bei der Ellipse ist demnach dieses Ver- 
bällniss kleiner, bei der Hyperbel grösser als die Einheit. 
Bei der P a r a b e 1 ist das in ßede stehende Verhältniss gleich der Einheit, 
wie wir nun zeigen wollen. A sei der S he el F der Brennpunkt and i die 
Leitlinie einer Parabel (Fig. 5G). Zieht ma ans e e beliebigen Punkte P 
dieser Curve eine Tangente, welche l im Pai kte B sehne let, verbindet F mit 
^. . P und JD u d illlt -wi P eine Senkrechte 

auf Z, d re Tu pun! t wir Q nennen, so 
entstehen zwei congruente Dreiecke PFB 
lind PQB Denn die Gerade PQ convergirt 
ifegen den unendlich fernen Brennpunkt, 
es halbiit somit nach Satz 52, 2. Abschnitt, 
die Tangente in Piaa Winkel QPF, ferner 
ist BFP nach Satz 53, 2. Abschnitt, ein 
ieclit<r Winke!, also gleich P(^B und die 
(■eiade BP bildet eine gemeinschaftliche 
Siite det genannten zwei Dreiecke. Aus 
der Congrucn? der letBteren folgt, dass 
PF und V<j emindei gleich sind; wir 
kennen also behaupten - 
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69. Jeder Punkt einer Parabel ist vom Brennpunkte 
ebenso weit entfernt als von der Loitlinie. 

Ist Jf der D Qvclis eil nittsp unkt der Axe mit der Leitlinie, kh fulgt aus 
diesem Scitze, dass 

AM^ÄF 

ist. Detiinadi halbirt die in A gezogene Tangeute t (die Seh ei teil an gen to) die 
Gerade FQ nnd da FQ als Basis des gleich selienkligen Dreiecites FQP auch, 
von dessen Ilöhc PC, nämlich der in P gezogenen Tangente, halbirt wird, so 
schneiden sich (, FQ und PB in ein und demselben Punkte 0. Letzterer ist nun 
auch der Fusspunlit einer von F auf die Tangente PB gefällten Senkrechten, 
es gilt also der Sat/ : 

70. Dio FuRspunkte der aus dem Brennpunkte einer 
P arabel auf säramtliehe Tangenten dieser Curve gefällten 
Senkrechten liegen in dei Sclieiteltangcntc 

Zieht man aus B Pine ?weite Tangente in die Paiabel so steht dieselbe 
anf der Tangente -BP senkiocht Ist namlich P der Btruhtiingspunkt diesei 
»weiten Tangente und Q der Fusspunkt dei aus P auf die Leitlinie gefällten 
Senkre hten so sinl die Dieieeke P FB und I ^P aus ähnlnhen Gilinden 
congruent welche fui die Oongrnen/ kr Dieie le PFF unl PQB angelührt 
wurden. Man hat also 

^ PBQ = PBF und 

^ PBQ' ^P' BF. 
Da nun die Summe dieser vier Winkel gleich 180" ist , so muss 
PBF -^ P'BF, nämlich PPP ein rechter Winkel sein. Wir schliessen daraus; 

71, Je zwei Tangenten einer Parabel, welche sich in 
einem Punkte der Leitlinie sehneiden, stehen auf einander 
senkrecht und umgekehrt; Der Schnittpunkt von irgend 
zwei auf einander senkrecht stellenden Tangenten einer 
Parabel liegt in der Leitlinie. 

Hachdem die in P gezogene Tangente und Normale den von den Leit- 
strahlen PF und P^ eingeschlossenen Winkel halbiren, so bilden die Geraden 
PQ, PB, PF und die Normale einen harmonischen Strahl e iih lisch el. Nennen 
wir D und E beziehungsweise die Schnittpunkte der Tangente und Normale 
des Punktes P mit der Hauptaxc der Parabel, so bilden demnach D, F. E und 
der unenillicU ferne Brennpunkt eine harmonische Punktroihe, in welcher Wegen 
der unendlich grossen Entfernung des einen Punkten, J)F=^ PF sein muss. 
Beschreibt man über DE aus F einen Kreis, so geht derselbe durch P, weil 
DPE ein rechter Winkel ist, daher muss auch 

FP==BF=FF 
sein, D. li, 

72. Taugente, Leitstrahl und Normale irgend eines 
Punktes einer Parabel schnfidon auf der Hauptaxc ?; w e i 
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576 jiioeiter AbsohnÜt. i)iirchmi:««ci- , eit- 

StüRlte ab, welche beiilc gUioli dem I,e itstrable dieses 

Punktes sind 

Ans der Eigenschaft der Parabel, dass jeder ihrer Punkte von ^ und i 
gleich weit abstehen folgt, dass iler Parameter doppelt so gross ist, als die 
Entfernung des Brennpunktes von der Leitlinie. M'F ist also gleich dem baiben 
Parameter und AV gleich dem \ierteii Tiieile desselbeu. 

Fällt man aus P ein? Senkt echte anf die Axe und nennt ihren Fusspunkt 
G, so ist das entstellende Dieuxk POF. dem Dreiecke (JMJ^ eougment, wie 
leicht bewiesen weiilen kann. I^s ist somit G-E-^^MF gleich dem halben 
Parameter. Das Stück GE wird bekanntlich die Subnormale des Punktes P 
genannt, daher gilt der Sat?, : 

73. Die Subuormale eine« jeden Par abe Ipunfe t es ist 
gleich dem halben Parameter. 

Das Dreieck QCP ist dem Dreiecke FOD. wie kidit einzusehen, congruent 
man bat also DF = P$ = MO. Zieht man von der Gleichung 

DF^^^MG 
die Gleichung AF=AM 
ab, so ergibt sich AD = AG. 

Nachdem nun DG die Subtan^ente des Punktes P genannt wird, so folgt 
hieraus : 

74 Die Subtangente eines jeden Pn rabelpunkte? wird 
durch den Scbeitel iialbirt. 

Aus dem rechtwinkligen Dreiecke DPF., in welchem P(J das auf die 
Hypothenuse gefällte Perpendikel ist, erkeuut man, dass 
PGf^^Dff . GE=2AG . GE 
ist. Nimmt man an A sei der Ursprung eines rechtwinkligen Coordin atensj'stems, 
bei welchem die Parabclaxe zugleich die Absciäsenaxe bildet, so drückt letztere 
Gleichung den Satz aus: 

75. Die Ordinate irgend eines Para belpunktes ist die 
mittlere geometrische Proportionale /wischen dem 
Parameter und der Abscisse dieses Punktes. 

Schliesslich wollen wir noch die zwei Aufgaben betrachten : 
Es sollen jene Tangenton einer Parabel coustruirt 
werden, welche durch einen gegebenen Punkt hindurchgüben. 
Es Boli jene Tangente einer Parabel ermittelt werden, 
welche zu einer gegebenen Geraden parallel ist. 
Die erste Aufgabe wird in folgender Weise gelöst: 
Man beschreibt ans dem gegebenen Punkte einen Kreis, welcher durch 
den Brennpunkt gebt und zieht aus den Schnittpunkten dieses Kreises mit der 
Leitlinie je eine zur Axe parallele Gerade. Letztere treffen die Parabel in den 
Berührungspunkten der gesuchten Tangente. — Unabhängig von den Berflhnines- 
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puükten rtetdeti die laDgenten lurh eilnltDii wenn man vom ^egebeien Pankte 
auf !ie \eibinlungslmie ies Biennj-iiuktes mit den erwähnten Si Unittpnnkten 
de? Kreises senlcre Ute Gerade fallt — Die Richtigkeit diesei Citistriietioii 
leuchtet ein wenn mai bedenkt daas jelei Punkt dei f>eli(big ^ewähUeu 
Tangente PB (F „ %) \(n Fund V ^l«ch weit entteint isl unl hts PB auf 
de fteiadcu FQ senkrecht steht 

U 11 die zweite Aufgabe /u Idaeii lallt man auf die gegebene Gerade vom 
Biennpnnkte aus eirc Seiihruhte uml leht ans lern Uuichschnittspunkte der 
letzteren mit dei & lieiteHani?eiite eiue Pa,(allelc zbi ({fgebeiieu Geraden Diese 
Paiallete muas die v rlangte Taugtnte sein wie dis dem Satie 70, 
2 Abschnitt fjlf,t 



i> Geiiieiiisch iftlichi l'inikte und Tm eiitm — (>i.m(iiisain<.s Polai dreietk 
zweiei Kegel »cliuitte 

Wit haben hishei nnl nenii^en \usnihinen um sol he Eigenathaften 
eines Kegel s< Lull les nnteisnchl die an demselben ohne Bezugnahme auf einen 
zweiten Kegeiscjiuilt m Betradit kommen Es sollen nuD die wichtigsten 
Beziehnngeu trurtert werden welche ?wischen s-rtei in dei selben Ebene 
befindhchen Kegelschnitten bestehen 

Da ein Kegels«hmtt dnrch fünf seinei Pnnkte oderTiagenten vollkommen 
beitimml lat to können zwei Kegelschnitte wenn sie nicht identisch sein sollen 
höchstens Mer Punkte gemein haben Sclineiiien sieh zwei dei selben Ebene 
»ngebjnge Kegelsehnitle in einim Punkte so rartssen sie sieh noth in einem 
zweiten oder noch in drei Indern Punkten schneiden wie aus Folgendem 
hervorgeht Jeder Kegelschnitl Iheilt die Ebene m welcher er liegt in zwei 
Theile, wovon der eine sich mnoihalb der andere ausserhalb dei Cnr^e befindel 
Jenei Theil in nelcliem samnilliclie langenten gelegen sind wiid bekanntlich 
der äussert gentnnf wählend man den innein jenen Theil nennt von dessen 
Punklen sich 1 eine reellen Tangenten an den Kegelschnitt ziehen lassen Wenn 
nnn inei Kegelschnitte Jtnnd 7f, wfkhe m derselben Ebene he^en sich in 
einem Punkte schneiden so haben sie wenigstens noch einen Pnnkt gemein 
weil ein Punkt der den einen Kegdsdmitt K in einem bestimmten Sinne 
Inrclilauft und am Anfange seinei Bewegung sich ausserhalb dei Cnne IC^ 
befindet m das innere and dann jedenfalls wieder in das anssete Gebiet gelangt 
ilso jr, mindestens ^neimil tlherset/en mnss Indcss kann dei heweJiihePunl t 
nachdem ^wei Kegilsclinitte nnch vier Punkte gemein haben können auch \ier 
mal die Cune X', (iherset/en keinesfalls abei bloss dieimal da ei sonst aus 
dem äusseren Gebiete von Ä", kommend, im Innern von Aj stehen bleiben müaste 
also nicht die gan/e Cnive K duichlanfon haben wmde 

Haben zwei Kegelschnitte welche sich in derselben Lhene befinden eine 
gemeinschaftliche Tangehte so haben sie noch eine zweite oder noch drei 
stau , Li .1 1 .c n ul . 12 
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17S /iu'itei ÄlicMilf Gemnnschi/ththe Punlte ui)ä Tan/jentni — 

andere gemeinst haftlu ho Tangentpn Dips ergiM 'ficli iiarb dem Gesetze der 
Reciproeität au? den voistelienden Unters, uehunfipn Denlit man suli n.lmiicib 
»iisser den beiden Kegelst hm tfeu ff nnd ffj, deren gemeinspliafllulie Tangente 
t heisseu möge, noch einen dritten beliebigen Ktgehrhnitt E^ in dei Fliene der 
eisteten angenommen und bestimmt man zu allen Tangenten \on ff nnd K^ die 
Pole lu Bezug aut ff^, so eigeben suh avh Sat7 3*5 2 Abschnitt, 7WPi neue 
Kegehclinitte l und K^ welche sah offenbar in dem Pole T von t s<hneiden. 
Letztere Cuiyen müssen nun aussei Tno<li einen zweiten, oder noch drei andere 
Punkte i^emem haben nnd da die Polaien ilipsi r PuiiUp ^ruieinsimp Tangenten 
von ff nnd K^ sind so eisrlieint unsere btbanptung geiu !ilteili„l Wn können 
somit die Sätze aufstellen 

7(j Zwei in derselben Zweiindprsel heu Ebene 

Ebene hefindliehe Kegel- befindliche Kegelschnitte 
schnitte haben entweder haben entw eder kei ne , zwei 
keine, zwei oder vier reelle oder vier reelle Taugenten 
Punkte gemein. gemein. 

Dass Kwei Kegelschnitte anch imaginäre Durch sc bnittsp unkte haben 
können, geht aus folgenden Betrachtungen hervor: 

Auf jeder Geraden p, die einen Kegelschnitt in reellen Pnnkten A nnd B 
schneidet, bilden Ä uud B die Doppelpunkte einer involutori sehen Reihe fi, hei 
welcher je zwei sich entsprechende Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt ein- 
ander coiijügirt sind {Satz 33 , 2. Abschnitt). Die Schnittpunkte A nnd ß 
erscheinen also auch durch zwei Pa.are conjugirter Pnnicto von p vollkommen 
bestimmt. Liegt nun p gauz ausserhalb des Kegelschnittes in der Ebene des- 
selben , so werden A und B imaginär, sind jedoch ebenfalls durch die in 
Rede stehende involutorische Reihe B vollkommen bestimmt, nachdem 
sie auch in diesem Falle keine anderen Punkte von p sein können, als die 
imaginären Doppelpunkte der Reihe B. Ist demnach eine Gerade in der Ebene 
zweier Kegelschnitte K und K^ so gelegen, dass je zwei in Bezng auf K conju- 
girt« Punkte von p auch in Bezug auf K^ coiijugirt sind, so müssen K und K^ 
die reellen oder imaginären Doppelpunkte jener in volu torischen Reihe g e m e i n 
haben, welche aufj) durch alle Paare conjngirter Punkte gebildet wird. Solche 
imaginäre Doppelpunkte sind imaginäre Schnittpunkte von 

J den P k JIT de Ebene s Kegelschnittes kann man als den Mittel- 
pu kt e nes n olut n 1 n St hie hlschels S betrachten, bei welchem jedes 
Pa ! nt p 1 le St ahlo 1 rch zwei in Bezug auf den Kegelschnitt 
jug te C al bld t we de Die Doppel strahlen von S sind bekanntlich 
je e we Tant nte a nd ö le I egclschnittes , welche von M aus gezogen 
el kn Bhlt hn M innerhalb der Curve , so werden a und b 
mag nä e he nen je lo 1 du h die Strahlen des Büschels 8 vollkommen 
be tnmt be so w e dem Falle wenn sie reell sind. Hat also ein Punkt M 
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eiiiP solche Lage in det Ebene zweiei Kegelschnitte K und E^, dass je zwei 
darch M gehende Geiade, die in Be^ug an! K conjugut sind, auch bezüglich 
des Kegelschnittes K, conjugiile Gerade bilden, 30 müssen die Doppelstrahlen 
des ßfisthels weichet diirth alh Paare der duith M gehenden conjngirten Ge- 
raden za Stande kommt, gemeinschaftliche Tangenten von K und K^ 
sein. Sind diese Doppelstrahlen imaginär, so bilden sie 
imaginäre gern e in schaf tlic h e Tangenten von K und K^. 

Aas dem Umstände dass Doppelpunkte oder Doppehtiahlen immei piat 
weise \orkommen ergibt sich auih dfi obige Sat/ 7t), <!udem Usst uns derselbe 
sihhpssen dass .ittei Kegelschnitte nui eine gerade An^abl imaginarpr Schnitt 
punkte oder imagmaier gernenisciiafthrlier Tangenten haben können Diesp 

Anzahl kann entweder zwei odei vier iiicbt abei inehi betragen, wenn die 

beiden Conen uicht identisch sind Um dieb nachzuweisen soll nun zunächst 

geze^l weiden dais ein Kegelschnitt durch 

zwei imaginäre und dtei reelle oder 7wpi ]mi.{iuäre und drei reelle odei 

vier imaginäre Punkte und einfn leel viei imi^iudn Tmgtnttn un 1 eint 

len Punkt leelle Tiu^ente 

1 ollkommen bestimmt ist 

M 'N (Fig 'j?) seien drei gegebene Punkte eines ktgelsthnittes Ä, 

welchei so i onstruitt weiden soll dass die ebenfalls gegebenen Punl(tpa^^e AÄ^, 

BB, dti Geraden ii /wei ^ ^, , 

' -^ (Flg. 57.) 

Paare conjugirter Punkte 

in Bezug auf K werden, j 
Die vier Punkte AÄ^, BB, j 
mflssen dieser Forderung ! 
zufolge zwei Paare ent- 
sprechender Punkte einer 
in volutorisehen Reihe bilden 
und die Doppelpunkte dieser 
Reihe werden reelle oder I 
imaginäre Punkte von JC sein, 
je nachdem die Strecken 
AB und A^B^ sich übergreifen oder nicht. Dass K durch die Angaben voll- 
kommen bestimmt ist, wenn reelle Doppelpunkte vorhanden sind, ist selbstver- 
ständlich. Man brancht ja nur die Doppelpunkte zn ermitteln um einen vierten 
und fünften Punkt von K 7,a erhalten. Hat die gegebene* in volutoriache Reihe 
imaginäre Doppelpunkte, so ist der Kegelschnitt ebenfalls vollkommen bestimmt, 
wie aus Folgendem hervorgeht. Er erscheint dann durch zwei imaginäre nnd 
drei reelle Punkte gegeben. 

Man verbinde M mit W, wodurch im Schnittpunkte von p mit MN der 
Punkt C erhalten wird, ermittle jenen Punkt C, , welcher dem Punkte C in der 
durch AA^ BBj bestimmten involutorischcn Ucihe entspricht, und verbinde (7j 

12* 
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mit H. Dann ziehe man diß Gerade MO, welche p in D schneidet, suche ileo 
entsprechenden Pnnkt Dj von D und verbinde 2)^ mit 0. Bie heiden Geraden 
WCj und ODj schneiden sich in einem Punkte, welchen wir M^ nennen wollen. 

Denkt man sich nun M mit allen Punkten ABGD und M^ mit 

den entsprechenden A^B^G^D^ verbunden, so entstehen zwei projec- 

tivische StrahlenhQschel S und Sj, welche einen durch Jf, 2?, und JIT, gehen- 
den Kegelschnitt, erzeugen. Dem Stralile M^M des üilschels S, entspricht 
bekanntlich die Tangente in M, welche erhallen wird, wenn man zu dem Durch- 
schnitts punkte P der Geraden JlOf, mit jj den entsprechenden Punltl P^ sucht 
und Pj mit Jff verhindet. Die Tangente in M, ist die Gerade Jf^-Pi, nachdem im 
Büschel S dorn Strahle MM^ der Strahl M^P^ entspricht. Man sieht also, dass 
der Schnittpunkt der Tangenten in Mund Mj ein Punkt von p ist. Die gegebene 
Gerade geht somit durch den Pol Pj der Sehne JlOf^, woraus nach Satz 34 
2. Abschnitt, geschlossen werden kaim, dass jedes Paar sieh entsprechender 
Punkte der auf^ gelegeneu involntoriscben Reilie, ein Paar eonjugirter Punkte 
in Bezug auf den durch S und S, erzeugten Kegelschnitt sein müssen. Dieser 
Kegelschnitt erfillU die oben gestellten Bedingungen und erscheint, da S und Sj 
durch letztere bestimmt sind , ebenfalls vollkommen bestimmt , wie wir 
behanptet haben. 

Um nachzuweisen, dass ein Kegelschnitt durch einen reellen und vier 

imaginäre Punkte vollkommen bestimmt ist, betrachten wir Fig. 58. In derselben 

,_,. .„ , seien « und n die Träger 

(J'ig- nö-) . , , - , 

zweier involiilonscher 

j Reihen B, und B', von 

I welchen je zwei Paare 

sich oiit.sprecliender 

'unkte gegeben sind : 

Luf p die Punkte AA^, 

\ BB^, auf Tt die Punkte 

, ßß^. Ein Kegel- 

I schnitt K soll so con- 

struirf v^ci den, dis^! jedes 

Paar srIi ent^predieii 

dei PunUti sowohl \on 

B. als luch von B' zu 

gleich ein P-iar conjugir 

I ter Punkte in Bezug auf 

K bilden und dass A 

dnrch den gegebenen Punkt JVhindiircIigeht. 

Verlaufen die beiden involutoriHcben Reihen entgegengesetzt haben qie Uio 

reelle Doppelpunkte, so ist leiiht ein/nsehen, dass ^ durch die Angaben voll 

kommen bestimmt ist, nachdem fünf leelle Punkte von K. iiimlich N und die 
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viei DoppelpunUte dei /wci Reihen gcgtben eibubmieu Auuh in dem Falle 
«enn uqi euiP du Reihen reelle Doppelpunkte hat lal K «le Miti au=! der 
unmittelbar \ orausf,i,gangt,nen Untci&ut.huii5 ergab vollkomniLn iLslimmt dünn 
ts t.ind dann diei rcelk und zwei imagiiiaie Punlte \on K {,egeben Wji haben 
alio nm den Iill zu untersuchen in wdohcm btide luvolutoribthe Reihen 
imaginäre Doppelpunkte besitzen wenn also nur ein reellei «i 1 viei iraagini,ro 
Punkte des Kegelsthnittcs K bekannt sind Da&s in diesem i alle howolil p als 
auch ?i ginz ausseibalb K liegen miiss ist selbstvcrbtändlich 
Um K zu eonstiuiren kann man wie folgt verfahren 
Man bestimme in B und B ]ene Punkte C und j ^ «eiche dtn im Schnitt 
punkte von j|) und jt veieii igten Punkten C^ und ) der btiden Reihen eot 
^iprechen und \erbu de C nit y Dann eimittle man m den zwei involutoiiM,hen 
Strahl enbu seh ein welche durch dit Verbindungslinien des Punktes N mit den 
Punkton M>n B und i? gebildet woiden jene Stiahlei I)/^ -Djd, die oininder 
soHohl in dem einen als auch m dem andern Bübchcl entsprechen {Satz ""fl 
1 Abschnitt) Die Schnittpunkte M und M^ von < }, mit den Stiahlen Di und 
Djäj betrachte man cndlub als die Mittelpunkte zwciei Strahlenb(ibi.hel S und 
Sj, von welchen der eine ein Sohciii der Reihe ABO ..... (oder «/?/ . . . ,) 

der andere ein Schein der Reihe A|B|0, (oder «iß^yi ) »st- Diese 

bi-iden Büschel erzeugen einen Kegelschnitt, welcher obigen Angaben entspricht, 
wit sich aus Folgendem ergibt : 

Der Geraden M^Mim Strahlcnbüschcl S^ entspiicht die Gerade MG^, da 
C und C, entsprechende Punkte vun B smd, daher ist JfC^ die Taugente in M. 
Der Geraden MM^ im Büschel S entspticht M^t\ , also tangirt MiC, den 
Kegelschnitt in M^ Nachdem dio Tangenten MC^ und M, C^ sieb in Cj schnei- 
den, so muss C'j dei Pol vun MM^ sein. Die Geraden p und re sind also der 
Sehne MM^ conjugirt. Verbindet man nun irgend einen Punkt des durch 8 und 
Sj erzeugten Kegelschnittes mit M und M^, so schneiden die dadurch erhaltenen 
Geraden nach Satz 34, 2. Abschnitt, sowohl ^, als auch ^r in conjugirten Punkten. 
Je zwei conjugirtc Punkte von p oder n bilden cnlsprcchcude Punkte einer 
involutorischeii Reihe. Die zwei aufp und n durch solche Punkte entstehenden 
involutori sehen Reihen sind identisch mit den gegebenen B und B', denn die 
crstereu, sowie die letzteren dieser Reihen werden bcziehaugäwcise durch die 
Punkte CO^, i)I>^ und yy,, M, vollkommen bestimmt. Jener durch S und S^ 
erzeugte Kegelschnitt entspricht also der Bedingung, dass AA^, BB^, fi«^, ßß^^ 
in Bezug auf denselben conjugirt sein sollen und dass er den gegebenen Punkt 
N in sich enthalte, ea ist demnach dieser Kegelschnitt der verlangte K. 

Da nun Sund Sj durch dio obigen Angaben voUkommea bestimmt sind, 
so erscheint auch K durch dieselben vollkommen bestimmt. 

Es erübrigt jetzt noch um 'ZU zeigen, dass zwei Kegelschnitte, wenn sie 
nicht identisch sind, nicht mehr als vier imat^inäre Punkte gemein haben können, 
die Untersuchung der Aufgabe ; Ein Kegelschnitt K ist zu construireu, welcher 
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die Bedingung erfüllt, da=!8 je awei si^h entsprechende Pnnkte von diei gege 
benen luvolutonschen Rpibeu li S und B (Fig ^9) m Be?ng aut K emandei 
^ ui|U,!i I. 1 1 — D^ss dadm h zu viel 

beding,! varl sobald nur eine dei diei 
Relu j Celle Düpi dl unktQ hat tolgl ans 
d II tbtgei BetMthLungennnniittelbar Wii 
beUen al o voiaufc jede der drei Reihen 
li „e nnz lUBscihalb Ics. zu i,onstruirenlei 
Iv ^ Is hnittes 

feinl 1 ui l iie im Sthnittpmil te 
\ n B und S veitinigtcu lenkte diesei 
Keihen und jIj Bj ihre entspi Bebenden 
1 ithungswei'ie in B und J?j s( inu'ss die 
Gerade AiCt^ die Polarü des ci i i ten S 1 üJltpunl tcs vii Denn A^ &o«ohl 
al» au(h ttj hegen als conjugiite Punkte dctt Sclimttpunktt Aei m der Polaicn 
deb letzteren, folghch muss die VerbindunaSlinie von A^ und a^ die^e Polare 
helbit sein Die Polaren 6j/? und I?^c ^dei Schi ittpnnkte von R^ JJ^ und i? 
E^ können m derselben Weise gefunden werden wie A^a^ Der Schnittpunkt 
Pdei Polaien ^jttj und Pjf ist wie leuht eiuznsehen der Pol des. Trägers 
von it, ebenso sind die Punkte P^ und P in denen h^ß^ die zwei andeien 
Polaren schneidet, die Pole der Traget von B^^ ind B^ Die Geiade AB nim 
lieh der Träger von B, ist der Geiadeu AP conjugirt uiLhdem AP durch den 
Pol dieses Trägers geht. Aus analogem Gtrunde sind Af nimlioh dci Irliger 
von Bi und die Gerade AP, einander conji gi t Ermittelt man die Doppel 
strahlen des in volutori sehen Ruscheis wclchci duich die genannten zwei sich m 
J. schneidenden Paare conjuyiter Gera! n bestimmt wiid so erhalt man zwei 
Tangenten des Kegelschnittes K Aul gleiche Wei-^e können die dmch S und h 
gebenden Taiigentenpaare ermittelt werden es eif,ebon sieh also sechs Tingen 
teil des zu constniirenden Kegelschnittes duich welche dei^elbe jedeiitalls voll 
kommeil bestimmt ist. — Die Piage ob es immei möghch ist einen Kegel 
schnitt zu construiven der diese sechs Tani,enten berühit woileu wii da sie mit 
dem Zwecke unserer Untersuchung nichts geraein hat auch nicht weiter 
erörtern, — Wir sehen also dass znti von einandet verschicJcnc Kegelschnitte 
nicht mehr als zwei Paare imdginaicr Punkte gemein hibcii können 

Zur Entscheidung der Fl Ige wie viele gemein seh afthcho im^f^ii iic lau 
genten zwei Kegelschnitte besitzen können führen f,anz äbniiLhe Untei suchungen 
wie jene, welche wir bezüghcli der fjemiinschifthchen nnaginaien Punkte voi 
genommen haben. — Es bedarf wohl k^ura der Lrwahnung dass imagiilte 
Tangenten nichts anderes sind als die imaginären Doppelsti ihlen eines involn 
torischon Strabienbüächels, bei welchem je zvei iich ent prechende Stiahlen 
conjugirte Gerade in Besu^ auf den Kegels hnitt sind and dass lemnach 
imaginäre Tangenten immer paaiweise \oikommen — Man findet dass ein 
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Kegelschnitt durch zwei imaginäre und drei reelle oder durch vier imaginäre 
Tangenten und eine reelle Tangente vollkommen bestimmt ist und dass zwei von 
einander verschiedene Kegelschnitte nicht mehr als vier imaginäie Taugenien 
gemein haben können. 

Durch obige Unter sucliuugen ersuheinon nun die Sätze gerechtfertigt: 
77. Zwei in derselben Z ^¥ei in der;ielben Kbene 

Ebene befindüeho Kegel- be rindliche Kegelschnitte 
schnitte haben entweder haben entweder keine, awci 
keine, zwei oder vier imagi- oder vier imaginäre Taugen- 
näic Punkte gLinein ten gemein 

Dei Fall da'i? die hcidui Outven Itiinc f,emcinB».l ifthobou imaginiren 
Punkte oder Tangoi ten b sitzen tiilt oftenbai dann ein wem sie vier leellc 
Punkte odoi bü,(iehungbw(.ise viu leelle laogtuten f,emoin haben weil ji ein 
Kegelschnitt t.i.bon dnreh dici leellc nnd zwei imaginäre Punkte odci dm h 
drei leelle und zwei imagui'w* Tan{,enten vollkommen bcBtimrat wirl 

Zwei imaginäre PmLto eines Ke^ehUinittes wol(.ht diu Dopptlpunkfe 
einer und dciselbcn durch tonju^irtc Funkte gebildeten Ecihc sind hLisbeu 
zusammen geh oii{,e imaginäre Punkte Ics Ke^etsehnitte 7wei 
iDi<igin£tre Tangeuten welche die Uoppelstrahlen eines nnd desselben duieh 
conjugirti Gerade gebildeten Strahji-tibüsehelä smd nennt mau^usammcn 
gehörige imtiginäre Tangenten. Demnach liegen zwei zusani- 
niengehörige imaginäre Punkte eines Kegelschnittes immer 
auf einer reellen Geraden und zwei zusammengehörige 
imaginäre Tangenten sc ii neiden siehirameiin einem reellen 
Punkte, Dies gilt keineswegs auch für nicht zu&ammengehori4,e Punkte nnd 
Tangenten. Nehmen wir an, A und B, sowie C und D seien zwei Paaie iusd,m 
meugehörigcr imaginärer Punkte, so sind die tjeradeu AB und GB leell iigend 
eine andere Verbindungslinie von zweien diesei vier Punkte z B A und r muss 
jedoch imaginär sein, denn wäre sie reell, so müssto der Schnittpunkt von AB 
and jiC, nämlich A, ebenfalls reell sein, was der Voriudsetzuug wideispiieht 
Analoges kann bezüglieb der imaginären Tangenten gezeigt weiden 

Wir können also sagen : Zwei nicht zusam menge hörige imagi- 
näre Punkte eines Kegelschnittes liegen immer auf einer 
imaginären Geraden, und zwei nicht zusammengehörige 
imaginäre Tangenten schneiden sich immer in einem imagi- 
nären Punkte. 

Jede Gorade, welche durch zwei gemeinschaftliche reelle Punkte zweier 
Kegelschnitte bestimmt wird, hcisst eine eigentliche gemeinschaft- 
liche Seeantc, während man eine Gerade, welche zwei zusammen- 
geh örige imaginäre Schnittpunkte zweier Kegclaclmitto enthält , eine 
uncigentliehe , gemeinschaftliche oder auch ideelle So eante 
nennt. Sowohl die eigentlichen, als auch die uncigcnllichen 
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gemeinschaftlichen Secanten haben die Eigenschaft, dass 
je zwei Paukte derselben, welche in Bezug auf den einen 
Kegels ehaitt conjugirt sind, es auch in Bezug auf den andern 
sein müssen Um dies nachznweisen, nehmen wir an, zwei KegelBcbnitte E 
und K^ hätten eine eitcentliihü oder uneigentliche Secante jp gemein und nennen 
die den Curveii A and K^ gemeinsamen reellen oder imaginären Punkte dieser 
Secante D und B Die zwei involutorischen Reihen , welche von den in Bezug anf 
K und den in Bezug aul K^ cunjuairten Pankten der Geraden p gebildet werden, 
heissen wirbeziehutigswtisc £ und H, Dass diese Reihen identiseh sind, ergibt sich 
aus folgender Betrachtuiii; D i B und H-^ dieselben Doppelpunkte haben , so ist 
auch ihr Conttalpunkt C derselbe Punkt in p, denn C halbirt immer die Ent- 
fernung der (reülen odei imatinaien) Strecke DJD'. In jeder involutori sehen 
Reihe hat feiner das Ptoduct dei Abstände zweier sich entsi)rechender Punkte 
vom Cent ralp unkte tmcn und densellen Wertb, es ist also, wenn durch A und 
j4j zwei behebige entspicchende Punkte von B bezeichnet werden 

AC A,C=GD\ 
woraus folgt pna 

Für zwei entsprechende Punkte B uEid Bj der Reihe B^ hat man 

CouiLidiit nun B mit .1, so muss den Ictzteien zwei Gl l n liu 11141' ii /utoli^i 
auch Jf^ mil ^1 zusammentallon Jedes Paai entspieihi ndci Punkte \on iJ it,t 
somit audi em Paai entsprti heudet Punkte von i?j, wodurch obige Behauptung 
gerechtfertigt eischeint 

Wenn zwei reelle Sühnittp unkte DD' zweioi Kegelschnitte coincidiron, 
so h e 1 u h 1 e n sn h die beidi'n Curven Sie haben näniliüh dann in dem 
Punkte SD' , der beiden gemein ist , eine gemein schafthche Tangente 
und zwai jene, in weUhe die gemeinsame beejate .DD' übergeht Sind D 
und ])' zusammengehölig iraaginai , so können sie chenfallb nui m einem 
reellen Punkte, namlich dem Contialpunkteder involatoriB(,heu E^iho toincidiren 
welcher sie als Doppelpunkte angehören D und D' weiden also in diesem Falk 
selbst reell, woraus man schhessen kann, dass auch eine uneigentliche gemein- 
schaftliche Secante in eine Tangente übergeht, wenn die imaginären gemein 
sammon Punkte DD' zusammenfallen, und dass diese Tangente beide Kegel 
schnitte in demselben Punkte DD' berührt Es lasst sich somit behaupten 
Wenn zwei gemeinsame reelle oder zusammengehörig 
imaginäre Punkte D und D' zweier Kcgei schnitte coinci- 
diren, so berühren sich die beiden Curven im Punkte DD', 
welcher stets reellist. Demnach kann man auch umgekehrt einen reellen 
Berührungspunkt zweier Kegelschnitte immer als Coincidenzpunkt zweier reeller 
oder zusammengehörig imaginärer Schnittpunkte dieser Curvc betrachten. 
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üass es auch imagiuäre Bertthrnngapunkte zweier Kegel- 

subiiitte gibt, sieht mau leicht ein, wenn maji berücksicbtigt, dass auch zwei 
nicht zusammengehörige imaginäre Schnittpunkte zweier Kegel- 
schnitte coincidireu können. Dieser Fall kann jedoch nur dann eintreten, wenn 
die zwei uneigentlichen Secanten, welche die imagiuäi'en Schnittpunkte enthalten, 
zu sammenf allen ■ denn sonst müsston die beiden Curven sich im Schnittpunkte 
der zwei Secinten also in einem reellen Punkte berühren. Coiucidiren aber 
zwei gern eins ch ältliche Secanten, so berühren sich die beiden Kegelschnitte in 
zwei Pankten Wenn daher zwei Kegelschnitte in einem Punkte eine imaginäre 
Berühiung eingehen, so findet auch noch in einem zweiten Punkte eine 
imaginire Berühiung statt. Man kann also sagen: Berühren sich zwei 
Kegelschnitte in zwei Punkton so können diese Punkte 
entweder beide reell oder beide imaginär sein. 

Jeder Punkt, in welchem sich zwei reelle geraeinschafthche Tangenten 
zweier Kegelschaitte treffen, heisst eineigontlieber Contingenzpunkt, 
während man den Schnittpankt zweier gemeinschaftlicher zusammengehörig 
imaginärer Tangenten einen uneigontlichen oder ideellen Contingenz- 
punktder beiden Kegelschnitte nennt. Sowohl die eigentlichen, als 
auch die unoigentlichen Con tiiigcnzpunkto sind so gelegen, 
dassje zwei durch einen solchen Punkt gehende Gerade, 
welche in Bezug auf don einen Kegelschnitt conjugirt sind, 
OS auch in Bezug auf den andern sein müssen. Dies ergibt sich 
aus folgender Betrachtung : Sind K und K^ die beiden Kegelschnitte, d und 
(? zwei reelle oder zusammengehotig imaginäre, gemeinschaftliche Tangenten 
derselben, welche sich in dem Contmgenzpunkte C schneiden, und heissen irgend 
zwei in Bezug anf K oinandei lonjugiite, dunh (' gehende Gerade a und a,, so 
besteht die Gleichung 

t§ ar tg «,/ = tg flr^ 
in diCücr Gleichung bczeuhnU » eine dei Halbirnogslinitn dfb Winkeln 
ää\ oder was dashUbc ist, einm Noimalsliahl jenes involotonschtn Bü^chth 
welcher aus den durch Ü gehcndtn in Bezug aui K einmdLr conjugiiltn 
Gesadtn besteht — Man bat also 

' tg ar ' 
Für je zwei einander entsprechende Strahlen b\ des involutorischen 
Büschels, welcher von jenen in Bezug auf Kj einander conjugirten Geraden 
gebildet wird, die durch C gehou, besteht die Gleichung 

tgöj»- = ^|4-' 
"1 tg 6r 

Aus dieser und der unmittelbar vorausgehenden Gleichung ist zu erseheu, 

das», wenn a und h coincidiren, auch die entsprechenden Strahlen ce, und h^ 
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zusammenfallen müssen Je zvi i 0>tiadt a und a^ welcbt dunh C gehe» und 
cinandPi in Bezuj; ant Ä^conjUniit Bind müssen tb dabei anch in Bczuf, vii K^ 
sein wie oben behanytet wurde 

Woou zwei reelle gern ein bLh iftlicbe Tangenlcu (J und ci zweier Kcgil 
BLhniUe coinudiren «ü btrüluLU Mch die beiden Curven Ooinudircn 
nämlicb zwei Tangenten unes Ecgelsühnittet, ho falkn bolianntlich di 
Bertlirui ^spunkt du selben mit dem bchmtlpunkte I udei lau^entcu zubaiii i'en 
Die vier FSei nliraugspuiiktc ziveKi gemciiiscIiattliUici lan^cnLen bilden also 
wenn Ict/ten cuincidirm oineu ein/igen Pniikt in welclieni beide Ourvcn die 
gemeinaainme ltnt,LnLo btrdbrcn In diuseni Funkte beiuhieu sich also auoti die 
beiden Ourvtn — (jin? dasselbe gut bezQglich /wuu zusammonguhoii^ 
imaginnrei Tangenten Zi^ei solche Taiigentui können nur in einem Nuimtl 
strahle des mvoluloi i sehen ISüSühelh welchem aie aU Doppel strahlen angehören, 
albo in einci leellcn Geladen zusammenfallen lolglieb weiden Eie m diebcm 
Falle selbst reell und es mubs tili sk dksbelbc Geltung btben was bczUgluli 
7weier lecllei gemeinst hattliihci Tangenten wenn sie eoineidiren bcnerkt 
wurde Wir können somit behaiifteu Wenn zwei ^ciiieinbime leelle 
oder zusammengehörig imaginäre rangonten d und d zweier 
Kegelschnitte eoineidiren, so berühren sich die beiden 
Curven in einem Punkte der gemeinsamen Tangente dd', 
welehe stets reell ist Dem nie h kann umj,eKebil die Tangente in einem 
reellen Berhhruiif,spaiikte zweiet Legelsehnitte immei als eine Geride betiaehtet 
werden in weichet zwei gemeinsame icelle oder zustmmcngcburig imiginare 
Tangeuten beider Curven zasammenfalleu 

Wenn zwei Kegelsehnitte sieh m zi\ei miaMnäien I unkten berühren so 
haben sie m diC)>en Pnnktou tueb imaginäre geniemsehattliebe Tangenten M in 
kann jcd der letzteieii als die Yei bind annähme zweiii eoiueidiicndei 
imaginärer feehnittpunkte der beiden Gui ven oder aueb ils iwei comeidiicnde 
imaginäre Tanoontcn betidehfen wLlehe naht zusamraei „ehoien 

Aus den Sitzen 7b 77 2 Abschnitt und Itii zuletzt iibestelllen Unter 
suebun^en cigilt sich nun unmittelbar 

7ö. Berühren sich zwei Berühren sich zwei Kegel- 

Kogclschnitte nur in einem schnitte nnr in einem 
Punkte, welcher stets reell Punkte, welcher stetsroell 
sein inuss, so können dieselben sein muss, so können dieselben 
ausser dem Berührungspunkte ausser der Tangente im Be- 
nur noch zwei reelle oder rührungspnnkte nur noch 
imaginäre Punkte gemein zwei reelle oder imagin&re 
haben. Tangenten gemein haben. 

79. Berühren sieb zwei Berühren sich zweiKegel- 

Kegelscbnitte in zwei reellen schnitte in zwei reellen oder 
oder imaginären Punkten so imagin ären Punkten, so haben 
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haben sie ausser diesen keine sie ausser den Tangenten in 
weiteren reellen oder imagi- diesen Punkteu keine weiteren 
näreüPunktögemein. reellen oder imaginären 

Tangenten gern ein. 
Wenn zwei Kegel seh uitte vier reelle Punkte gemein haben, so wird durch 
letztere ein vollständiges Vierseit bestimmt, dessen drei Paare gegenüberliegender 
Seiten die Ecken eines den beiden Kegelschnitten gemeinschaftlichen 
Polar dreieckes bilden (Satz 37, 2. Abschüitt). Jede Ecke eines solchen 
Dreieckes ist 50 gelegen, dass seine Polaren in Bezug auf die beiden Kegelschuitte 
LOincidiren Diese zwei Polaien ynd nandich mit dei lern Eckpunkte gcgeniiber 
lief,enden DreieU bcite idcntis h Jede beite eines gemein acbattlahcn Polat 
dreieckes hat eine di,rartige I ige da>:s ihre I ole in Bezug auf die beiden 
Curven znsanimenltllen denn iiose /»ti Pole cointidiicn riit dem dt Di leck 
Seite gegenüberhegenden Bickpunkte 

Einen Punkt in dei ii\ cne zweiei Ke^elschn tte det's n Pohren 
lUcksiLlithih beidet Curven coinuliren wollen wii einen gemeinschitt 
liehen Pol neni tu und eine Geride diesei fcbcne deren Pole in BeJug auf 
die beiden Türken zusammenfallen heibsen wir eine f,emeinb hattliche 
Polare Jedi'm gemeinsünftlichen Pole entspiicht eine gerne in seh ältliche 
Polaie und je 1er solchen Polaren ein gcnieinscbattlichcr Pol Ist demnach ein 
gcmunscbaftlicher Pol m dei Ebene zweiei Kegelschnitte voibinden so gibt es 
immer luch eine zugehörige gemomschattliche Polaie und umoekehri 

Die Eckpunkte eines gemeinschaftlichen Polardieieckes sind diesen 
Erklärungen zufolge immer gememschafthehc Pole und seine Seiten gemein 
Bchaftliehe Polaren 

Wii wollen tun zunächst die Ttigo eiledi^en wie man iic gemein 
schaithehcn I ole unl Polarei m der Ebene zi^oier kef,olschnitte bestimmen 
kann und wie viele '^olehe 1 unl te und Geiade m jedem falle höchstens 
vorhanden "iind 

K und K, seien zwei m dei eilen Ebene befindhehc Kegelschnitte und M 
Ifj die Pole emei lelieligen Geraden m diesci Ebene in Bezug luf K und Aj 
Die Polaien aliei Punltc voi »na Bezug lutKhlden diesei VonusseL^uni, 
gemäss einen Strahlenbüsche! S dessen Mittelpunkt M ist and alle Polaien 
von m in Bezug auf Aj bilden einen Strihlenhüschel Sj dei seinen Mitteli mikf 
in JU"^ bat Die zwei Strihlenbusehel Sund \ müssen piojectui'iüh vciwandt 
sein da sowohl 8 als auch S mit der duich die Punkte von m gebildeten Reihe 
projeetiviscb ist (Satz 33 2 Alichnitt) 5 und S^ cizeuoen somit einenKesel 
schnitt/, welcher duich If und M^ gebt Deiaelbo hat die Eigonschalt diss 
jeder seinei Punkte irgend einem und demselben Punkte von m "sov^ohl in Bezug 
aufK' als auch auf Aj coniugirt ist dem jedei solche Punkt liet,t zugleich in 
den zwei Polaien eiies unl desselben Punktes von m da ci ihiui Schnitt 
punkt bildet 
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Geht m dm h einen gemeiDsibiftliiLen Pol Pvoii ff uiid BT^, so liegen 
die Stialleabu8t,hol Sund Sj p rspcctivisdi denn die Pcilaie i des Punktes P 
bildet dam einei fetiaLI dcrbcil i Biibdiclii enlsjRtheDd ji^cu cm ist ; ilf und 
JKj liLt,eü uamlich m dei Polaicj des Puikteb P Dei Kegelschnitt it gelil in 
diesem Falle in ein ''jstem voi zwei Geiadcu über von denen eine diu Polare 
p [.ein masi Die audcic ),(-l"t durdi P na lidcni P dim St limtl punkte von m 
und i doppelt torjuyit ist — Wii könnet nun die S-tlzc aulbtelleni 

SO Alle Punl tc in d(,i Alle & e r ^ 1 *, u in der 

Ebene zweiei Kegelschnitte Ebeni, ^wcioi kcRclsuiini t le 
iC und Äj, welche den Punkten K und K^, welche den dnrch 
ein und derselben Geraden ein und d c u s e 1 b e n P u n k t 
in Bezug auf beide Curvcn gehenden Geraden in Bezug 
zugleich coujugirt sind, liegen auf beide Curven zngieiiib 
aufeineniKegelschnittcfc, der eonjugirt si it,d, u m h it 1 1 e n 
die zwei Pole dieser Geraden einen Kegelschnitt k, der die 
enthält. Geht letalere durch zwei Polaren dieses Punktes 
einen genieinscbaftlicheii Pol berührt. Liegt der letztere 
P von K und Jt,, so wird k in einer gemcinschaftlieben 
durch ein System von zivci Polaren p von K und K^, so 
Geraden gebildet, wovon eine wii'd h durch ein System von 
die Polare von P ist und die zwei Punkten gebildet, wovon 
andere durch Phindureh geht, einer der Pol vonpistund 
der andere sich auf p befindet 
Der Satz rechts ergibt sich aus jenem links nach dem Gesetze der. 
ßeeiproeität nnd lässt sich auch leicht direct nachweisen. 

Jener Kegelschnitt , den wir durch h bezeichnet haben , c n t h ä H 
säramtlichc gemeinschaftliche Pole von K und K^, welche 
übcrhanpt vorhanden sind. Denn ist p irgend eine gerne in schai'tliehe 
Poiart und P ihr Po! so muss P allen Punkten \on2> also auch dem Schnitt 
punkte von p und m sowohl ii 1 caug auf K al iuch auf K^ conjuj,iit bein und 
diber dem Ke^elsebnitte i augihorcu 

Nehmen wii eine zweite Getade % m dei Lbcni von K und K au deren 
Pole rücksiehtluh dieser iwei Kegelschnitte n und //j heissen moacn und 
bcfitiniraen zu den Punlten von m, die Polaren so bilden lotzteie ebealalls 
zwei projoetivischo Sti ablenbusehel s und s, mit den Mittelpunkten /i und f<^ 
welche BüBihel einen Kegelsehnitt eizcugen den wii ä-, nLunen wollen Dicbei 
Kegelschnitt hat dio Cigonschaft dass jeder semei Puikte iigend einem und 
demselben Punkte von m^ sowohl in Bezug auf K als auih auf h.^ eonjugirt ist 
und enthalt ebenso wie h alle möglichen gemeinschaft 
liehen Pole von Kund K^. Ds. nun tn und m^ sich schneiden, so müssen 
die beiden Kegelschnitte k und fej ebenfalls einen Punkt, nämlich den Schnill- 
pniikt 6 der zwei Polaren des Durchschnittes J der Geraden m und m^ gemein 



y Google 



Gi> 



Blanheuil i 



\ Kegi-hclimfte 



189 



haben Demnach sihneiden siih A und /j jedenfalls noch m einem zineiten 
reellen Punkte P, aber höchstens noeh in diei reellen Punkten P Pj nnd P^ 
Teilet SdiniHpunkt von Jr und Ir^, ausgenommen 5, muss ein gememichatt- 
hfher Pol der Kegelsi hniite Ä" und Ä"j sein, denn einem "loUhen hclmittpunkte 
P ist 111 Mi ein Punkt P dop|ielt, d li. iii Be/UR luf K und K, conjugirt, und 
ebenso in m^ ein Pnnkl P", wniaus foiRt, dasB die Verbindungslinie P'P' eine 
gemeinschaftiKhe Polare und P cii gemeinschaftlicher Pol Kein niusi Dass 3 im 
allgemeinen kein gemein Schaft lieh er Pol sein kinn, geht aus Folgendem heivor 
Wäre 6 ein gemeinsehiftlu hei Pul, so mllssle dem<.plbeH eine dnich ^ gehende 
gemeinschaftliche Polare yugeböien Diese Pol-iip mussfe die PoKre des 
Pnnkles P 111 einem Punkte ^ schneiden, der ehenfills ein gemeinschaftlnher 
Pol wäre, naihdem der Schnittponkt 7ftOiei gemeinsibifthoher Polaren wie 
leicht emzubeheu, immer ein geraeinscbaftln her Pol ist dei Punkt it wäre dera- 
nich ein gemeinsamer Punkt von Ä. und /, , daher gibe es nodi einen vierten 
gemeinsamen Punkt dei letyttren Cuiven (feat/ Tb, 2 Abschnitt), also ausser S, 
P und JT noi li einen vierten gemeinsamen Pol /c, Di die Verbindnngslinie 
zweier gemeinsamer Pole, wie man sich leicht überzeugt, stets eine gemeinsame 
Polate ist, Bo wßrdejede von den sechs Veilnndungshniea der genannten vier 
Punkte eine gemeinschaftliche Polare sein, es raüssten daher auch sechs gemein 
same Pole, lolglicli sechs Durebsrhnittspnnkle von h und \ e\istircn, was nur 
möglich ist, wenn ü. nnd J.,, milhin auch m nnd w, ^nsainmenfallen Letzteres 
ist nun gegen unsere VoraussLtzuug, es zeigt sictt also dass die Annahme, ä sei 

ein gemeinschaftlicher Pol, meht statthaft ist 

Ein lall ist alleidmgs denkbar, in wekhem h nnd %, mehr als vier 

Punkte gemein haben, auch 

ist jedouh ein ganz speeiel 

wenn die beulen Ke^cl 

s<hmtle K und K^ ^iili 

d \t\n\i. hLilihicii 

Iniig 1)0 soun K 

und Kj 7«ei sich m den 

Punkten A und B beiiUi- 

rendo Kegelschnilte. Diu 

gemeinsame Beriihruiins- 

sehne AB nennen ivir p 

und ihren Pol P. — Dass 

•p eine gemeinschaftliche 

Polare und P ein gemein- 
schaftlicher Pol von Jf und 

K^ sein mnss, ist selbst- 

verständlicb. — Nehmen 

wir nnn eine beliebige 



linnKiifalkn Diesei Fall 
10 wii nun zeigen werden, 
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Gerade m in der Ebene der beiden Kegel soll niUe an, wäUieu in dieser Geraden 
irgend einen Puckt Cnnd bestimmen die Polaren von C in Bezug auf ^ und K^, 
so zeigL aich, dass diese Polaren in einem Punkte C^ der Berülirnngssehne ^ 
zusammentreffen. Um einzusehen, dass dies stattßnden muss, denke man sich die 
beiden Polaren von C dadurch ermittelt, dass man die Pole der von ausgehen- 
den Geraden (?P und m, bestimmt nnd die so erhaltenen Pole entsprechend ver- 
bindet. Die zwei Pole von CP in Bezug auf K und K, liegen, weil CP durch 7' 
geht auf der Polaren y von P; ist also C, der Sehnittpunkt von CP mit ^, so 
müssen die ?,wei Pole der Geraden CP in einem Punkte C^ 
zusammenfallen, der so gelegeu ist, dass ev von Cj durch Ä und B har- 
monisch getrennt wird {Satz 29, 2. Abschnitt), Welche Lage nun auch die 
zwei Pole M und ilf, von m in Bezug auf K und Äj haben mögen, so werden 
die Verbindungslinien MC^ nnd M,C.^^ nämlich die Polären des Punktes C sieb 
stets im Punkte Cg treffen. Unsere Behanptnng erscheint somit gerechtfertigt. 
Nachdem fllr jeden Punkt der Geraden m dasselbe gelten rauas, was wir 
für den Punkt C nachgewiesen haben, nämlich dass seine zwei Polaren sich iu 
einem Punkte von p schneiden, so geht der in obis{er Untersuchung durch ft 
bezeichnete Kegelschnitt in unserem Fall in die zwei Geraden j* und 
MM^ (iber. Die beiden den Kegelschnitt erüeugenden Strahl enhü seh el S und 
S, mit den Mittelpunkten M und Jfj liejjen perspectivisch und haben somit die 
Gerade ilfJIfj entsprechend gemein. MM^ geht immer durch P, wie auch 
m gewählt werden mag. Denn M liegt in der Polaren rücksichtlich K des 
Punktes T>, in welchem sich p und m schneiden, und M^ ist ein Punkt der 
Polaren von D in Bezug auf Ä",, Diese beiden Polaren coincidiren mit der 
Geraden, welche Pmit jenem Punlite I)^ verbindet, der von D durch Ä und B 
harmonisch getrennt wird. M und ilfj liegen somit auf der Geraden PD,. 

Wühlt man statt m eine andere Gerade j»j , deren zwei Pole n und ^^ 
heissen mögen, so ergibt sich dasselbe, wa^ für m gezeigt wurde Der Kegel- 
schnitt ft, geht nämlich ebenfalls iu ein System von zwei Geiadou , ^i und jiUj 
über, von denen f^^.^ den Punkt P enthfilt. Die beulen Kegelschnitte h und 7j 
haben also in unserem speciellen Falte sämmlliche Punkte der Borührungsiehue 
p und den Punkt P gemein. Es ist dies nur eine Folge davon, dai"? in dei Lbene 
der zwei Kegelschnitte K und K^ (Fig. 60) eine Ger'ide p existirt, welclie 

1. die Eigenschaft hat, dass je zweiihrer Punkte , z. B. C, und Cg, welche 
einander in Bezug auf K conjngirt sind, auch ein Paar conjugirter Punkte rück- 
sichtlich K^ bilden und dass 

2 die zwei Polaren eines jeden Punktes \onjj /BD duich ein und 
denselben Punkt P hindutchgchen 

In Folge dei eisten Eigen^chift muss p eine gemeiusphiitlithe Secantt 
in folge dei zweiten Eigensihaft eine gemeinsihi!th(he Poliit von K und K^ 
sein Min sieht also, dass 2> zugleich eine geraeinsi haftliche Setante und eine 
gemeinscbaftiichc Polaio somit ome Bei übrongs sehne von K und K^ sein rausa 
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und dass iler spec^ieUe Pali, in wRichevn k iii.d h^ mol.r als 
vier Punkte gemfiiu habuii, dHniiiaeli nur dann eintrütcn 
kann, wenn K und Ä[ sich doppelt berülireii. 

Nachdem je Kwei in Bezug auf K conjngirte l'iiiilvte z B D und D, der 
Geraden p aopli röcksiditlicli K, einander conjagirt sind, miil die Polaren eines 
jeden Punktes von p durcli P gebeD, so ist jeder Punkt der Uerübruugsseline p 
ein gemeinschaftliclier Pol und jede durch den Pol \on jy gehende Gerade eine 
gemein seil aftiicUe Polare der zwei Kegelschnitte K iiud K, J e z w e i e i n- 
ander doppelt conjagirle Punkte von p bilde» mit dem Pole 
von j] ein gemein scbaftliclica Polardreieck, wie ä. B, das Drei- 
eck DPI>i, in welehem jede Seite die Polare desgetsendberliegenden Kckpuuktea 
in Bezug auf beide Curven ist. 

Als Endresultat unserer üutersuehung über die Au/.ahl der gemeinsamou 
Pole und Polaren stellen wir nun folgende Sätxe auf: 

81. Zwei iu derselben 
Ebene befindliche Kegel- 
schnitte liaben immer einen 
reellen gemeinschaftliclie« 
Pol , im allgemeinen aber 
liöchstens drei gemeinschaft- 
liche Pole. Nur wenn die bei- 
den Kegelschnitte sich in zwei 
Punkten berühren, sind un- 
endlich viele reelle geraeiu- 
scbaftliche Pole vorbanden, 
welche alle mit Ausnahme 
eines einzigen, der mit dem üigen,die mit der Beruh rang a- 
Pole der Be ril hru ngssehn e sehne coiiicidirt, durcli den 
coincidirt, auf der letzteren Pol der letzteren gehen, 
gelegen sind. 

Wenn drei reelle gemeinschaftliche Pole P, P, , 1\ vorhanden sind, so 
bilden sie die Eckpunkte eines gemeinschaftlichen Polardreieckes 
in welchem jede Seite die Polare des ihr gegenüber! legen den Eckpunktes ist. 
Würde man nämlich annehmen, a. B, PjPg sei nicht die Polare von P, so mflsste 
es irgend eine andere Gerade sein, man hätte dann im allgemeinen vier gemein- 
schaftliche Polaren und zwar die drei Seiten des Dreieckes PP^Pi und die 
Polare von P, was dem zuletzt aufgestellten Satze wiedersp rieht. 

Nimmt, man an, die Polare von P sei eine der durch P gehenden Seiten 
des genannten Dreieckes, so müsste diese Seite von beiden Kegelschnitten K 
und E^ in P berührt werden. Zudem worden K nud K^ noch eine zweite 
Dreieekaeite in einem der Punkte Pj oder P^ berühren ; die beiden Kegelschnitte 
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mllRsten also eine zweifache Berllhrnug eingehen, in welchem Falle unendlich 
viele gerne in acliaftliche Pole vorhanden sind. 

Dass ea auch imaginäre gemeinschaftliche Pole unä 
Polaren gibt, lehrt folgende Betrachtn\ig : Es sei P ein (jedenfalls 
vorhandener) reeller gemeinsphaftliclier Pol zweier Kegelschnitte K und iC, und 

p seine Polare. Anf p nehmen wir heliebig viele Pnnkte A, B, an, 

bestimmen die dftnselben in Bezug anf K conjngirtcn a, ß, y und ebenso 

die ihnen rücltsiclillich K.^ ronjngirten a^, (?i, y, in der Geraden ^i- Die 

Punkte a, ß, j und Cj ß^ 3, bildfu zwei projectivische Reihen 

Bund 2ij, naihdem sie heidi mit lei ftedie A B G projectiviscli verwandt 
sind. Diese zuei Reihen haben somit zwei reellt, odti imaginäre Doppelpunkte, 
welche wir P. und P, nennen noUen ledei solche Doppelpunkt ist nuu, wie 
leicht ein/nsehen ein gememschafthcher Polunddi P, nnd Pgimmer zugleich 
imaginilr sind, Ro können auch immer nur ^wei imaginiiro 
gemeinschaftliche Pole vorhanden sein. — In ganz analoger 
Weise kann gezeigt werden, dass auch imaginäre gemein- 
schaftliche Polaren nur zw zweien vorkommen. 

Wenn if und ifj identisch werden, so gibt es nnendlich viele reelle 
Doppelpunkte. Es ist dies der Fall, in weichem K und K^ sich doppelt 
berühren. 

Wir können nun behaupten : Zwei in derselben Ebene 
befindliche Kegelsclinitt e haben im allgemeinen eiu einziges 
Polardreieck gemein, von dessen Ecken und Seiten je zwei 
imaginär sein können. 

Siilannl ö yw i u^niein"! \i'lliclie S-intei ?wei^v Ke^^l rhritto Kund 
Kj ob sie nun eif entlieh oder ideell sein mögen so ist dei Schnittpunkt P %on 
a und h wenn sich in demselben nicht anch Ä'nnd K^ schneiden ein gemein 
schaftlichei Pol der beiden Curven Denn diesem Pnnkte P v^^ m a ein einzigei 
PunI t A unl auch in h ein ein/igei Pun] I B in Bezng auf beide Kegel» hnitte 
fonju|,itt dtmnicl ranss die Cierade AB die Polare \on P sowohl idcl sichtlich 
K ah auch K^ sein woians filpt dws AB eint, gern ius(haftliche Polare unl 
P ein gemi u scbafflichcr Pol ist 

Hlissu) A nni P /wei (eigenlliohe oder ididle) Conti ngenzpunl te zT\eier 
Kegelschnitte K und A, so ist die Geiide AB wenn sie Keine gememschaft 
hebe ran|,ent( bildet eine gemoin&cbifthche Polate der beiden Cuiven Jede 
durch A oder B gehende fierade ist nämlich ein nnd derselben beziehnngs 
weise diiri-h A odei B gebendi n Geraden rileksichtlich K und Aj conpigirt 
Die zwei durch A und B gehenden Geraden, welche dei Verbindungshnie AB 
doxpelt conjugiit sin 1 s bneiini si h nun m einem Punkte dessen Polaie in 
Bezug auf bilde litj^i heb mite 4.P ist folglub muss die ei Schnittpunkt ein 
gememschifthcher P(l nnl AB eine gemeinichaftliche Polate sein Es gelten 
R mit li Sit7e 
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82. Der Snliiiittpunkt. Bie Verbindungslinie 

zweier ge. roeiiiHchaftliclier zweier Oontingenzpnnkte 
Secanten zweier Kegelschnitte zweier Kegelschnitte ist 
ist immer ein gemeinscbaft- immer ein e gemeinsehaftSiehe 
Heller Pol. wenn er nicht auf Polare, wenn sie nicht heide 
iUn h Pillen Curven liegt Oiirven bcitthit 

Wenn zwei Kegelschnitte sich in ner reellen Pnnkten sihneiden ^it 
haben sie sechs eigenththe Seoanten gemein, nämlich dit sechs Verbmdnngs- 
linien ihrei viei Sibniltpunkte Diese sechs Seeanten bilden die Seiten eines 
den beiden Ke^elsehnitten eingeiichi lebenen vollstlndigen VieierUes nnd die 
Subnitl punkte von je 7wei gegenüberliegenden Seiten des letzteten bilden die 
Eckpunkte des gemein seh aftliehen Polardreieckes der /«ei Kegelschnitte, ftie 
aus dem obigen &al/e (links) und anch ans dem &at7e 37, 2 Abschnitt 
unmittelbar hervoigebt Zwei Kegelschnitt.( , welüie H(1i lu ^ler leellen Punkten 
sibneiden, beait/en tlso iininei diei leelle gemeuiscbiftlH he Pole und Polaren 
Haben ?wei Kegpisehmtte vier reelle Tangenten gemein, so bilden 
letzteie ein vollständiges Vierseit, welches beiden Cmven umschiiehen ist, und 
dessen seibs Ecken ebensoviele eigentliche Contingenzpunktt sind Die lirei 
Diagonalen dieses Vierseits bilden dem obigen Sat7e (rechts,) und aueh dem 
Satze 37, 1 Ähsehnitt, zufolge die beiten eines dem Kegelschnitte gemeinsimen 
Polard reieckes Zwei Kegelschnitte, welche von viei leellen gemtmaanien 
Tangenten beiührt werden, haben demnach immei diei ieelle gemeinsrliafthcht 
Pole und Polaren 

Wenn zwei in derselben Ebene befindhthe kegelst Iinitte sich nur in zwei 
teellen Pnnkten A nnd B schneidün, hO kann nur ein reeller gemeinsiliaftlidiei 
Pol vorhauden sein Denn ist P ein gerne inschaft lieber Pol nnd p die zugehörige 
gemeinschaftliche Polare und vetbmdet m'in P mit A so miiss jenei Punkt, 
welcher durch P nnd y \on A harmonisch gptiennt wiid, nach Satz 29, 
2 Abschnitt, em gemeinsamer Punkt beider Kegelschnitte sun Nimmt man 
also diei lecUe gemeinstliaftln be Pole an so hatten die 7wei Curven mehr ^Is 
zwei Punkte gemein, was geg<n die Voi aus setz uiig ist 

Umgekpbrt haben zwei Kegelschnitte K und K^ immer zwei und nicht 
mehr ieelle Punkte gemPin, wenn in ihiei Ebene nur em reeller gemeiiiachaft 
hfher Pol existiit Denn iier ieelle Punkte können K und K^ nicht gemein 
haben, weil dann immci drei gemeinsi btftliche Pole voi banden sind, ihet 
ebensowenig kann angenommen weiden, dass die beiden Kegelschnitte snh in 
keinem reellen Punkte schneiden, nachdem auih m diesem Falle stets diei 
reelle gemeinsi hatth che Pole vorhanden sein müssen, wie sich aus Folgendem 
ergibt Ist P der reelle gemeinsame Po! lon Ä' und K^ und p seine Polaro, bo 
liegen die beiden andern gememschaftlu ben Pole, oh sie nun leell oder imaginär 
sein mögen, anfi> Letztere Gerade ist dei Tr&gei zweiet in\olntoiiat,hei Reihen 
ß und B, Entspreibende Paukte (on B sind die in ^i gelegenen lonjugirten 
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Pnnktt, in Bezug inf K und liie Rpihe Ji wii 1 durcli du in Be^iis auf K 
(.onjugirten PuDkto dtr Geraiei ßj,pbillct Jene Punkte Pj und i wekhe 
sowohl in E als auch in R^ einandet entspreLhcn müssen nun m Bezui^ auf 
beide KLgelachnitte einander Lonjugirt sein sie bilden dabei mit Pdie Ldaii 
eines Remeinschaftlidien Poiardipieckes ui i 'find also gemein ^ii haft hebe Pole 
Wie bei annt gibt ea nur dann in M nnd R^ keine reellen Punkte 1 , und 7' 
WLun li und i?, Doppelpunkte haben welche so gelegen 'iind, dass jene dei eii ii 
Reihe lurch die Doppelpunkte dei andei n getrennt werden (batz 59, 1 Abschnitl) 
Nachdem die Polare p unter dei Voraussetzung, dass K und K^ keine reellen Punkte 
gemein haben, diese Curve keinesfalla so sdineiden kann, dass die zwei Schnüt- 
punktc der einen Curve durch jene der andern getrennt werden, so gibt es auch 
ini> immer zwei reelle Punkte Pj und P^, also im Ganzen drei reelle gemein- 
achaftliche Pole. 

Untersucht man in analoger Weise, wie viele reelle gemeinschaftliche Pole 
zwei Kegelschnitte haben können unter der Voraussetzung, dass sie nur zwei, 
oder ](eine reellen Tangenten gemein haben, so findet man, dass im ersten 
Falle nur ein reoller gemeinschaftlicher Pol vorhanden ist, während im zweiten 
stets drei solche Pole oxistiren. Auch zeigt sich, dass zwei Kegelschnitte, welche 
nur einen reellen gemeinsciiaftlichen Pol haben, immer von zwei und nicht mehi- 
gemeinschaftlicben Tangenten berührt werden. 

Als Endresultat der über die Anzahl reeller gemeinschaftlicher Pole 
angestellten Ußtersuchung können wir nun den Satz aufstellen : 

83. Zwei in derselben Ebene befindliehe Kegelschnitte 
besitzen immer drei reolle gemeinschaftliche Pole, wenn 
sie vier oder keine reellen Schnittpunkte, sowie auch, wenn 
sie vier oder keine reellen gemeinsamen Tangenton haben. 
Schneiden sich die beiden Curven nur in zwei rnoilon Punk- 
ten, oder werden sie nur von zweireellen gemeinsamenTangca- 
ten berührt,so ist nurein gemeinschaftlicher Pol vorhanden. 
Daraus ergibt sich unmittelbar ; 

84. Haben zwei Kegelschnitte nur einen reellen gemein- 
samen Pol, so schneiden sieb dieselben immer nur in zwei 
reellen Punkten und worden stets nur von zwei reellen 
gemeinschaftlichen Tangenton berührt. 

Ferner folgt hieraus : 

85. Schneiden sich zwei in derselben Ebene befindliche 
Kegelschnitte nur in zwei reellen Punkten, so werden sie 
immer nur von zwei reellen gemeinschaftlichen Tangenten 
berahrt nnd umgekehrt. 

Bezüglich der Anzahl reeller gemeinschaftlicher Punkte und Taugenten 
von zwei in derselben Ebene befindlichen Kegelschnitten können demnach nur 
folgende Fälle eintreten. Die beiden Curven haben gemein : 
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1 ViPr lecile Paukte nnd vipr rcellp Tangenten 

2 Vlci itclie Paukte iml kune rcLllen langentnii 
J Keine reell n Pnnkle unl vier reello Tangenltn 

4 Keine leelleii Pmikte und 1 pihp reellen Tangenten 

5 7w« reelle Pnni lo and 7wpi reelle Tangenttn 

Es soll nnn untersucht weiden wie viele qe mein sthafth ehe Sc auteit und 
Cou fingen 7111 nkte /w i iii derselben Ebene bcfindliphe Kegplsrhnitle in jedem 
lialle haben kimncn 

Wenn zwei Kegclseb ittc vier reelle Punl te gemein liaheii so sind wk 
heieits erwälml sechs tigentlirlic ffemeiiiBfhaftlKhe be Jinleu vorhanden und 
wenn 7wei solche Cnrven von vier reellen gemeinsamen Tangenten berührt 
weiden so gibt es secbs eigentliche Couüagenzpankte 

Sdmciiien sieh /wei Kegdsdinittc nur m zwei leellen Paukten A ind B 
} 1 ( nnen sie nicht mehr ils /wei gemeinsebiftli he & inten liaben Von 
iet7teicu ist nur eine nimlich AB emo eigei Hiebe Nimmt min in a sei eine 
?weiLe gememschtfth he Secai tc welche dm b A oder B ginge so müsste der 
zweite m a gel g(ne gemeinsame Punkt ebenfalls leell sein die beiden Kegel 
schnitte httten ilan mein ils ?wci leello Paukte t,emein was gegen die Voians 
sot?iing ist E.S kann domt aeh nui angenommen werden diss es ausser AB nocl 
ideelle gemeinsehifflicbe ScLanten ^ibt Mohr als eine ideelle gemein 
sebattlii.be Seeante kann jeloch m ht voibandeu sein denn in jeder soUben 
Socante hegen ein Paar imnginae gemeinsdiaftliebe Punkte and die Kegel 
(buitte mü&stcn wi obtu gezeigt waido eoiucidiren weuu sie ausser den Punl 
ten A nnd B lOch zwei Paare imaginäret Punkte gemein hätten Die anff,estcllte 
B Innptnng erscheint somit gere hifertigt 

Haben fWLi Kegelsebnitto 1 einen leeilen Punkt gemein so ist Klar dass 
(,s nut ideelle gemeinsch iftlidie & eanten geben 1 ann und zwar höchstens 7W i 
iiuhdem 7WP1 Kegelschnitte nidit mebi als zwei Paaie v)n imaginären Punkten 
gemein haben können (Satz 77 2 Abschnitt) 

In ganz anabger Weise kann man sich übei^eugen Uss wenn zwei Kegel 
schnitte nur zwei oder keine leellen gemeinscbafthelicn Tangenten haben 
höchstens 7wei Contingcüzpunkte esistiieu 1 imnen — Aus den zuletzt aufge 
stellten Betrachtungen ziehen wir min den Schluss: Zwei Kegelschnitte 
welche sieh in weniger als vier reellen Punkten sehneiden, 
haben höchstens zwei gcmeiuachaftliche Secantennnd wenn 
sie von weniger als vier reellen gemeinschaftlichen Tan- 
genten berührt werden, so haben sie höchstens uwel Con- 
tingenzpunkte. 

Wir woUen nun zeigen , dass es in der Ebene /weiei Kegelschnitte immer 

mindestens zwei gcmcinsckaftliche Secanten und zwei Contmgenzpunkte gibt 

K und ff, seien irgend /wei in derselben Ebene beiindhche Kegelschnitte 

und m (Fig. 61) eine beliebige Gerade dieser Ebene Wie beieits ge/cigt wurde 

n* 
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liegen alle PuDkte, welche den Punkten vnn m sowohl in Bezug anf K, als auch 
anf ÄTj conjugirt sind, auf einem Kcgelachnit.te fc, der durch die Pole M und Mj 
m hindurcligehl; (Sat.z 80, 2. 
. Absclinitt), und dieser Kegelüchnitt 
■ (Enthält sämmtliche g«meinscbaftlio.he 
Irole von K nnd K^. F.iner dieser 
I Pole sei (ier Punkt P, ferner seien B 
Uli Bj t.woi in Bezug auf beide Re- 
I golsdiniUe roiijugirte Punkte , von 
I denen B in vt und .B, in k gelogen 
II soll. Die Gerade MB, ist dieser 
I An II iihme gemäss die Polare dcsPunk- 
E in IJezug anf K, Dur Sclinitt- 
punkl, von ilfJ9, mit, m heisse D. 
Endlich ub/.biuhukii im- uiu riiuiro des nemrinsi-hafllidien Poles Pdureli p und 
den Sidinittpunkt. von p mit m dnrcb A. Verbindet, man P mit B, , so ergibt sich im 
Schnitte von PB^ mitm ein Punkt C, welcher dem Sr.hnittpnnirte Cjder Geraden AB, 
und PBin Be ug anf beide Krgetschnitlr conjugiilist wiewu imn zeigfn Heiden 
Die Punkte Jf nn 1 P sm 1 dem Punt le A m Üe^ug inf A i onjugirt nai li 
dem A in dei Polaren m von M und ancli 1 1 der Polaren p vou P liegt daher 
ist itfP die Polate \on A nlcksirlitlich A — Den Schnittpunkt von MP mit w 
nennen wii E und dei Dutübsclmitt von MG^ mit m liei<ise J" — Hb, hdem E 
m der Polaren von A ru ksiiliUicli A liegt -so iind A und E conjugute Punkte 
nnd ebf nso mdasen B uni D einan let inBe/ugauf A conjugirt lein di 1er Punkt 
Dinlei Polaien MB^ \on B gelegen ist Die Viinite MB^(\P bilden die 
Piken eines vollBtandit,en VieteoUes Je /wei von den drti Pairen f,egentibei 
liegender Seiten dieses Vierfckes sihnuden m in zwei einander cntspre hci ten 
Puniten einer involutori3chen Reihe die mit jenei involntonschen Reihe iden 
tisch sein muss welche diir h die in Be/ufr auf K ronjugirten Punktpa^re ent 
steht Denn von diesen beiden Reihen LOineidiren die zwei Paare sich entspie 
(hender Punkte j1 Ä nnd B i> Es müssen demnaih lie sich entsprcLb enden 
Punkte C und F ebenfalls conjugiite Punl te in Bezug ^mf K sein und da km 
Punkte C auch Jf als Pol von wj conjugirt ist somnssMl'diePf hre von Oin Be 
iug auf A sein, woraus folgt, dass C, dem Punkte C lücksi btlich A oonjugii 1 ist 
Nimmt man nun statt M einen Punkt üfj im Kegelschnitte k als Pol der 
Geraden «i in Bezug auf Ä^, an und führt im übrigen dieselbe Untersuchung mit 
Jf, durch, welche eben vorgenommen wurde, so ergibt sich, dass G dem Punkte 
C\ auch bezüglich des Kegelschnittes fi"; conjugirt ist. C und C^ sind also 
sowohl rücksichtlich K, als auch K^ conjugirto Punkte und 
da inwiliegt, somnssC, ein Punkt d es Kegel so hnittesA sein. 
Wir haben die doppelt conjugirten Punkte beliebig angenommen und 
gefunden, dass die Geraden ABi nnd PB sieh in einem Punkte C^ von fc 
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schneiden Ziolit man dabei umgekehrt üu>i A irgend chil G(.iadc 4JJ^ wfkhc 
den Kegelschnitt in irgend zwei Punkten f ^ und B^ büineidel t,o inuh': du 
'Schnittpunkt f dei Getaden PB^ mit m ein dem Punkte 0^ doppelt tonju(,ittei 
BCin und ebenso müssen der Srhmttpunkt B \on JCj mit »w nnd der Punkt P^ 
ein Paar doppelt wmjugirtei Punkte bilden Wird nun auä Ä aal eme Tangnnte 
bC;:ogen deren Bcrtibi ungspunkt «ir T^ nennen «ollen so ooiuudircn die 
Punkte B^ und Cj in X^ und die Punkte h und ( m dem Duieli schnitte T der 
(jcraden »B mit IT, demnadi sind T und /^ cm Paar doppelt oonjnyitcr 
Punkte Da ternei auch dci Punkt P und dir Schnittpunkt Q von PTj railji 
dopptlt LoujU|,irlc Punkte Mnd ho mu&& Pl^ eini. gcmeinschaltlu li c 
Sceantc hom Denn Line Gciade aut der zwei Paare von Punkten (TT, und 
VQ) vorkommen welche einander in IJezug tul zvn.i Kc^elbcbnitti, Lonjuyit 
ynd ibt immer eine gern cmbühaft helle Stuault, nachdem die Doppeipunktt det 
duich dicbc Punktpaare bestimmten involalonsibcn Reihe in beiden Curvui 
zugkiih hegen — Es braucht woh! kaum bemerkt zu werden diss wenn 4 
aussethalb 1( liegt jedenfalls ^wei gemeiiisebafthche feecanten uxistiien weil 
dann \on A aus zwei reelle Tangenten an k gezof(cu weiden können 

Wenn j; den Ktuelsibnitt h sclincidct, so sind die Silinitliiunkte zU;,l(»li 
die zwei ^emeinsebaftlielion Pole welche aussei J' noch oxistiien können denn 
diese Pole hegen wie bereits erklärt wuide auf ß und zugleich in T, Sthneidet 
p die Curve nicht so sind dcmnaeh zwei f,cmoiiiacballlielie Pole iraayiwr In 
diesem Balle licgi der Punkt 4. wie jedet Punkt von ^ überhaupt ausserhalb 
l und CS ist dabei moglidi ;on Ä aus an A zvkci TaiioCnten zu ziehen Ist also 
nur ein reeller gemoinsehafUicher Pol vorhanden so yhi es minier zwli 
gemeinschaftliche Seeanttn Abei aueb in dem Falle wenn ^ den krt,ilsthmll 
i sUinctdol wenn also diCi reelle gern eiitsehaltl ich e Pole P P^ P^ cMsliien 
müssen KmüA Jf, zivei gemeinsebaftliehe Secanten haben denn die Geiade m 
muss mindestens eine det Seiten des Dreieckes PP^P ausseikalb h 
schneiden voudiesrin behnittpuukte lus lassen sieh fwei leille langcnten an 
l ziehen und es gibt somit auch zwei gemein sebaftlicho Secanten Dieselben 
gehen wie leicht begieiflieh, dnieb jenen LUtpunkt des j,pmcinhehaftliehui 
PolaidreieekcB wolehei der Seite gegonübeiliegt aus deren Sehmttpuukt mit 
m man leelie Tangenten an h zu ziehen vermag — Es zeigt sieh demnach 
dass zwei in derselben Ebene befaudlichc Kegelschnitte immer ^wei gemein 
s haithche Secanten haben 

In tjinz analoger Weise kann man '.ich üb izeuncn dass zuci in di (s Ib i 
Ebene bchndhcho Kegelscbnitto stets /wci Coiitiiigen/|mnl tc b sitzen wii konneu 
<iomit den Satz aufstellen 

86. Zwei in dersoibeu Ebene befindliche Kegelschnitte 
haben mindestens zwei gemeinschaftliche Secanten und zwei 
Co ntingenzp unkte, also auch immer vier aber nicht mehr 
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(letlK olor imaginai f) PuuktL uil vi U i i I 1 ii U 

(reelli. üilcr im leinlre) rant,eiili,j „tut i 

Liefet eint dtr t.cmemscbiitli liui bitantui /«t,ic ii ilusül it Lbc c 
bchti dl loher Kegelet hm ttc K und K^ in unendUchi-i LiitictJiuiig uu beliehen 
/wiBthcn diesen Cuivcn bcniul cnsworthu Bcziohuagui — Mm iit.uut t\ci 
sokhc Curvin homotht tische KcgcliaLhuitic — Nachdem jl /wii 
Punkte A und Ä^ der gcniciuBchaftliühün Stcantc a wcl hc ilukhiiUlhüli A 
einander conjugirt sind cb auch m Bezug auf i, (,ein intthsou bO gcliLu dit 
hciden Polaren von 1 duiLh J.^ d h die Polarc-n ir{,eud eines PniiLUs von a 
schneiden bith in einem Puiililc dicbur Stoantc LtUtcio liugt .thor in 
nncndlichei Entlernung es aind daher die Polaren von A Duiclimcssoi du 
iwei hefcels-Lhnitte und müssen zu einander patallol sein weil sie sieh im 
unendltcb fernen Punkte A^ sehneidcn Ist nun M der Mittelpunkt von K ali>o 
dci Pol von « m Bezug auf A so lüden hi, Geriden 3IA i.nA MA^ ein Paai 
eonjuyrter Durehmessei Lhenso sind II^A und M^ i^ zwei eonjugiite Uuieh 
raessor wenn M^ den Mittelpunkt der Cuive A^ hc^eielinet Da MA und M^A 
sowie aueli MA^ und M^^A^ wogen der uncndheh i^ioBSUi Lntfe nui g vou A 
und A, zu einandei parallel -iind so können wii behliebs.cn d.isb zwei puillelen 
Durclimebaern von K und Äj 'wei paiallole Durebincser dieser Ouiv Ji 
CODjugirt sind, ts gilt also der batz . 

87. Parallele Durchmesser zweier humo thutischci- K^^g^d 
schnitte sind Duvühmosscru conjugirt, welche ubeiilalla y.n 
oinander parallel laufen. 

Auch der folgende Satz lässt sieh nun leicht beweisen ; 
88.Wenn zwei Paare conjugirtor Durchmesser eines Kc;;cl 
Schnittes zu zwei Paaren eonjugirlet- Uurchniusbcr oinei; 
andern, in derselben Ebene befiiidlicjieii Kegelschnittes 
parallel laufen, so sind die beiden Kegelschnitte Uomo- 
tbetiscb. 

Um dies einzusehen hat man nur zu borUcksiclitigen , dass die zwei Paare 
CO njugirtcr Durch nies scr des einen odor des anderen Kegelschnittes die mioiidlich 
ferne Gerade in zwei Paaren von Punkten aehueideu, welche in Gczug auf beide 
Kegelschnitte einander conjugirt sind. Aus diesem Umstände folgt uäralieli un- 
mittelbar, dass die nnendlieh ferne Gerade eine gern ein schaftli che Seeanto bcidei' 
Cnrven ist. 

Zwei in derselbeu Ebene bclindliche Kreise sind im m er hoiuothetibcbe' 
Kegelschnitte, nachdem solche Kreise, wie bereits erklart wurde, stcth zwei in 
dernncndlieb fernen Geraden gelegene imaginäre Punkte gemein haben, woraub 
gefolgert werden muss, dass diese Gerade eine gern ein scliaft liebe Sccantc der 
beiden Kreise ist. 

Wenn die Asymptoten zweier in derselben Ebene belindlicher Hyperbeln 
parallel laufen, so sind die beiden Curvcn ebenfalls bomelhctische Kegel achuitkv 
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naibdem Jie in unendlicher Entfernaug gelegenen bohuitlpankte Ici [ iiallelen 
\bymptoteu g(,ineiu8chaftlii.he Pnnkte der ^wei Hyperbeln bilden 

Zwei Paiabelii weltlie lu derselben Ebene licgtn nul jaMllelt Ä\eu 
haben Miid iu(,b homotbetischo Ourvon Kenn zwu soklic Paiibelii beitihn.n 
sich iD jenem Punkte dei anciidlich feinen Geraden gc^en wckhcn die 4xen 
lonvergiron woraub mtn schliessen kann dasb die uucndhUi iemc Goiide eine 
genieiusdiaftlichc Seuuitt sei bei Hckliei die -fwei VLnittpaukto toinuliren 

Dass ivici Ijoniothclisohe Kegels i.hnitlc höchstens zwei in oudliohor tut 
fcriiao^ gelegene reelle (der imaginäre St hnittpunkto haben können klgt nn 
mitlelbai aus dem obigen Sittze Sb 

Beinhieu siib iwei Kegdsehiiiftp 1 1 iv.n leeUeii oici imaginireu Punkten 
dei unendlich feinen Gerailcn so haben die beiden Ouiven deubelbeu Mittel 
punkl und ticgcu also eoneeiitnseh Denn die unendlieli leine Gerade isl in 
diesem Falle eii o Beruh lun^ss ebne woiaub lolgt dasb ikr Pol {dci Mittelpunkt) 
in Be^og auf beide Kegehe linitte ein nu l lieiselbe Punkt sein mns Zwei sotehe 
Ke^elsehnitto sind oflenbai aueh hüuiotbetisehe Cuiven Sic haben keinen in 
endlichei Entfernung geiegencn reellen odei iinafeinaien Punkt gemein Liegen 
Äwei honiotketibehe Ke golsehnittß eonee ntribch , bo raUssen 
sie umgekehrt auf der unendlich fernen Geraden zwei reelle 
oder imaginäre Berührungspunkte haben. 

Sind K und Ki (Fig. t>2) zwei hoinotkeÜBclie Kegeiscimitte , AB aiid 
CJ> Kwci beliebige Durchmesser von K und A,] 
Dut'i:iimossürn der Curve Äj , welches dem 
orsteren parallel ist, so muss AG parallel zu 
.4,0, und AD parallel zu -AjZ), sein. Um 
dies nachzuweisen, ziehen wir durch D^ eine 
Parallele ku ÄD und vorbinden den zweiten 
Schnittpunkt ß dieser Parallelen und der 
Curve Kl mit dem Punkte C,, Nach Satz 42, 
2. Abschnitt, geben oO^ und «Hj die Richtungen 
zweier conjugirter Durchmesser von K^ und 
ebenso AC und AS die Richtungen uweier 
conjugirter Durchmesser von Jf an. Nachdem 
ßD, parallel zu AD ist, so muss, obigem Satze 
87 zufolge, ßCj parallel zu AC sein, woraus 
wir schliessen können , dass die beiden Drei- 
ecke AGB und ßC^Ö^, sowie auch die Drei- 
ecke AGM und aCiM^ einander ähnlich sind. 

Ans der Aehnlichkcit der letzteren zwei Dreiecke folgt, dass die Winkel AMC 
und aJff, Cj gleiche Grosso haben, was nur möglich ist, wenn a mit A^ eoincidirt, 
nachdem auch die Winkel jUlfC und Aj5f|C, einander gleich sind. Der Um- 
stand, dass a mit A^ coineidircn muss, rechtfertigt nun obige Behauptung und 
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(Fig. Ö2.) 
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wir können weiter schliessen, dass die Dreiecke AMC und J^7lf,r, tinander 

ähnlich sind, so wie dass die Proportion bestellt : 

ÄB:AiB,==CD:C^D„ 
welche aussagt : 

89. Dass Laiigenvurhällniüs von irgfind zwoi parallülen 
Durchmessern zweier homothutischcr Ketielaclinitte hat eine 
constante Grösse. 

Ans diesem Satze geht hervof, dass zwei homothetische Kogulschnitte 
immer ähnliche Curvcn sind. Man nennt sie desnhalb und weil sie au<;h eine 
besondere gegenseitige Lage haben (Satz 87) äliulielie und ähnlicii 
liegende Kegelschnitte. 



k> Kegel sehiitttbliseli ei und Kegeiscbiiittschaar. 

Unter einem Kegel seh nitthü sc hei versteht mau die Gesamnitheil aller 
KegehLhnitte welche dieselben vici teoUca odti iraaginarcii Punkte gcmiin 
haben In einLm speLiclleren Sinne kanu man aui-h die Ucaamraihnt itgend 
einer Anzahl solcher Kegelschnitte cintn Kegclsi-hnittbüSLbol ueuuen Du vici 
gemenibibaftliLbi,« Punkte hcisson du, Milltlpunktr des BöSLliüh BL/üg 
lit,h dei Uealitat dorselbcn können um drei Fälle eintreten bnlvvcdei siud alle 
leell oder znei reell und zwei imaginär, oder sie sind alle inugmii Nui im 
ersten Falle bit dci Kcgclacbnittbusehel sechs eigentliche gemeinschaftliche 
Secint( n Im /weiten ist eine cigeutlichc und eine ideelle im dritten sind zwei 
ideelle gemtinscliiftliche Seeaalen vorhanden 

Eine Kegelschnittscbaai besteht aus der (jcsaniinlhcit allci — od i 
au(h beU hi^ vielei — K.0f,cl schnitte welche dieselben vier k eilen odet ima^i 
nären Tingentcn gemein haben Diese rangcnten kennen entwcdei alle reell 
sein odei es sind zwei teell und zwei imaf,inai oder es sind alle imaginai Im 
ersten Falle hat die Ktgelsi Lnittschaai beeha eigentliche im zweiten lalle einen 
eigentlichen und einen ideellen im dritteu ^wei ideelle Conliugenzpunkte 

iLin Kegelsehnittbüscbe! ist dnich die Angabe seiner vier Mittelpunkte mso 
ferne bestimmt alsjedcLurve des-ielbeii durch die Angabe eines einzi^cu fünften 
Punktes seiner Ebene vollkommen bestimmt wiid Sind irgend zwei Cnrven des 
Büsihels gegeben so müssen die vier reell* n odei ]m■^fInalen Schnittpunkte 
derselben die Mittelpunkte des Büschels sein daher erach int jode Lunt des 
Büschels durch ii^cnd zuci Curvoa dos Ictzteitn un l enicn unzigen Punkt aurb 
vollkommen bestimmt Da die Mittolpunkto Doppelpunkte jenes luvolutoriseheu 
Reihen sind welche daicli tie Paare eonjujjirter Punkte lei ^emoinschaftliclien 
Secanten gebildet werden so erscheinen diese Punkte um^ekohrt auch durch 
die Angabe zweier luvolutoiiäeher Reihen bestimmt wenn voiausgesetzt wird 
dasB jedes Piat sieh cnt piechendci Punkte lei lel^t icn cinjupite Punkte in 
Bczun aul alle ( nnen des Büschels sein ollen 
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Sind die g< meinsthafliichen Tangenten einer Kegelschnitts haar gtacben 
so ist jede Cuive der Si.hT»t durch ein einzige fünfte Getade welche die&e 
f urve beiühien soll vollkommen bestimmt Jede Curve einer Kegelai hnittschoar 
ist feiner auch lollkommen bestimmt wenn irgend zwei Cai\eii dei Sihair und 
rine Tangente der erstercn Cuive ^pgeben sind Die \ier gtmemschaftliihen 
reellen odei imaginaien Tangenten der zwei gegebenen Cur\Ln und die ftinftt 
bekannte Tangente bestimmen niimlich einen K.egelschiiitt unzncideutiR Ebenso 
eiBchemt jede Curve dei Suhiar \oIlkommen bestinrnt wenn zwei involutoi i&che 
Stiablenbiischol gegeben sind bei welchen man voiiussctzt dass je 7wei sn,h 
ent'iprechendc Strihleu m ße/ug ant s'ininthcbc Gnnen dcr&iliaar einander 
< onjugiit sein sollen und wenn man aus^eidem noch eine einzige Tangente dei 
betreffenden Curvt kennt Die jecileii odei imaginaien üoppcl&trahlen bilden 
nanlich unter der gemachten Voiausselzung die vier gemein sthaftln-hcn 
Tangenten der Kcgelscbnittschiai 

Es seien A und if, uf,end zwei Curvcn liuls Kegtlschnitthaa helt. a uni 
b (lig fi3) zwei (nach Satz Sb 2 Absthmtf) jcdenfills vorhandeni, gem m 
bchaftlicUe ScLanten de= kt/teren deieii Scliiiittpiinkt 7 kein Mittelpunkt des 
Büschels sein soll uni n eine ^ ^^ ^^ ^ 

behebige Goiado welche a m ^ im 1 
b in B schneidet Der Punkt 1 ist 
nath batz 82 2 \bsLlimtt Jür jUq 
Curieii des Busubels cm gcmun 
sthaftbchcr Pol Seine Polari- htisse 
1 und dei Schnittpunkt von j! und 
tfi s,ei f N ilI Satz 80 2 Abs hnitt 
hegen die Punkte weiche den 
Punkten von w in Btzng uit K und 
K^ zugleich conjugirt sind alle anl 
einem Kegelbchnitte k Diesei Kegel 
schnitt geht duich du, Punkte -4, 

nnd JJ, wclihe entsprechende Punkte beziehungiweisc von 4 und 1> jrier 
involutoi ischen Seihen bind die luf tkn gemein'^LhafthchGa Secintoi i und ( 
dunh alle Paare conjuguter Punkte der letzteren zu Stande kommen Der 
Punkl P mnss cbenlalls in i hegen weil et dem Punkte der in der Polaien 
von P hegt itlcksiclitli h beidei Kegelst hnitto zugleich lonjugirL ist ternci 
hegen die Polt M und M^ der Geraden m rflcksiLhllicli K und K, auf h wie 
dei Satz SO 2 Äb&chnitl lehit Die Tangente i in 3f des EcL,clschnittes A ibt 
wie aus dei im voiigen Kapitel angestellten Uuteisuchun^ hcivorgeht die 
Polaro eines Punktes 1 von m in Bezug auf K dessen Pohic in Bezug aal K 
die Gerade JO/j bildet Bei Kegelschnitt k muss demnach durch die Punkte 
Ä^ i?, und P „chen und ausscidcm die Gciale t m M beruliicn Diese 
Bedingungen Ustiunien l \olil mn cn Dirius f li,t h=!. ein Kegels jinill l. 
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1 1 e 11 I Ut. tlialt 1 k P iDl t u von Be u^ d t Ä u J g ud 

e Cu VC Ag dei) KtgelsijbD ttüHhcbtls z (,le i,h cou|ng t s d ifc dem Kegpl 
s h ttc 7 ui dirt u I 1 n h 1 cn vo i ft v i>i,bi denei Ktgelä 1 tt ^ibt 
l r [üi i A Ji P ^ht und ( u K I eitthrl W i 1 onnci li craub weitei 
sohl esse doss der Pol üfg d i ( alc « n Bezuj, auf K^ i J lici,t aubs 
D c zwei gGün,insühaftl hcii Pole dei b le K t"! eliu tt Jf^ ui i IT 
welche au-jbu Pnocli x st en sind vie b o tb gezc ^t wu Ic ü lecUcn 
ler 1 naginar i Seh tlpu 1 1 ou ^ und 7 Na 1 dt j) ui d / vciJin Irrt 

blfc hau wi. an btatt K gc l c i de c Ourv icb Kegelb h ttlnb hei 
\ i, so 1 Igt, d b Oh iu 1 i H Oll Ob kof,(,lbch itt 

b u ä eil e 1 s im a ! 1 g c ra c i n o ii u u v d r u i Punkte gibt, w e 1 o h q 
gemeinschaftliohc Pole in Bci^ug auf sämmtliuhe Cnrven 
desi UüBcbcls bilden niid dass dieso genieiuschaf lliclicu Pole 
im KugGtselini ttc k gelegen sind. Von dtescu drei gerne iiisebaftliuhen 
Polen können zwei imaginär sein. 

Bezügliüb der KegolBohnittschaar ergebeu sldi analoge lleaultato; wir 
können »omit den Hat-A aufstellen : 

90. Die Punkte, woUbe Die Goraden, weleiie den 

den Punkten irgend einer durch irgend einen Punkt ilf 
Geraden m in Bezug auf gehenden Geradon in Beüug 
sämmt liehe Ourven eines aufsämmtlieheCurven einer 
KegelschnittbüseliclB zugleich Kegelscbnittschaar zugleieh 
conjugirt sind, liegen alle conjugirt sind, berühren 
auf einem einzigen Kegel- eiuen ßinxigcn Kegelsebnilt 
Bobnitto h, der auch alle ft, der auch alle Polare »von 
Pole von m in Bezug auf die 3f in llozug auf die Curvcji 
Curvon dieses B Ilse U eis, dieser Seh aar, sowie die 
sowie diedrei im allgemeinen drei im allgemeinen vor- 
vorhandenen gemeinsciiaft- handenen gcmeinsehaftlichen 
liehen Pole desKegclschnilt- Pelareu der Kegolschnit t- 
buschels enthält. schaar berahrt. 

Geht m dureb einen LiegtMincinergemeiii- 

gemoinachaftlichen Pol Pdes aehaftlichen Polaren p der 
Büschels, so wird k dureb Sohaar, so wird 7c durch ein 
ein System von zwei Geradon System von zwei Punkten 
gebildet, wovon eine die gebildet, wovon einer der 
Polare des Punktes Pist und Pol vonj) ist und der andere 
die andere durch F hindurch- sieh auf p befindet, 
geht. 

Wenn sämmtliehe Curvon eines Kegel ach uittbüscli eis sich iu denselben 
zwei Punkten berühren, so tritt der einzig niögliclie Fall ein, iu wclehcm es 
nicht bloss drei, sondern unendlich viele reelle Rcnieiiisehaftlicbe 



y Google 



A jd'!ckiiittba cliel nd KcqelsehMtt''cha ii ?() 

Polt, gibt WR 4U-1 dl 111 baUo 81 2 Abiidimtt and dtn /uloUt u)t,(;slilllLU 
Uiitt. sin,huuu(,u iiL.rvoigtlit Dit |,cnicinb< hatllithtn Pule liegon dann aüt, anf 
ddi gemi,iusän)cii ßorlilii ua};tiSLLtit. JLb Ki guUUiuiltbuaclioly mit Aubualane 
uiiLM un^igLii, wdiJn,! du Pol diLati Stliiic ibl Wciiu & immtlichc CurvPii 
ciütr KügUfiCliiiiUsoiia!» ditsUbtu <!wu laiifjtiiltii tu UuibUbui zwei Puiiktiu 
bcrährüu so ibI cmo holtliu bubaiir idi,ntih(,L uiit ciatm lv(,^cl3L:haiUbuijL.hcl dci 
bbLU civiiUmtui Alt Fs t,ill ^s>o tür uiie soluhc Kt,f,clhi hmUbLbaui dableibe 
vidii bezüglich dieses Bäudicls bemerkt wurde 

Ist Q irgend ein Puukt der Geiadon m (J<i(, bi) und MQ^ biiiit Polin 
Hl BiiU{, auf die (juiv K üos Keirolsebnittbfliiebelb, welche Polaie den Kegel 
beiiuitt Je in Q^ sebiieidet ao ibt Q^ em Punkt dci dem Paukte Q m Bezug 
■Inf ilie Curven des Ijüddicls eoiijugiit ist, denn die Polare des Punktet, Q 
111 Bezog auf ii„end eine andere Curvc des L-üsehelb inush duieh Q^ gelien 
Um diGB cin^usehou bnucht in tu nur daian zu denken dass k duieh »'wei 
Stioblenbilsehel oizaugt wiid doien Stiablen die Poliren der Punkte von »* in 
Bezug auf iigond zwei Curven des Buseliels aiud Ist z UM dei P(l \od m lu 
Bt zug auf K und M^ dei Pol von m m Bezug aul A^ so bilden M und M^ die 
Mitlelpuultte zwoici deu Ket,clsclinitt l ei/ougondoi StiahlenbdäcUel Bor dem 
Strihlo MQ^ onthp lochende namhch die Polaio von Q in Bo/ug auf h^ mnbb 
nun die Geiade V^Q^ sein weleho MQ^ in ihtem Sehmttpunkte mit dein 
Kegelbchnitt h trifft Ndehdeiii aber die Gerade MQ^ di n Kegelsehnitt aühsei 
in M nur lu dem omcn Punkte Q^ schneidet so gibt es nur < luen Punkt Q^ 
wcleliii dem l uul tc Q m Bc/u„ inf K und den beliebig gewählten Kegelschnitt 
A_ eonjugiil ist Aus dem Umstände dass K^ ugeud ciue Cuivc des Büschel'- 
bczeiehnot und dass für jede solche Cm ve sieh deiaolbePunl t Q, cigibt können 
wir sebhcsseu daaa wenn zwei Punkte Q und ^j einaudci m Pe^ug aul zwei 
Ouiven des BüBchclB eoiijus,iit sind dieselben zwei Punkte tinaidet auch in 
Leüug auf sammtliebc Cutven des Büsthcls lonjugiiL soni müssen 

Was wir be/Uglieh des Punktes <j gezeigt haben gilt bezüglich ngeiid 
eines indeien luuktts dei Lbeue des Kegelsehnittbüschels nachdem die Gerade 
m sowio auch der Pun! \.Q lu m ^auz beliebig t,ew ililt wurden 

Füi die Kcgclschmttschaar bndot man analoge RoaultiLc es er^^ehün sich 
sonnt die Sätze 

»■11 Wenn z«ci Pinlt Wem zw iGeiiU einan 

einandei m Bezug aut zwei der in Bc;!ug auf zwei Curven 
Curven eines Kegelsehnitt- einer Kügolsebuittscliaiir eon- 
bllsohelB conjugirt aiud, .so jugirt sind, so müssen sie es 
mttssen sie es auch in Bezug aueh in Bezug auf sämmtliehe 
au f s am ni tl i c he Curven Curven der Schaar sein, 
de s Büschels sein. 

92. Die Polaren irgend Die Pole irgend einer G e-- 

eines Punktes Q in Pn;/.ug ;iui radon ly in Bezug aul" sämml- 
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liehe Curven einer Kegel- 
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schnittsehaar liegen alle auf 


isclbeii 


ein und derselben Geraden q_^. 


1 Jonen 


nämlieb auf jener Geraden, 


■stercn 


wolehe der ersleren in Bezug 


, t i c !i c 


auf sämmtlielic Cnrven der 


cüiiju- 


Scliaar eoujugirt isl. 



204 

Bämmtliehe Curven 
Kegclschnittbüschcls 
alle durch ein und dei 
Punkt ö^, üämllch durct 
Punkt, welcher dem ei 
in Bezug auf sämm 1 
Curven des Büschels 
girt ist. 

Wenn die im ebigem Satze 90 (links) durch m bezeichnete Gerade in 
unendlicher Entfernung gelegen ist, so sind alle ihre Pole in Bezug auf die 
einzelnen Curven dieses Kegelsehnitthüschels die Mittelpunkte dieser 
Curven. Es müssen also die Mittelpunkte aller Curven einow Kegelsehnittbüschels 
in ein und demselben Eegolsulinittc {je) liegen. Der letztere geht durch die 
gemeinschaftlichen Pole dos Büschels, sowie auch durch die Central- 
punkte jener involutorischer Reihen, welche auf den gemein- 
aehaftlicheu Sccanten des Büschels durch eoiijugirtc Punkte 
zu Stande kommen; denn jedem solchen Cenlralpuukte ist der in m 
gclc(,enc uucndluh leint Punkt dci bctieffeiidon Ljcmiinschafthchcn Scciute 
in Bezug auf alle Curven des Bösehcls conjugirt Die genannten Centralpunkle 
Bind zugleich die Ualbu ungspunk t c dei von je zwei guneiusamen 
Punkten des KeoClbi.hmlthü!i( lieh bc^tcuztcn Strecken nathlrra ic zwei sokhe 
gememsamt Punkte zugleich die Doppelpunkte dei erwähnten involntoiisi-beü 
Keihcu bilden 

Befindet weh der iin Satze 90 (reehts) durch M bezeichnete Punkt in 
unendliehor iLiitferuung bo gehen alle bcine lulareu rüeksichtlieh dci einzchicn 
Curven der kegehchnittsehaar in Dunhmessci ubci Demnach heitthren 
alle einer bcbtinimten Kiehtunj, eoujufeiilen Durchmesser der Guiven cinci 
Ktgelbchuitt scliaar ein nnd denselben kcgelsehnitt welcher dem faatze % 
zufolge auch von den genieinaelultliihen Pülaien dci Sehaar beiührt wiid 

Es erj,Lbcii sith hitiius folgende Satze 

<)A Die Mittelpunkte aller Curven ints Kegelschnitt 
biischcls liegen auf einem nnd demselben Kegelschnitte, 
welcher auch durch die gemeinschaftlichen Pole des Büschels 
hindurchgeht. 

94. Die einer bestimmten Richtung eonjugirten Durch- 
messer aller Curven einer Kegelschniltschaar berühren ein 
und denselben Keijeischnitt, welcher aueh die gemeinschaft- 
lichen Polaren der Schaai boiührt. 

Aus den obigen Sätzen 9^ cigehcn sich, wenn man den im Satze links 
durch Q bezciehneten Punkt und die im Satde icehls diiioh q bezeichnete 
Gerade in unendlicher Entlernuug annimmt, die 1 eigen den speeioUen 
Sätze 
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Kegehchmttbiischd und KegelscJmitlscIiaar. 20b 

<)5. Die einer bestimmten Ricbtuag eonjugirl.en Durch- 
messer aller Curven eines Kegelsclinit.l.büscliels sr.lineiiip.u 
sich in einem einzigen Punkte. 

96. Die Mittelpunkte aller Cuwen ein^r Kegul st: lin itt- 
silii^i liefen -luf ein nnd deiielben Gemlen 

Ist ifc Ifi kegolirlinitt vel her lUePiiiktP entliilt die den PunktPn emer 
beliebigen Geladen m in Bezug auf sammtliulie Cntven eines Ke^elaLtinitt 
btiaclieh znglficl lonjngnt smrl (Satz 9ü) und stliueidet m die Cnrve k iq den 
Pnukten i) UTi 1 Dj ao miHsen letztere Punkte einander lu B zug nut alle 
Conen des Basiliels onjngirt sein Um ditse Beliauptung zu ipclitteitigen 
nelmea wir an K und Jf, seien zwei kegel<i linittt, des Bü'fehel welflie die 
Ceiade 9» lieiühren — Im Kapitel / des z\eiten Absciinittea «uide gezeigt 
Idss es ent«elei 1 eine o lei z vei rei-lle Kegeli linitte gibt wel Ue durch viei 
Punkte gehei und eine Geiade beilihten Wir setzen voraus A u d 
K^ seien reell — Die Berührungspunkte \on K und Aj mit in sind die Pole 
vou m 111 Bezug luf diese zwei Kp„el cliiiitte filglich müssen sie na U "latz Q(l 
in dem Kegelst hmtle h liegen 1 h lie Beiühiann \on K und K^ mit det 
Gerideu m erfolgt in jenen Punkten I) und D^ in welchen m den Kegelschnitt 
i schneidet und umgekehlt Wenn n die ( iiive k m imiginären Punkten 
'jchueiiet so sind demnaih K und R^ uiclt leell voihanden Fs fragt sith ddq 
welchen Punkten sind JD un 1 B m Bezug auf sammtlidie Cuiven des Büschels 
zugleich conjiigirt? Dem Punkte D rauss jedeuHlls ein Punkt conjugiit sein 
welcher auf m liegt weil m lie Polare ^on D m Bezu^ auf K ist Na h 
Sat;: W musb ahei det dem Punkte D in Bezug auf sämmtliche ("niven d s 
Büichela (,onjugiite Puui 1 indi 1 1 k hege» folglich können dem Pui hie Z) iitii 
D oder Z*, in Bezug aut alle Curven des Büst 1 el conjugirt sein Von diesen 
zwei Punkten entSjiiLlt jedoch nur 3)^ dei gestellten Antordeiung denn D 
kann im aligeraeinea nichl sich selbst rucksicbtlieh allei Cuiven conjugirt sein 
nachdem diese Tigenscl alt wie leidit einzusehen ist nur den Mei geraeinsamen 
Punkten des Büschels zukommt Wir müssen ilso scbliessen dass J> und J)^ 
abei auch nni diese zwei Punkte von m einander in Bezug auf sämmtliche 
Curven des Busdicls conjugirt sind 

Für die Ke(,el Sühn ittschair ergeben sich dmrh antloge Beftachtungen 
ähnliche Resnltate Ist Is jener Kegelschnitt dei von allen teriden berühit 
wild welche den durch irgenl tinen bestimmten Punkt 3f gebenden Geraden 
conjugirt sind so fin let man dass die s,ns M an Ä. gezogenen Tangenten 
einander in Bezug auf samratliche Curven dei Schaar conjugut sein müssen 
Ausser diesen Tangenten gibt es keine 7wei an teien duich M gehenden Geladen 
welche die genannte Eigenschaft haben — Ps ei geben snli also die Salze 
J7 Ist k jenei Kegel Ist k jener Kegels(bnitt 

schnitt, welcher alle Punkte der von allen Geraden berührt 
enthält, die den Punkten einer wird, welche den durch einen 



y Google 



206 ZweÜe^- Ahnuhnüt. 

belicliiKen GPradcii m in läe- boli«biff(!ii Pniikl. M geheitiliui 

ziig iiuf aämmtliclu; Ciirve.ii Gevadiin in Bczur auf siimiiil' 

eines Kfigolseliiiitl,ljtis<;hc!ln lir.lic! Otirvoii einer Kegel- 

cOBJugirt sind, so bilden die srlinit.tachaar eoiijii}!irt sind, 

zwei Schnittpunkte von mmit Ro hililen dio siqr M anft 

h das e i n 7, i s e Paar von r e ü o j; e u e n T a n ;; e ii t c n lia s 

PuiiUtpn der Gendcn wt weklu oin/ig( l'iir veii Goridcii 

Binaudei lörl.sK htht li »Her welMic diiicli M -t lien iiu.l 

Ciirvf n t\e-~ IJusi Ik I i oii]n ( iTiindi i i ii. 1 si i iil hell Uli i 

girt »iiiid C üivLn d( i Si li tii < oii|iu'ii I 

K^ lind Äj seien nun /«ei lielielnüc (mviii il(,t> Kcgrl^thniltbusdiel" 
welche m be^ielniiigswnse in den Pnnktpiii pu A, A^ und B B^ sMineidtii 
Anf dci Geridon m kümmcn dnrrli ailc ni Be/ni? int K^, sowie dnreh illi in 
Bezug aut K^ einandor tonjugirten Punlitp /woi luvoliilornrlic Reihen 7a Stande, 
die ihre Doppelpunkte be/iehnngs weise in ^, A-^ und B B^ liahm Narbdem 
die Sthmttpunktc D D, von m und ifc einaiidr ( riick'.iphtheti allei Ciiiven dr^ 
Büschels, aHo aiuh in Bezu^ auf K^ und li^ eonjugirt scni müswn, so trennen 
jD und D^ sowohl die Doppelpunkte A und A^ als aiieh B und Ji^ liatmoni'^fli, 
woraus folgt, dass ilie yulet/t genannten seclit. Pnnkte eine involutonsclie Reihe 
bilden, deren Doppelpunitte D und iJ^ sind (Siehe Sit/ Ö6, 1 Abschnitt, und 
die demsellten bcigefttgtcn Benierkani5cn) Die Kegels* linillo K^ and Äj wurden 
gtn/ beliebig \ngenonimen, heisscn dihci und ö, die Schnittpunkte von m 
mit iigend oinei dntten Cnrve K^ des tidschela, so bilden lueh A A^ 2>, Dp 
und ö, bocha Punkte einei luvoluloi isclien Reilie und /wai dei selben Reihe 
weleher B und B^ ebenEaüs angeluiren (Sat/ 58, 1 Abschnitt) Wir ziehen ans 
dieser Untersuchung den Si bluss, dass dio Sehniltpnnkte von m mit sämmtln hen 
Caiven des KegchehnittbüsehelB oinp invoIntoiiscUe Reihe bilden, deren Doppel 
punkte D und Bj sein müssen. 

Bcüflglich der Kogclsehnittadiaar erliült. man analoge Besnltato; üb goUen 
somit die Sätze : 

98. Die Schnittpunkte Die von irgend einem 

irgend einer Geraden mit den Punkte ausgehcndenTangcntcn 
Carven eines Kegolsehnitl- an die Curven einer Kegel- 
bttschels bilden eine involn- schnittschaar bilden einen 
toriaehe Reihe. Entsprechende i n voln t o r i ache n Strahlen- 
Punkte dev letzteren sind je büsebel. Entaprcchcnde Strah- 
Kwei in derselben Ourve Ion dos letzteren sind je zwei 
gelegene ScJini ttpuii kte. dieselbe Cnrve borühronde 

Tangenten. 
Nachdem je zwei gemeinschaftlich o Soeanten eines Kegels ehnittbttsehela, 
weli'hc sich nicht io einem der vier gemeinaamen Punlrte des letzteren acbneiden, 
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Re lehcJimtflm'^ehet und Ee id clintt che i >07 

als ein dem PUschel angelionger Eegehclmitt betxailitct worden konin,n nnil 
/wei Contiii.,en/pniiktP einei KegplsdiiiiUscIiiftr wel Iip nicht m dtrselbeu 
gpraunBimeu Tangente hegen inch als ein zur SUiatr gchöicnlet Kpgthdimtt 
aufzufassen ist so erscheinen die batze 20 2 Ab^ihnitt (von denen der 8at/ 
links (iei bat? des Desaigues geninnt wirrt) als SpemlititPn dtr ebtn 
an geführten Satze 

Wenn zwei gememiehitthchP Secanten eines Kegel sc linittbilsch eis, weicht 
sich in keinem der Mittelpunkte de? letzteren sdmeidin 711 einandei paiailel 
smd so liegt oniei der g meinsthaftiichon Pole Pdes Diischelf nämhcli der 
bcbnitlpunkt dieser paralldon Secanten in unendlicher fntftiinung (hala 8J 
2 Abachuilt) Daher geht die uneadliüh feine Gerade der Ebene des Buschels 
unter der gcinacMen Voiaus&U/nng duuh P woiana folgt d'^ss alle Polo dei 
unendhuh lernen Geriden in Bezug anf sinimtlichc Curven des BUsilieJs 
n'imhch alle Mittelpunl te diesei Cnivcn auf det Pohren des Punktes P liegen 
müssen Hat ein Kegelschnittbüschel 7nei solcher Paiie \on paratlelen 
gemein scbaftlichen Seeinten so geht die unendlich feine Geiade dorch zwfi 
gemeinschaftliche Pole und bildet somit eim gemeinschafl liehe Polare dis 
Büschels Dei Pol dei nnendhch feinen Geraden ist lann ein gemein seh aftln.li er 
und zugleich der Mittelpniil t iller Lutvcn des Böscheh £■, gilt somit 
der Satz : 

99. Hat ein Kegelachnittbüschol einPaav von parallelen 
gemein schaftlichen Secanten, deren unendlich forner Schnitt- 
punkt kein MittolpnnktdesBüachelsist, soliegendie Mittel- 
punktcaliür Curven desBüscJielsanfeinundderselben Gera- 
den, welche zugleich eine gemein scb aftiiche Polare bildet. 
Gibt es zwei solche Paare von parallelen gemeinschaft- 
lichen Secanten, so haben alle Carvcn des Keg elsehnitt- 
bttsohels ein nnd denselben Mittelpunkt, welcher zugleich 
ein gemeinathaftli hti Pol stin muas 

Ist die uncndhUi feine Geiade eine i,emeins hiftltche Secantc eines 
Kegels chmttbüsili eis so liegt ein gemein ach aftlichet Pol auf iicaet Geridun 
nämlich der Schnittpunkt Ili letzteren mit der jelenfills vothandenen zweiten 
gemeiDScbaftlicben Sccinte Die Polo der nnenlhch feinen Geiaden in Bezu^ 
auf sammtliche Cnrven des Büschels hc(,en demnaih in diesem Falle 111t cm 
und derselben Geraden (Sitz 90 2 Abschnitt) und /war inf der Polaren de 
erwähnten gemems hifthchon Poles Je 7wei ( arven eines sol hen Büsubels 
sind homoth etische Kegelschnitte — Aus diesei Betrachtung ergilt sich 
der Satz 

100 Die Mittclpunl te altei Cur\en eines Kegelschnitt 
büaohels, der eine in unendlicher Entfernnng gelegene 
gemeinschaftliche Secantc hat,, liegen auf ein und derselben 
Geraden. 
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Wir wollen dud auiiehraeD, es befiude sinh iq der Kbene eines Kegelsclinitt- 
Msdiels irgeiiil oiii Kegelschnitt h (Fig. ()4) , welcher durch zwei Mittelpunkt« 
A und B des Büschels geht. C und D seien die zwei übrigen Mittelpunkte, 
(Fie 64 ^^ "'"^ beliebige Cnrve des Büschels niid 

fi, S die Kwei Schnittpunkte von K uml 
i, welche ausser A und B noch vor- 
handen sein müssen. Den IJiirdischDitts- 
jiunkt der beiden fsenieinsciiaftlichen 
Secaiiten des Bdsoliels AB und CB 
nennen wir G, der Sdinittpunkl, von RS 
und OD beisHö M and die Schnittpunkte 
von CD mit k seien E nnd P, Diesen 
Vorausselzun^on (jemüss bilden die 
Punktpaare GJI, CD und EF nach Satz 
98, 2. Abschnitt, Paare entsprechender 
Punkte einer involiUori sehen Reibe; 
denn mau kann K und h als Curvon eines Kegelschnittbllschels betrachten, 
dessen Mittelpunkte ABMS sind. Diese iuvolatorische Reihe wird durch die 
Punkte GDEF vollkommen bestimmt, insoferne, als ku jedem Punkte der Ge- 
raden CD (z. ü. G) sich nur ein einziger Punkt {H) als entsprechender Punkt 
der Reihe ergeben kann. Nimmt man daher statt K irgend eine andere Curve 
K^ des Kegelschnittböschels (mit den Mittelpunkten ABCD) an, so muss k die 
Cnrve K^ in zwei Punkten B^, Sj treffen, deren Verbin dun gslmie ebenfalh dmch 
if geht. — Für die Kegel ach nittsch aar findet man ein aiialogts Resultat Sind 
nämlich abcd die vier gemeinschaftlichen Tangenten einer Kegel seh nittschiar un l 
nimmt man irgend einen Kegelschnitt k an, welcher uwei diesei Tangenten etwa ( 
und b, berührt, so liegen die Schnittpunkte der zwei ausser a un I i> noch tor 
handenen gemeinsamen Tangenten von k und irgend einer Coive dei b baii anf 
einer Geraden, welciie durch den Schnittpunkt von c und / eht Fs ^elt i 
somit die folgenden Sätze : 

101. Legt man durch zwei Legt man berührend an 

von den vier Mittelpunkten zwei von den vier gemein- 
ABCD eines K e g et s c b ni 1 1- samen Tangenten abcd einer 
bttschela, etwa durch A und Kegelschnittschaar, etwa a und 
feinen beliebigen Kegel- h, einen beliebigen Kegel- 
schnitt, so schneidet derselbe schnitt, so hat derselbe mit 
jede Gurve des Büschels im jeder Curve der Seh aar im 
allgemeinen noch in zwei allgemeinen noch zwei Tan- 
Punkten. Die Verbindungslinie genten gemein. Die l>u r ch- 
von je zwei solchen Punkten scbniltspunkte von je zwei 
treffen sich in ein und dem- solchen Tangenten liegen auf 
selben Punkte, welcher auf ein und derselben Geraden, 
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der gemcinscliaftHcheii welch odurcli lieii Seh uittp unkt 
Secantc CD liegt. von c und d geht. 

Nimmt man an, der durcli A und B gehende Kegelscbnitt {Satz lioks) 
bestehe aus einem Systeme von zwei Geraden g und g^, wovon die eine durch 
A, die andere durch B geht, so bilden die Schuittpunltte dieser Geraden mit 
den Cnrveo des Büschels zweiPaiiktreihen, welche perspectiv! seh liegen müssen, 
nachdem die Verbiudungshnicn von je zwei in derselben Cnrve liegenden 
Schnittpankten dem obigen Satze zufolge in ein und demselben Punkte der 
gemeinschaftlichen Secante CI> zusammentreffen. Wählt man statt g^ irgend 
eine andere dnrch jB gehende Gerade jj^, so gut für g und gr^ offenbar dasselbe, 
was bezüglich g und g-^ gezeigt wurde. Daraus geht hervor, dass die Punktreihen, 
welche auf den beliebigen, durch B gehenden Gerade» g.^ und g^ liegen, 
projectivisch verwandt sein mössen. — Wird angenommen, der im 
obigen Satze rechts erwähnte Kegelschnitt, welcher a nnd b berührt, bestehe 
aus einem Systeme von zwei Punkten Pnnd Pj, wovon der eine in a der andere 
in b gelegen ist, so bilden die Taugenten, welche von P und P, aus an sämmt- 
liehe Curven der Schaar gezogen werden können, zwei perspectivisch liegende 
Strablenbfischol, Denn obigem Satze zufolge schneiden sich je zwei solcher, 
dieselbe Curvo der Schaar berührende Tangenten in ein und derselben durch 
den Schnittpunkt von c und A gehenden Geraden. Nimmt man statt P, einen 
andern Punkt P^ von h an, so ergibt sich für P und P^ dasselbe, was für P und 
P, nachgewiesen wurde, woraus folgt, dass der Strahlenbüscbel mit dem Mittel- 
jmiikte Fy und jeuer mit dem Mittelpunkte P^ projectivisch verwandt sind. 

Durch diese Betrachtungen erscheinen folgende Sätze gerechtfertigt: 
102.Die Schnittpunkte der Die Tangenten der Cnr- 

Curven eines Kegelschnitt- ven einer Kegel schnittschaar, 
böschels mit irgend zwei welche von awei in einer der 
durch einen der Mittelpunkte gemeinsamen Tangenten abcd 
jiBCD des Büschels gehenden der Schaar gelegenen Punk- 
Geraden bilden zweiprujec- tenausgehen, bilden zwei pr o- 
tivise he Punktreihen. Geben jeclivische Strahle nbüschel. 
die zwei Geraden durch Liegen die zwei Punkte in 
verschiedene Mittelpunkte verschiedenen gemeinsamen 
A und B, so, liegen diese Tangenten a und ö, so befin- 
zwei Eeihen perspectivisch. den sich diese zwei Strahlen- 
IhrProjectionscentrumbefin- büsehel in perspectivisch er 
d et sich in CD. Entsprechende Lage. Ihr Durchschnitt gebt 
Punkte der zwei Reihen sind durch den Schnittpunkt von 
je zwei in derselben Curve cundcf EntsprechendeStrah- 
gele ge ue S c hnittpu n kte. len der zwei Büschel sind je 
zwei dieselbe Curve berüh- 
rende Tangenten, 

Stmdigl: LeUrbach dei- neuer™ öeoineMe, 14 



y Google 



2 1^0 Zweiter Abschnitt. 

Ah3 dem Satze 101 (links) ergibt, sieh der folgende, wenn raaii annimmt 
dass der Kegelschnitt zwei uncndlicb ferne Mittelpunkte habe, also aus einem 
Systeme homothetischer Kegelschnitte bestehe ; 

103. Hat ein Kegelschnittbüscheleine u nendlich ferne 
gemeinschaftliche Secante und legt man durch die uwei 
nicht in dieser Seo-ante gelegenen Mittelpunkte des Bü- 
schels irgend einen Kege 1 schnitt, soschneidot der letztere 
jede Curve des Bllaebels im allgemeinen noch in zwei Punk- 
ten. Die Verbindungslinien von je zwei solchen Punkten sind 
alle ?.a einander parallel. 

Der Satz 101 (links) gibt uns ein Miltel an die Hand, die ideelle geniein- 
scbaft.liche Secaute zweier Kegel sei mitte K und E^ zu eonsiruiren, wenn zwei 
nicht anf dieser Secaute gelegene Schnittpunkte A und B der beiden Kegel- 
schnitte bekannt sind. Man legi, durch A und B irgend einen Kegelschnitt k, 
welcher ^ in B, S und K^ in Ä, , S, schneidet ; die Verbindungslinien BS und 
ÄjS, treffen sich dann in eineiu Punkte der gesuchten ideellen Secante, Dasselbe 
Verfahren liefert einen üweiten Punkt dieser Secante, wenn man statt k irgend 
einen andern , die Cnrven K und K, schneidenden Kegelschnitt annimmt, 
welcher durch A und B gebt. Eine specielle Anwendung findet das eben 
erklärte Verfahren, wenn es sich darum handelt, die in endlicher Ent- 
fernung gelegene gern ein schafl lir h e Secante ?weier Kreise 
Ä'nnd ff, welche keinen reellen Punkt gemein liaben zu 
ermittLli Man 7ieht iigend einen dritten Kteis l wel hei ff und ff, 
beziebungs«eisp in E S und B^ &, schneidet Det S hnittpunkt von BS und 
iJjSj ist cm Paukt dei gesuchten Secante Pin /weitet Punkt eigibt siih auf 
glei hr> Weise Um die Richtigkeit dieses Verfilireus einzusehen bian ht mau 
nur daian zu denlen di<!s alle in ein unddeiselhen Ebene lefindliche kreiae 
eine unendlich feine genicins h^ftliche Sf>(,ante haben 

Ein System confocalcr Kegelschnitte bddet eini, Kegels hi itts hair 
mit vier imaginären Tangenten Ist nämlich F ein gemeinschaftlicher Bieni 
piinkt der Ciiiven eines solchen Systems und K irgend eine Omve des letzltten 
so bildet F den Mittelpunkt eines involutonschen Stiahlenbüschels S in wol 
chem je zwei aicli entsprechende Strahlen rücksichthch ff conjagiit sind und aul 
einandei senkrecht stehen Durch die Angabe des Punktes F allein erscheint 
somit jS unabhängig von der Cuno h loUkominen bestimmt, da 1er I tlscl nl S 
eine reihtwinkligo Involution bildet Jedes Paai entsprechen det Strahlen des 
selben ist also nicht bloss riicksichtlirh K conjugtrt sondern au h in Bezu^, inf 
jelcn beliebigen Kegelschnitt der einen trennpuukt in F hit Hietaus fiVt 
dass die Doppelsttalilen von S imaginäre Tangenten allei Guiven dts in Reit 
stehenden Systems confoialer Kegels linitte sein miisaen Nachdem für len 
zweiten Brenn) unkt F^ dasselbi gilt was bezhgli h des Punktes F hemeilt 
wuid s> hit da= gcmnnt System iiei g meins hiltli he iina§in\ie fint, nt i 
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und bildet somil Piiie UegehchuitU haar F uiii i^ sind zugleich die Kwei 
Contigeuzpußkte diei.ei bchaii 

Dnreh jeden PuaUt der kbeiie einei bcha a i onfocaler KefeelachiiittD 
gehen «wci Carvea dei bchiar welche sich icchtwiaklig datcbschneiden (Sätze 
56 und 57, 2. Abs hniti) D e eine diesei Cnrven ist eine Ellipse die andere 
eine Hyperbel, ^enB heile Bieniipuakte in eiidln lier Eutfei nung liegen Befindet 
sich ein BrcnnpunÜ II) unendlicher Ciitternnng so sind selbstverständlich alle 
Ciirven der ScUaai Paiabeln 

Aus dem umstände dass eine Suhiii < oulocaler Le gel schnitte ein und 
denselben Mittelpunkt hat, folgt , daas die unendlich ferne Gerade, 
nämlich die Polare des Mittelpunktes, eine gemeinscbaflliclie Polare 
der bchaar ist, und dass der Mittelpunkt selbst demnach ein geineinachaft- 
licher Pol sein muiiia. Da die Axen aller Cnrven der Schaar zusammenfallen, so sind 
die in den P^ndpnnkten der Hauptaxen gezogenen Tangenten zu einander parallel 
nnd ebens 



die Tangenten in den Endpunkten der Nebenaxen, woraus! 
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BeKugaufsdnimthcheCanenderbchD.ar conju^irtseinkann. E giltsomtd S l . 
104. Jeawei Gerade, welche in Be/ng auf säramtlicbe 
Curven einer Schaar confocaler Kegelschnitte con.iugirt 
sind, stehen aufeinander senkrecht 

Sammtiicbe Gerade, welche lien dureb irgend einen bestimmten Punkt P 
gehenden Geraden in Bezug auf alle Carven der Scbaar conjugirt sind, berühren 
ein und denselben Kegelschnitt k (Satz 90, 2. Abschnitt). Dieser Kegelschnitt 
ist immer eine Parabel, nachdem 4 auch die gemeinachaftliclien Polaren der 
Schaar, also die unendlich ferne Gerade berühren muss. Heissea g nnd g^ die 
durch P gehenden, in Bezng auf s&ramtliche Curven der Schaar conjugiifen Gera 
den, so berühren g und g^ die erwähnte Parabel ebenfalls. Nachdem nnn diese 
Parabel die beiden Axen (als gemeinschaftliche Polaren) und die auf einander 
senkrecht stehende» Geraden g und g, tangirt, so muss die Verhindnngsbnie Ae-i 
Punktes P mit dem Mittelpunkte der confoci.den Curven die Leitlinie der 
Parabel sein (Satz 71, 2.AbBclinitt), Wir können somit den Satz aufstellen. 
105. Aide Geiaden, welche den durch irgend einen 
bestimmten Punkt P gebenden Geraden in Bezug auf säramt- 

14* 



yGoosle 



212 iCiBtiter Abschnitt. Berührung zweiter und dritter Ordnwng 

liehe Cnrven einer Schaar confocaier Kegelsclinitte con- 
jugirtsiiid, berülireneine Parabel. Die Axen der Schaar 
tangiren letalere ebenfalls und die Verbindungslinie des 
Punktes P mit dem Mittelpunkte der Schaar ist die Leit- 
linie dieser Parabel. 



1) Beililtruiis: zweiter und diittei Oiduuii^ /wi--elieu zwei keife Iselmitteii — 
ki'dmmuiigslial Itmtssei 

Zwei in dersilben Ebene befindliche Kegelschnitte haben immei uer 
(reelle oder imaginäre) Punkte gemein {Sit/ 8h 2 Abschnittl Von diesen \ipi 
Punkten können 7wei o iei diei LOincidiren oder e? kö men auch alle zusammen 
fallen Wii haben bereits ge7eif,t dass zwei solche Punkte nni in einem leellen 
Punkte eoincidiren nnd dass eine gemeinschaftliche Secante ob sie nun eii i 
eigentliche od« ideelle sein nig stets eine leelie Tangente sein muss wenn 
ihre Schnittpunlite mit den Curven lu einen Punkt zusammenfallen Wenn aho 
zuei \on den viei gemeinschattlichen Punkten /weiei Kegelschnitte in emtm 
Punkte P coiniidiien so haben iie zwei Curven in Peine leelle gemeinsehaft 
liehe Tangente Es findet lann zwischen beiden he gel schult ton eine Le 
rühiung dei ersten Otdnnn^ stdtt lallen diei gemeinseh iftliehe 
Punkte m P zusammen, so müssen die beiden Kegelsehnitte in P ebenfalls eine 
gemeinschaftliche Tangente und ausser den in P vereinigten Punkten noch einen 
vierten Punkt gemein haben, welcher immer reell ist, nachdem imaginäre Punkte 
nur paarweise vorkommen. In diesem Falle gehen die beiden Curven eine Be- 
rliiirung der zweiten Ordnung ein. Ooincidiren endlich alle vier 
gemeinsamen Punkte der zwei Kegelschnitt»! in einem einzigen Punkte P, so 
fallen auch alle gemeinsamen Secanten in eine Gerade zusammen nnd bilden 
eine Tangente, welche beide Curven in P berührt, Wie leicht einzusehen, können 
die zwei Curven ausser den vier eoincidiren den Punkten keine weitereu reellen 
oder imaginären Punkte gemein haben. Zwischen den Kegelschnitten findet iu 
diesem Falle eine Berührung dritter Ordnung statt. Eine Berührung 
höherer als dritter Ordnung ist zwischen zwei verschiedenen Kegelschnitten 
nicht möglicii, nachdem zwei solche Curven, wenn sie fünf Punkte gemein haben 
würden, identisch sein müsaten. 

Zwischen zwei verschiedenen Kreisen kann nur eine Berührung erster 
Ordnung stattfinden, denn eine Berührung zweiter Ordnung würde bedingen, 
dass die Kreisel ausser den zwei imaginären Kreispunkten der unendlich fernen 
Geraden noch drei Punkte, also im Ganzen fünf Punkte gemein hätten. Zwischen 
einem Kreise und irgend einem anderen Kegelschnitte ist im allgemeinen nur 
eine Berührung erster oder zweiter Ordnung möglich. Ist nämlich P irgend ein 
Punkt eines beliebigen Kegelschnittes und würde verlangt, dass man einen Kreis 
construiie, welcher mit dem Kegelschnitte vier iu P coincidirende Punkte gemein 
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höherer al& erster Ordnung btatl, so nernit man dtn Ki eis einen osculn enden 
oder Krümmungskreis für jenen Punkt, iü welchem die Berührung erfolgt, 
und deu Halbmesser dieses Kreises den Krümraungs-HalbmeBscr für 
It'.tzlorfiii Punkt. 

Ist Ä^ irgend ein Kegelschnitt niid P ein beliebiger Punkt desselben, so 
gibt es unendlich viele andere Kegelschnitte Ko, welche mit K im Punkte P 
eine Berühmng zweiter oder dritter Ordnung eingehen, denn Ko ist durch die 
drei, beziehungsweise vier in P vereinigten Punkte nicht vollkommen bestimmt. 
Unter allen Kegelschnitten Ä^o gibt es jedoch nur einen einzigen Kreis, 
welcher mit Jf im Punkte Pn^mlul Icnn die dru u P veiunife'ten Punkte und 
die zwei imagmaien Kieispunkle dei unendhih fernen Geladen bestimmen 
diß'ien Kreis \ollkomraeii 

Ls soll zunächst erklait werden wie man einen Kegelschnitt ermittelt 
dci mit einem gegebenen Kegelschnitte eine Beiühiung zweiter Ordnung 
eingeht Bor gegebene Ketelschnitt sei K (E'ig. b5) und der Punkt, in welchem 
lie Oscu! tion eifolgtn soll hcisseP .;.. ^.^i 

Die Tangente l in P kann man als eine 
Seeante der Curvcff'betrachtcn, deren | 
Schnittpunkte 4 und S in Peoiiicidiren, 
Nimmt man nun zwei beliebige Punkte 
C und J> in der Ebene vou K an und 
betrachtet dieselben, sowie die Punkte 
A und B {nämlich P) als Mittelpunlite 
eines Kegelsehnittb lisch eis, so werden 
sänimCliche Curven dieses Büschels die 
Gerade i in P berühren, und eine von 
deu Curven des Büschels wird mit E 
im Punkte Posculiren, wie aus Folgendem hervorgeht: 

Ist K^ irgend eine Curve des genannten Kegelschnittbüschels und schnei- 
den sich K und K^ in den Punkten M und S, so geht die Gerade BS nach Satz 
101, 2. Abschnitt, durch einen bestimmten Punkt ifder Geraden CS, wie mau 
auch die Curve K^ annehmen mag. Wird z. B. statt K^ das System der zwei 
Geraden PC und FD gewählt und schneiden letztere den gegebenen Kegelschnitt 
K in .Bj und Sj, so muss auch Ii^S^ durch II gehen (Vergleiche Fig. 64). Ver- 
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ändert nittj daher die Cnrve K^ dei art da^s bic iia<.h und udLh mit alicti Cai ven 
des Kegelbtjhjiittbusi hels zii^ammenfalU hü drebt sidi iln, Gciadt iJS' um den 
Punkt H und «iid einmal mit dci Oieraden IH Loinudiiiii Der Puukt B fillt 
dann mit P und 8 mit jenem Punkte ü^u-iaminen in wckhtm J'JTdeiige(,eb(ii(.n 
Kegelschnitt K tiifft Für diese I ai^e von BS geht K^ m den Ke^elschiutt K 
übei der in 1 diei Punkte uanilith A B und B mit A benJ''iii bat also mit 7t 
im Punkte Posculiit und zwai findet zwibohen Ri und R eine Beiuhiut][; 
iweiter Orduun;, statt Dass. aussei Ko keine andere Guivo d i, in ß(,dc stehen 
den EegcIsehnitthüschoiB mit ^ oscnhitn kann tolgt dai lus dass ls nui lu 
einzige Lai^i dei bciadtu RS t,ibt in wdoliei letztere dunh P gLht 

Dpi osculirenle Kegelschnitt Ko lat duidi die bütcbig gewählten Pnikt 
C D den I Ulli t Z, und die Tangtutu Miut ihitm b([iHi[un„spuul t P voll 
kommen beistimmt und es könnten mit Hilfe des Pasüalschen Satzib beliebig 
viele andere Punkte \on Ko ermittelt weidon Indo&& hndct man tmii bi-litbi^ 
viele Punkte \ou Ä) wie foli,t Man ziebt durch 1 irgend eine (^rbiadc IF 
welche den Kegelschnitt Äj lu F^ schneidet, verbindet Ej nimhch dtn bchnitt 
punkt von ff, und dei Geraden PH mit F, und boMimmt dtn Duieliseliuitt Q 
dei Geriden E^F^ mit CD Der Punkt F m welchem sieb die Orotadcn IFuwA 
QE IreEfen ist dann ein Punkt ^on Ko — Die Uicbtii,! eit lieaei Constinotiob 
et gibt sich aus dem Satie 102 2 Abschnitt Die GerilcnPJPuiidPEsüinulen 
namlicb die Curven deb Kegelstlinittbttsehels zu w lihen Ko und Aj ^eboien 
in peispectiviBcb liegenden Puuktreihui deren Piojeetionsecntrum Q sieh in (,-D 
befindet Nachdem nun ]e zwei entsprechende Punkte in bilden projeetiviM ht n 
Reihen dem csenannten bat^c lOtolgc in ein und detsclben Carve liegen müssen 
und die Punkte F und I entspreihende Punkte der Eciheu JJjFund PF^E 
sind so muss F ein Punkt von Ao «ein 

Statt des Kegelschnittes Aj kann n^enl ein Ki eis angenommen neiden 
welehci / in P berührt und den fj^fecbonen Kegelschnitt K sehnDidet Die 
Punkte C und I) müssen selbstverständlich lu diesem Kicise gewählt werden 
Handelt es sich bloss um die Bestimmung eines Punktes E ta R duieb 
welchen der 0=iculiiendc Kot,elschuitt geheu mnas wenn man C und D beieits 
gewählt bat ^-o bedarf nan des Kegelschnittes K^ nicht Man zieht namlicb 
bloss die bei aden iC und iZ> welchcAmÄ, undSj aehueiden und voi bindet 
den Schnittpunkt II von \S^ und CD mit 1 Die trciade PH tiifft dann den 
gegebenen KegeKehmtt im Punkte E weichet mit CHI und dei Tangeute t 
den OS' ulirenden Kegelschnitt vollkommen besUmnt 

Eine Eigentkömlichkeit de-s oseulirenden Kegel chniltcs ist daas ei 
den zweiten Kegelseh nitt im Oaculationspunkle sclii eidet 
Dies geht aus dem Umstände hervor , dass K und Ko ausser dem Osculations- 
punkte P nur noch de» Punkt E gemein haben. Der eine Cui'ventheil von Ko 
zwischen den Punkten E und P liegt ganz innerhalb K, der andere ganz ausser- 
halb, woraus folgt, dass öie Cnrve Ko in P vom Aeussem in das Innere der 
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Curve K eindringt, also ff in P suhneidtsn niuss. Bei der Berührung erster 
Ovdnang findet ein Schneidon der sichberUhrcniieuKegelsehniltoimBerUhruiigs- 
puükte nicht statt, wie leicht einKuseben isl, wenn man bevUcksicbtigt, dass awci 
sich in erster Ordnung berührende Kegelschnitte ausser dem Beruh rnugsp unkte 
immer noch zwei imaginäre oder zwei reelle gemeinsame Punkte haben. 

Wird verlangt, dass der oscnlirende Kegelschnitt Eo ein Kreis sei, so ist 
Ko, wie bereits erklärt, vollkommen bestimmt. — Es soll nun gezeigt werden 
wie man Ko in diesem Falle ermitteln kann. 

Ist K (Fig. 66) der gegebene Kegelschnitt, P der Osculationspunkt nnd ( 
difi Tangente in diesem Punkte, so errichtet man in Paufi eine Senkrecbfe PJV, 
d. h. man aieht die Normale der Curve .y;,, {;,; , 

K in P. Der Mittelpunkt tl ob gesuchten 
osLuhicndtu Kieisos sowicjcdcs Krci 
sea überhaupt dci K m P boruhrl 
musB aut dieser faenkiccliten liegen 
Wild nun un beliebi4,i.r Kteis. 7f, ge 
ztulmct welcher ( in Pbtrtibrt üudA 1 
in iiijend zwei Punkten K und S 
schneidet und zieht man fcrnet daid 
P zu BS eine parallele Gerade so j 
triftt let/teie den gegebenen Kegel- 
sohiutt incirtin Pmiklc E dci dem oscuhi cn li ii KieiSL Ku angehört 

Uci Mittelpunkt von Ko ist dann leicht 7U finden scinf Entfernung 
vouPfctbtdi Glosse des Kl ümmungshalbmessers fui len Punkt P an — Die 
Rh htigkcit dieser Consttuction geht aus dem Satze lOu 2 Abschnitt henor. 
Die beiden Kreise K^ und Ko gehöien namlich cintm Kt(,Llsi,huittbösclii.l an, 
dei nur aus Kreisen besteht welche i m P bcrUUien Die Mittelpunkte dieses 
Büseliels sind die zwei m P \ereiuif,ten Punkte und li zwei imiginären Kicis- 
pankte der unendlah feinen Geraden Naebdcm nun iu KcgeUehnitt K dureh 
die zwei iD Peoiiicidiieiiden Mittelpunkte geht so fthniilet K alle Kreise des 
BUsi Iiels in je zwei Punkten dcieu Verbindungslinien unter einander paiallcl 
sind Vei ändert man also den Kreis K deiart da->s er nach und nach mit allen 
Knisen des Bubelicls ziisammenfttUt ao wiid JfS einmal mit FK eoiiitiiiren und 
R niih Pfcelan^en Der veiSnderte Kreis ^(,ebt in diesen Fill in den Klein 
Ko über und ostuliit, wie nun luUit einzusehen m P mit dci Curve K 

Wii haben scblitsslieh noeb za erklären wie ein Kegelsehnitl Ko 
{tig fa7) eonstiuirt weiden kann dei mit irgend einem gegebenen Kegelse Imitic 
in Linem beliebig ingenommeuou Punkte P de-> letzteren une Berühiung 
dl ittci Ordnung cinf,eht. Ilas° auib in licstia Falle Ko nicht \ollkommen 
besliniml ist nuide beieits emälint Min ktnn it^end einen Punkt C m der 
Lteiin von K beliebig vählen und aundin n Ko olle dm h C ^ehen Diese 
■innihme beDtiront jedoch Kj \ollkomiiti denn es eisehemtn dai n fünf 
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Punkte von Ko, nämlich C und dir, vier in P vereinigten, gegeben. Beliebig 
viele andere Punkte von Ko erhält man auf folgende Weise ; ünrch P wird 
irgend eine Gerade PI) gezogen, 
welche K in 8 schneidet. Den 
inlit S verbindet man mit jenem 
I Punkte H, in welchem FG die 
Curve Ä' trifft, nud bestimmt den 
Sehnittpunltt M von BS mit der 
Tangente t, die den Kegelschnitt 
1 K in F berührt. Die Gerade GH 
schneidet dann FD in einem 
Punkte D, welcher dem gesucii- 
ten Kegelschnitte angehört. — 
Dieselbe Construction wurde 
I aucb mr Bestimmung des iu der 
beliebigen , durch P gezogenen 
Gerüden PJ/, gelegenen Punktes 3T^ der Curve Ko angewendet. — Der Beweis 
flir diese Construction ist mit Benützung der Sätze 101 und 102, 2. Abschnitt, 
leicht herzustellen. Betrachtet man die in P vereinigten Punkte A und B der 
Sccante (eigentlich Tangente) (, sowie C und D als Mittelpunkte eines Segel- 
schnitt bä seh eis, Bo muss das System der awei Geraden PC and FD auch als 
ein diesem Btlschel angehörender Kegelschnitt aufgefaasl werden. Die gegebene 
Carvc K geht durch zwei Mittelpunkte des Büschels, nämlich durch Ä und B, 
folglich schneidet sie jeden Kegelschnitt Aes Büschels in zwei Punkten B, 8, 
deren Verbindungslinie gegen H convergirt. Lässt man eine Curve des Kegel- 
seh nittbü seh eis sich derart verändern, dass sie nach und nach mit allen Curven 
des Büschels zusammenfällt, so dreht sich RS um H und wird einmal mit ( 
coineidiren. Für diese Lage von BS vereinigen sieh B und S, wie leicht einzn- 
sohen, im Punkte P und der veränderliche Kegelschnitt hat dann mit K in P die 
vier Punkte A, B, B und S gemein, osculirt also mit K in P. Aus dieser Be- 
trachtung geht hervor, dass der gesuchte osculirende Kegelschnitt Eo eine Curve 
des genannten Kegclschniltbüsehels ist, woraus foi^t, dass Ko durch Z> gehen mnss. 
— In gleicher Weise kann gezeigt werden, dassJHj, sowie Überhaupt jeder Punkt, 
welcher sich durch die oben erklärte Conslruction ergibt, ein Punkt von Ko ist. 
Nachdem G beliebig gewählt wurde, so können unendlich vielo Curven 
E^o construirt werden, welche mit K im Punkte P eine Berührung dritter 
Ordnung eingeben , was wir bereits aus dem Umstände gefolgert haben, 
dftss Ko durch die vier in P vereinigten Punkte nicht vollkommen be- 
stimmt wird. 

Es wurde oben erwähnt , dass ein Kreis mit einem Kegelschnitte 
im allgemeinen keine Berührung dritter Ordnung eingehen kann. Die 
Ausnahme von dieser Regel tritt dann ein, wenn der Osculations- 
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punkt ein SUieitel des IvcKotsi-bnitti.s ist Um dies einunseheu betrachti) 
man die Figui 6b Watt P ein Subcittl bo würde BS, also audi FE 
parallel /u / weriiii uud dci Punkt E muhsto, sowie B mit F ausain- 
menfalleu Ls müssteii sith also in F \ier Pnnkte , näralich A, B, B 
und r veieinigcn woiaub wir s hlt(ssei) dass der Krümmungs- 
kreis in tinen St-btitül Duicb Kt. tül^di ni ttos immor eine 
Berührung dritter Ordnung' eiiigelil. 
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Driiter Abschnitt. 

Grundgebilde der zweiten Stufe. 



a) Coliiu«ation tlur Cii'undgcbilde ziveitBr btufc. 

Souc luaii ^«ii UiuiiJs^cbiliJL. doi tisitcu SLule aut muidLi In icbl 
ludtBi mau jtUtm Llciiiuite les emcn Gcb 1 Ics cm uiuif,i,s bcsLimiiitc& LleiiiLtit 
des aucioin /uwciat so köiin(,ii auch /wiiGruiid^tbiUie dot zuLitci, SUiit dadiin-h 
inf einander bezogen «erden daäs jedem Elemente dos einoii Gebildes uii ein 
zigos bestimmtes Elunent ilet aiilerLn zngtwic&cn wird Je z«ei umindcr zu 
gßwicseuG Elemente h erden cnispi eUiendt Llemuitc genannt 

Sud Äwui cbi-iic SystuiK ^ mid -j so autciuaudti bL.^o^ui dass jtdciii 
Punkte P in 2 ein Punkt Pj m 2^ nnd jeder durch P tebend-n Geridüu in ^ 
eine durch Pj "chcndL Geiado in — j oiitapncht so bant man lass die b<.id<,n 
bystcmt, Lollineai verwandt odu üoilineai sind Zwei JatiaUlen 
bilndel s und ij nennt min oollm ar wi.nn jedem Stiahle p m s Lin bliahl p^ m 
Sj und jeder durch p gehi.nd<.n Lbtne in s eine duich p^ gchcndi, EbcnL in s, 
enlfaprulit tudluli weiden cm ebonoi Sjst(,m — und ein Slrahleuhlindtl s toi 
linear tonannt wenn jedem Punkte P von 2 in 'stralil p von s nnd jeder dnii h 
Pgehendeu Geiaden von — eine durch p ^thuide Llun vc i s zucjewiesen 
tischeiut Man Uanu also im aÜgeniuneu ba„en 

Zwei Grundgebüdc der zweituu Stufe sind collincar, 
wenn je zwei ungleiehur tigeii Elementen P und 5 des einen 
Gebildes, von welchen P in q liegt, zwei ungleichartige 
Elemente P, und q^ des andern entsprechen, von denen P^ 
in 3i gelegen ist.*) 

Aus diesen Erltlärungcn lolyt, dass weun 2 und 2^ awci collineare ebene 
Systeme und a, a^ ein Paai' aich entsprechender Geraden dieser Systeme sind, 
einem jeden Punkte P von a ein inwj gelegener PuuklP, entsprechen muss,denn 
sonst könnte «j iiiclil dureh P, geben, wie es die collineare Verwandtschaft 
verlangt. Ferner ergibt sieh, daiis die VürbiudungsUuiu zivuier beliebiger Punkte 



* Diese Definition rührt von Staudt her ^Geometrie der Lage, Seite 6 
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Strahlen be tin nt w rd 

Leilifcl 1 ecr St ab! buui 1 f, U n a 1 bJt d \ul I 11 

ond Beg llninn^ m tH Ite d vo au ge a t,e en ii 1 la j a U 1 t Ut 

Aus de E kla ang über 1 oll e re Ve wa dt halt zw G t 
gebüde de t n falnfe e t, bt b nun toi e der Sa 

1 S 1 G undt b 1 1 1 w t bt i 

dritten bolohen Gebilde milinuai verwandt, so mihI t>\t ,s 
auuh nnlei einandei 

Sind iwu ebouc bybicme — uiiJ S^ (.oüiiiLai \ i ^al U c it i 1 1 ii-i 
uuendhcli loruen Gnaden Ici cii c i S^btcm m illi^emu] ui (int, in cj Jli 1 r 
Entfernung befaidli bc Gerade des andern by^ti-nies bowohl dif, Gciado in 2, 
welühe lei nnoudlicb fernen Geraden vou — , ils auch die Geiadb iii 2^ 
wtlt.ho der untndbüli fernen Geraden in i tntspiiubt wird eino GLgcnaxc 
geiannt Ist demnadi ein eboDi,'^ Sybtem ^ mit n tbLui^n Syblu rn^n oillmeai 
voiwaiidt so bat 2 im Hligomeinen « Gt^ii ixtii Aua dieäon Lrklaiunt.c i kann 
naclibtcheiider biU lei ht gclolf^cit wudui 

2 In iviti tolliüoaicn ebt nen Syitnmtn cii tsp r c l b t, i 
paiallt,l(,n Geiaden des cnii.n bystunics Geiadt im aiuUien 
Systeme, welche gegen ein und denselben Punkt der Gcgcii- 
axe des letzteren convergiren, und allen Geraden dos einen 
Syst emcs, welche sich in deinsel bon Punkte der Gcgonaxc 
dieses System es seh neiden, entsprochen parallele Gerade im 
andern Systeme. 
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220 Dnttei' Abschnitt. 

Hieraus ergibt sich ferner i 

3. Sind 2 und 2-, zwei oollincarc cbun^ Systeme und 
g.g' bczicliuiigswcisc ilirt; Gügüuaxoii, si> ciilsijreuhciL liIIcii 
zu paralleleL Geraden des SyatomeB ^ Gerade im Systeme 
— ,,' welche zu g' parallel siud. 

4, Liegen die Gegonaxcn zweier coUiiiearer ebener 
Systeme 2 und 2^ in eiuUiclier Eiitlernunf; , so entspfcchüu 
parallelen Gerade» in 3 nur dann parallele Gerade in i~i, 
wenn eiBterc paiallel zur Ge{,enaxe von ^ f.ii d 

Comudiri-ii EHci entsp!et,htndc Eltmente von /wei sleictnitigtii 
coUnKarcn bruudtebildeii dei zweiten Stufe so sagt man das'* Ictitctt diehe 
Elemente cntbprc eben d gemein baben 

Je zwei i.mfönni{,ü Grund„ebildc /uni g^ \sul Iil sicl m 711 vi 
siliiedeueu Lollineticn Gruudgcbilden det zweiten btuti bchndon nennt man 
sich entsprechende Gebilde wenn q aus Elementen bestellt die di,n 
Flen Li von 9 m Bc/ug auf liu /wei uollinearcn GiHnd,el lUt, oi tsi lOchLu 
Sind :i B ^ nnd 2j ^wei i,ollineari, ebene Systeme unl B, R^ irgenl i'^a 
Punl treiben welche sioh beztebungbueise in 2 und ^j bctinden bo sigt man 
da-is B und B^ entspiechende Gebilde smd wenn B aus tlementon behtohl die 
den Elementen von B^ m ße<iug auf 2 und —^ entspre(.hon Haben ^wei 
collineare farundgebilde der /«eiten Stule alle Ekmcnte eines enifoniigen 
Grün Igobildes entsprechen! gemein so sagt man lass bie dieses 
Gebilde entsprechend gemein haben. 

Aus der Definition der collinearen Verwandtschaft und dem Salze 73, 
1. Abschnitt, ergibt sich anmittelbar der Sata; 

5. Je zwei einförmige Grundgebilde, wclehc in collineare n 
Grandgebilden der zweiten Stufe eitiaiider entsprechen, sind 
projectivisch. 

Kit Rucksicht auf diesen und don obigon Satz 4 können wir behaupten : 

6. Liegen die Gegenaxen von zwei collinearen ebenen 
Systemen in endlicher Entfernung, so sind zwei sich entspre- 
chende Pnnktreiheii dieser Systeme nur di>iiu einander älin- 
licli, wenn die Träger der Punktreihen zu den betreffenden 
Gegenaxen parallel sind. 

Haben zwei collineare ebene Systeme i~ und — ^ lior Punkte ÄBCD^ von 
denen keine drei in derselben Geraden liegen, entsprechend gemein, so sind 2 
und 2^ identisch. Um dies nachzuweisen nehmen wir an, JE sei iigeiid ein 
fünfter Punkt des Syatenies 2 und denken uns den Punkt A mit B, C, B und 
E durch gerade Linien verbunden. Diese vier Verbindungslinien bilden einen 
Strahle nbüschol , welcher beiden Systemen entsprechend gemoin ist , denn der 
gemachten Voraussetzung zufolge coincidiren die Strahlen AB , AC und AT) 
mit den ilinen enlsprccbenden , worans mit Rücksicht auf den Satz 10, 1. Ab- 
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üoUineation der Grundgebilde zweiter Stufe. ^^1 

schnitt f,et,Lhlossen weripn kann Jas"? alle diiiüi Ä ^ehenien Ger'ideu ilso 
auLh AF mit den ihnen entspie henden ^aiaramenfallen Der Fun! t J^', welcher 
dem Punkte E eiitspncht mus« demnaüi jedenfalls im Stialiie AT*" liefen 
Wdrde man stitt Ä etwa den Punkt B mit den vier tbrigea Punkten dmch 
gerade I inien veibunden gtiiüht iiaben so hatte "^loh ergeben dass Ej in dei 
Geiaden J5Z^ gelegen sein niuss Nadidem (iiin der Punkt E^ sowohl in AE ah 
auch in SE hegen soll so oouifidirt er mit E woraus toli?t d» E Ul (.big 
gewählt wurde Uss alle Punkt«, in- mit d n ihne eiitssieuhenlei in — ^ 
coinudiren 

Nimmt man an — und *j hatten vier Geiade oh I von denen keine 
drei dnrd] ein und denselben Punkt gehen entsprechend gt,mein so zeigt suh, 
dass auch m diesem Falle lie beiden Sjateme identisch sein müssen Ist e irgend 
eine fUntte Geiade des Sjstemes 2 und nennt man die Schnittpunkte von a mit 
den Geladen hcät beziehungsweise BCDE s.o eomcidiien nach Satz 10 
1 Abschnitt diese vier Punkte mit den ihiitn i.ntsprechenien im Sysleme — ^ 
daher muss die Gerade e, welche der Genien e entsiti ht jedtnfalls iuith E 
^ehen Hätten wir statt der Schmttpunl te von et jene der Geraden h in 
Betracht gezogen so wurde sich ergehen htben iass t, tuth daich den Sdinitt 
pnnkt \on ft un 1 e gtlien mnss Die Geraden e ui d Cj talieii dabei zusammen 
n taus foi^t dass alle Geraden von — mit dei ihnen entsprechenden 
uoincidiren nachdem -' beUebig gewählt wutde Die &jstemo 2 und i^ sind 
also identisch 

In ganz abnlichci 'VVeife kann man sith ühtiZLUgen hss / lei coihneiie 
Stiahlenbündel identisch sind wenn sie vici fefiahltn c lei \ior Ebenen 
pntspiechend gemein hiben von denen keine difi demselben Sil ihlenbüachel 
beziehungsweise demsUlen Ebene iibusrhel inf,ehoren Es gilt also der Sat? 

7. Haben zwei Grundgehilde der zweiten Stufe vier 
gleichartige Elemente, von denen keine drei ein und 
demselben einförmigen Grntidgebilde angehören, entsprechend 
gemein, so sind sie identisch. 

Mit Hilfe des obigen Satzes 5 lässt sich auch der folgende leicht 
nachweisen : 

8. Will man zwei Grundgebildo der zweiten Stufe 
collinear anf einander beziehen, so kann man in jedem 
derselben vier gleichartige Elemente, von denen keine drei 
demselben einförmigen Grundgebilde angehören, beliebig 
wählen und einander als entsprechend zuweisen; jedem 
fünften Elemente des einen Grundgebildes entspricht dann 
ein durch diese Annahmen voUkommen bestimmtes Element 
des andern. 

Dabei wird vorausgesetzt, dass nur solche Elemente als entsprechende 
betrachtet werden, welche in collinearen Gebilden überhaupt einander 
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222 Dritter Abschnitt. 

entsprechen koiinpn, nflmlicli in /«ei pbencn Sy^tempn zwn Parkte oder zwei 
Gerade in zwei btiihlenbüDrteln 7wci btrililen oder jwm Ebenen nad endlicb 
im ebenen Systeme und &ti ahleiibundel ein Puukt mui m Sfialilp odei eine 
fcreride einei Ebene 

Uni dieien Sat? für zwei cbenn &\stcnie ^ und *^ ndLli7uwLiüen nennii 
WH ABCJ) v\ei beliebien Pnnkle lu ^ von drin n I cini diei derselben Geladen 
angehören und nehmen an die beliebig Kswählten Pankte A^BjCjD, de 
&}steMips ^j von denen ebenfath keine drei lu derselben Geraden lietjOn iüifen 
seien den ynef^t genannten viei Punkten dli. entspnchende angewiesen worden 
Zu ugend einem fünften Ponklu E m — Kinn dann doi ihm entspieehende E^ 
in 2^ nicht mehi beliebig gewählt weiden wie ans Fol«endem heiioigeht 
Verbindet man Ä mit SCDE sowie anch A, mit BjOjDi und .E, sü erhält 
man naili Satz 5 3 Absrhniit, 7wei piojfctivisrlit StiahlcnblKibel Der Strahl 
AjEj utmlich jenei wilchtr dem Stidlde ^E eiUspiipht wird nun dmdi die 
übrigen Strihlen dei hiidon Büschel vollkomiiien bestimmt (Sit/ 1] 
1 Abadinitt) Ej kann demnaeh nur m einer ganz bestimmten Geraden liejjen 
Verbindet man italt A und A, die Pniikti B und B^ mit den übiigcn vier 
PunUcn des Sislomes wekhem sii, angehören so eibait min ein zweites Pa^i 
projectiviseher Sttahlenhusrhel also wie leitht einzusehen ancli einen zweiten 
vollkommen bestimmten Strihl B,E, dei den Punkt E, enthalten muss E, 
eigibt sifh somit im Durchschnitte /weiei durch die gewihlten vie. Punktpaaie 
vollkommen bestimmtet Geiaden ei Kann also nn hl mihi behebig gewählt 
weiden Uieraus folgt ancli dass jedei Geiaden in 2 uiie duieli die Annihmen 
unzweideutig bestimmte Gbiade in 2^ entspiictit 

Der Fsl! in weliliem sowohl in ^ ils anch in J', viet bflithige Gerade 
abcd und aJ^b^c^d^ gevnlilt «ei len von denen keine drei duich Isn dben Pnnk 
gehen kann j,uf den soeben he rachteten 7urU( kgetülirt weiden Die Geraden 
abcd bilden namlich ein einfaches Vierseit dessen Eiken ABCD den Fcken 
jljJSjCjJDj des einfachen Vierseites a^bj^Cjd enlspieclien Durch die Wshl der 
(ler Piiie bii h entapre hendor Geraden irMiieinen also die Pniikte ABCD und 
ihie entsprechenden A^B,O^^Dj angenommen und ledeni fünften Pnnkle und 
jeder fünften Geraden m 2 kann dabei wie eben bewiesen wnide nm ein 
durch die Annahmen bestimmtei Punkt beziehungsweise nie bc timmte Geiade 
entspi p eil eil 

In gan? ahnlicbei Weise lasst si h obiger Sat7 reihtfciti^ n wenn die 
zwei Grundgebilde der /weiten Stiiie zwei btriblenbiludel iidtr ein ebenes 
S^stini und cm fetrablonbündel Knid 

Ans diesem Sit/e eio'ibt sich unmittelbar der folgende 

»t 7wii ebene VieiOLke odc. zwfi ans ^l i stiiblin 

bestehende Strahlenbündel, oder aneh ein ebenes Viereck, 

undeinauSTierSti-ahlenbesteiieiider Strahlenbündel, können 

immer als Theile collinearer GebÜde hetraclitet werden. 
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Projei, tionacentruni tlei zwei Systeme genannt, 

Perspectiviscb liegend oder perspectivisr.b nennt man: 

1. Zwei <^bene Systeme, welche Schnitte desaelben StrahlenbUndels sind, 

2. Zwei Strahlcnböndel, welche Scheine desBelben ebenen Systemes sind. 

3. Ein ebenes System nnd einen Stvahlenbfindel, wenn erateres ein 
Schnitt des letzteren ist. 

4. Zwei collioeare ebene Systeme, welche in derselben Ebene liegen, 
wenn sie eine Panktreihe nnd einen Strahle nbtiscbel entfiprechend gemein haben. 

5. Zwei coUineave concentiische Strahlenhündel, wenn sie einen Strahlen- 
büsebel nnd einen Khenenhüschel entsprechend gemein haben. 

Dass in den drei ersteren Pitllnn die beiden pevspectivisch liegenden 
Gebilde immer collinear sind, ist leicht einzusehen, man kann also sagen : 

Je zwei perspectiviscb liegende GrnndRehilde der 
zweiten Stufe sind coliinear verwandt. 

Nachdem im Falle 1 die beiden ebenen Systeme auch immer eine Punkt- 
reihe und im Falle 2 die beiden Strablenbtindel einen Ebenenbflachel 
entsprechend gemein haben, so folgt, dass zwei perspectivische 
ebene Systeme immer einePunktreihe nnd zwei perspec- 

fipvechend gemein haben müssen. 

Aucii der nach steh ende Sat?, ergibt sich aus den obigen Erklärungen fast 
unmittelbar : 

10. Je zwei einförmige Grundgebilde, welche einander 
in perspoctivischen Grund geb i 1 d en der zweiten Slufe 
entsprechen, liegen perspectiviscb. 

Für die drei ersten Fälle ist dieser Sat?, selbstverständlich ; da.ss er auch 
bezüglich der Fälle 4 und 5 Geltnng hat, ergibt sich aus folgender Betrachtung: 

Liegen zwei collineare ebene Systeme 2 nnd 2^ in derselben Ebene und 
haben sie einen St.rahlenhüschel S und eine Panktreihe E entsprechend gemein, 
so schneiden sich je zwei entsprechende Gerade a nnd a, in einem Funkte von 
B und jedem Pnnkte in a entspricht der Sc^huittpunkt des durch a gehenden 
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Stiahles von S mit det tietaden a Hieraus folgt dass die auf a und a duich 
entfipi echende Punkte von — und 2^ gebildeten Pmil treiben Scbnitte des 
BUscbolB S Bild also [ eispettiviacb hegen — feinl ^ und A^ z\e\ behebige 
entsprechende Puuktc von S unl S^ so entspticbt irgend einer dun,h A 
gehenden Geiaden deren Schnittpankt mit dem Traget \on H wii lurdi I 
bezeicbnei wollen die Veibindungshnie der Pui kte A^ und S Daiaus kam 
man Bubbesaen dass die ^wei sich entsprechenden Strablenbüscbel wo\on dei 
eino seinen Mittelpunkt ui A der andeie ii A^ hat 8i,hf!iiio da Reihe B sein 
müssen sich also iii j erspeUiviscbet Lage befanden — Hachden nun iie au! 
a und «^ gelegenen Puiiktreiben sowie lie zwei btiahlenbQSLhel deren Mitlel 
1 unkte A und A, 'iind ils ganz büie! ige Paai e bi h ci t«pi ecbendei einföi migei 
Crebilde von ^ ui i ^j betraüitet weiden konnei ^o lat obiget Salz lüi iei 
I all 4 bewie'ieii 

Det Beweis füi den Fall i lann auf gau/ ähihcbe Ait dardigefühit 
weiden Man bat eben zu zeigen lass je z«ei entapiechende Ebenenbuschel 
Scheine des bliabki bfischels smd der beiden Bündeln entsprechend gemein ist 
und dass je zwei ei tspiechenie &tial lei husche! Schnitte jenea Ebeienbus hels 
^ein müssen den die beiden Bündel entsprechend gemein hattn 

11 Wenn ein ebenes System 2 mit einem fetial iei 
bündel s coUinear verwand t ist nnd vi er gleichartige 
Kiemente des Systemes, von welchen keine drei demselben 
einförmigen örundgebilde angehören, in den ihnen ent- 
sprechenden Elementen des Uündels liegen, so ist J ein 
Schnitt von s. 

Ist nämlich ^, das ebene System, welches sicli als Schnitt dos Trägers 
von S mit dem Bündel s ergibt, so müssen nach Satz 7 die beiden Systeme S 
und S^ idenUsch sein, woraus folgt, dass 2 einen Schnitt von s bildet. 

Auch die nachstehenden Sätze lassen sich mit Hilfe des Satzes 7 in 
einfacher Weise rechtfertigen : 

Ol lineare 
s u n d Sj 
nicht 
s Ol che 
dass die 



12. Haben zwei collineare 


Haben z iv o i co 


ebene Systeme I und 2,, 


Strahlen bündel ; 


deren Träger nicht eoinci- 


deren Mittelpunkti 


diren, eine solche gegen- 


coiueidiren, eine 


seitige Lage, dass die Geraden, 


gegenseitige Lage, 


weiche vier Punkte des 


Geraden, in ivelch. 


Systems S, von denen keine 


Ebenen des Büschel 


drei in derselben Geraden 


denen keine drei di 


liegen, mit den entsprechen- 


selbe Gerade gehen, 


denPunkten vo n 2^ verbinden, 


sprechenden Ebene 


in einem Punkte zusammen- 


schneiden, in eine 


treffen, so bilden 2 und 2^ 


liegen so bilden ; 
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Schnitte desselhen Stralileu- Sclieiiit) desselben ebenen 
hündels. Systems 

(Satz links) Verbindet man sämmtliche Punkte \on 2 mit jenem Punkte 
0, in weichem sich die vier erwähnten Verbindangshmen treffen, fo entsteht 
ein StxahienbUndel s, der einen Schein des Systemes — bildet Ebenso erhält 
man einen Strableiibündel s, , wenn man alle Punkte von 2j mit verbindet. 
Nachdem nun die beiden Bündel s und s■^ colhneai sind und ^lei Strahlen 
entsprechend gemein haben, ho müssen sie identisih ^eni, ftodunh obigei Salz 
gerechtfertigt erscheint. 

Der Satü rechts lässt sieh durch eine gan^ analoge Schlussfolgerung 



13.Haben üwei coULneare Haben uwei collineare 

ebene Systeme einen Strah- Strahlenbündel einen Strah- 
lenbüscliel, oder eine Pnnkt- 1 enbü schel, oder einenEbenen- 
reihe entsprechend gemein, büschel entsprechend gemein, 
so liegen sie per=!pectiv]sch so liegen sie peispeitivisch 
(8at7 hnks) Wenn 7wei loUineire ebene Systeme 2 und ^, einen 
Strahlenbüschel 8 entspieihend gemein haben lo hegen sie in derselben Ebene 
Dais sie dann am h eine Punktreihe entsprechend gemein hiben also pei specti 
viscli liegen, kann wie fol^t naibgewiesen werden Ist der Mittelpunkt von S 
und Ä irgend ein Punkt des Systemts 2 so hegt der dem Punkte A entspre 
chcndc -Ij in der Gei-iden AO ndciidem AO als ein fetiahl des Büsihtls 5 ^ich 
seihst entspiechen muss Sind nun Ä und Ä^ die Mittelpunkte zweiei in i und 
2^ sicli entsprechend« StiahlenbUschel b^ und S so müssen 9 and S^ 
perspeUivi seh liegen sich also in einer Punktteihc Ä srhneidcn weil sieden 
Strahl ^0 eutßpiechend gemein haben Jedei Puni t der Reihe ü ist ein sich 
selbst entsprechender, denn \erbmdet man iigend einen sol heu Pnnkt z B P 
mit so ersdieiut deiselbe als Durch seh nittspunU dei Geraden AO und PO 
des feystemes ^ welcher mit dem Schnittpunkte jener Geraden 1,0 und PO des 
Systemes 2^ zusammenfällt die den 7nerst genannten Geraden entsprechen 
Die Reihe Jt ist also den beiden Systemen entisprechend gemein — Dass es 
aussei 2J im allgemeinen keine zweite selbstcntspiecliende Reihe gehen k^nn 
geht daiaus hervor, dass ^ nnd 2^ nach Sat? 7 3 Abschnitt, identisch sein 
mUssten nenn sie zwei Reihen entspicchend gemein hätten — Ans dieser 
Untersuchung folgt auch, dass je ywei entsprechende Strahlenbflsrhel der 
Systeme 2 und — j sich in dei Reihe B sdineiden 

Haben ywei coUineaie ebene Systeme 2 und 2^ pine Punktieihe Jt ent 
spicchend gemein, so können sie entwedei in dei selben ndei in veiscbiedenen 
Ebenen hegen Nehmen wii 7ueist an sie befinden suh in dei'felben Ebene so 
lässt sich leicht 7Cigen dass sie auch einen fetiahlenbüsihel entsprechend gemein 
haben und daher peispcLtiiisch hegen müssen Sind nämlich a un 1 a, iigtuij 
zwei sich entspiechende Gerade in ^ nnd 2^ so sehneiden sich dieselben m 

Staudi^l: LehtWi^h der ueuereo Oeonetiie. \\i 
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ernenn Pq 1 te P der Reihe R Die Punktreihen jß, nnd Kg deren Träger a und 
öj bilden und einander in den zwei Systemen {UtspioHien hegen dabei pei 
pectiviscb weil ^le den Puiilcl 1 entspreclieiiil gemein habPii Dei pro)icii(nle 
Bilscbel 8 loi Reihen S^ nnd S ist nrm em siüi selbst entsprechende! BiiscUei 
denn ir{,end ein Strahl desselben z B ö nckhn etwa die Punl te A unl i, 
dei 7wei Reihen verbindet und dessen Schnittpunkt mit i? m S uennen wollen 
ist eme sich selbst entsprechende Geiade nachdem AB der Geiaden A^B ent 
spiechen muss ^ und 2, hiben somit die Reihe R nnd den BUseiiel 8 ent 
sprechend gemein, sie liegen ilso peispeitiviseb — Dass es im allgemeinen 
keine 7wei sich selbst entsprechenden Büschel ?eben kinn foUt aus dem Um 
Stande dass — und 2, nach Satz 7 identisih sein mlissten wenn sie 7Mei 
Büschel und die Reihe Ja entspreohend »emem hatten 

Der Beweis fui den FilJ in welchem 2 und JJj nicht in dei selben Ebene 
hegen kann wie foUt gegeben werden Smri Ej un 1 B^ irgend zwei sich ent 
sprechende Reihen so schneiden sich ihte frdgei in einem Punkte der Reihe 
B welche beiden Sjsteraen onlsprechund gemein ist diher hegen Ä, und B^ 
perspectivisth Vei bindet man ihr Projectionscentrum mit allen Punkten \o\\ 
S so eihalt man einen Strahle nbundel dei von dem Träger dos Sjstemes 2^ m 
einem ebenen Systeme 2^ geschnitten wiid wekhes mit ^ !bo auch mit S^ 
coilmear \etwindt ist Da nun 2^ unl 2^ die Punktreihen B und B^ cntapie 
chend gemein haben, so sind sie identisch, daher bilden 2 und 2^ Schnitte des- 
selben StvahlenbQndeis (mit dem Mittelpunkte 0) und liegen sonach perspeetiviscb. 
(Satz rechts). Haben awei colHneare Strahlenbündel s und Sj einen 
Strablenbüschel S entsprechend gemein, so liegen sie concentrisch und je ^wei 
sich entsprechende Ebenen müssen sich in einem Strahle von S schneiden. Hier- 
aus folgt, dass je zwei entsprechende Strahlenbüschel, nachdem sie einen Strahl 
von S entsprechend gemein haben , perspeetiviscb liegen. Der Ebenenbiischel JE, 
welcher irgend zwei solche Strahleiibüschel Sj und S^ projicirt, ist beiden 
ötrahlenbüiideln entsprechend gemein, wie leiciit einzasehen, wenn man bedenkt, 
dass jede Ebene von B den Träger des Büschels S in einer selbst entsprechen- 
den Geraden schneidet. Die StrahienbUndei s and s, haben also einoa Strahlen- 
büsc.hel 8 und einen Ehenenbüscliel E entsprechend gemein, sie liegen daher 
perspeetiviscb. — Ausser dem Büschel JG können s und Sj im allgemeinen keine 
anderen Ebenenbüschel entsprechend gemein haben, weil sie sonst identisch 



Der Beweis für den Fall, als s und Sj einen Ebenenbüscbel entsprecliend 
gemeiu haben , lässt sich auf ähnliche Art geben, wie jener, durch welchen 
gezeigt wurde, dass zwei coUineare ebene Systeme perspeetiviscb liegen, wenn 
in denselben eine sich seihst entsprechende Punktreihe existirt, 

14 Haben zwei Dreiecke ABO aud A^B^Ö, eine solche 
gegenseitige Lage, dass die Geraden AÄ^, BB^, CG, in dem- 
selben Punkte zusaramentreften, so liegen die drei Punkte 
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in welchen die Seiten AB, BC und AC bßziebungs weise vob 
den Seiten A^B^, B,ü, und A^Cj gesclinitten werden , auf der- 
selben Geraden, üragoltolirt, «cUneiden sich AA^, BB^ und CO, 
i II demselben Punkte, wenn die Durchschnitte derS ei ten AB, 
BCund AC mit den Seiten ^.^j, -Ö^C, a mi A^C^ auf derselben 
Geraden liegen. 

Befinden sich die boideii Dreieclie in verschiedenen Ebenen , so bilden sie, 
UDter der Voraussetziiiig, dass AA^, BB^ und C0^ durch denselben Punkt 
geben, zwei perspoctivisch liegende ebene Systeme. Solche Systeme haben immer 
eine Punktveihe entsprechend gemein, daher Kclineiden sieh je zwei entspre- 
chende Gerade der beiden Systeme in einem Punkte dieser Reihe. — Liegen 
die beiden Dreiecke in derselben Ebene und gehen AA^, BB^ und C'C^ durch 
denselben Punkt 0, so bilden die Kwei Dreiecke collioeare ebene Systeme, 
welche einen Strahlenbüscbel, nämlich OA, OB, OC entsprechend gemein 
haben, daher liegen sie nach Satz Vi perspectivisch und haben auch eine Punkl- 
reihe entsprechend gemein. 

Der Beweis fßr den zweiten Theil des obigen Satzes kann auf ganz ähn- 
liche Weise gefuhrt werden. 

Es f&lh ni ht schwer, füi zwei ans drei Strahlen bestehende Strahleii- 
bündel einen analogen Sat? aufzustellen und nachzuweisen. 

Der Träger jener PunUtreihe, welche in zwei perspectiv) sehen ebenen 
Systemen sich selbst entspricht, wird die Collineationsaxe, der Punkt, in 
welchem !ie Verbinduugsliuien voije 7«ei siuh entspiechenden Punkten sokhei 
Systeme znsamnienti effen das Col lineationscentrnm un 1 icde dei 
erwähnten Verbindungslinien e u Collineattonssti ahl genannt 

Liegen die leiden Systeme in vei schieden en Lbenen so ist der Durch 
schnitt ihrer Ti'lgei i-ui^leiUi die Collmeationsaxe unl der Mittnlpunkt des 
Strahlenbnndeh dessen Schnitte die beiden Systeme bilden das CoDmealions 
centrum Liegen die btilen Systeme in deiselben Ebene so ist det Mittelpunkt 
jenes Strahlenbus hels welchen «le entsprechend gemom haben das Coliinea 
tionsceniium und jeder Strahl dieses Buscheis ein Colli neationsstribi In jedem 
Falle ob nun die beiden Sjsteme in versihiedeueu Ebenen oder in derselben 
Fbeue liegen "itiiueiden sich je 7wei entspi ei hende Geiade in 
einem Pankte der Colliiieationsaxe. Daraus kann man schliessen, 
dass die Gegenaxen parallel zur Colliue ationsaxe sind, nach- 
dem die nnendlich ferne Gerade eines jeden der beiden Systeme die Collineations- 
axe in eiuern unendlich fernen Punkte schneidet , gegen welchen auch die 
betreffende Gegenaxe convergiren muss. 

15. Dreht man von zwei perspectivisch en ebenen Sy- 
stemen 2 und 2, das eine nm die Collineationsaxe, währen d 
das andere seinen Ort nichl ändert, so bleibend und^^ 
perspectivisch und das Coilineatioasc en trum besehreibt 

15* 
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einen Kreis, dessen Ebeue auf der Coilineationsaxe senk- 
recht steht und seinen Mittelpunkt in der Oegenaxe des 
ruhenden Systemes hat. Der Halbmesser dieaes Kreises ist 
gleich dem Abstände der Gegenaxe des gedrehten Systemes 
von der Coilineationsaxe. 

Dieser Satz leuchtet ein, wenn man berücksichtigt, dass zwei ebene 
Systeme immer perspectivisch liegen, wenn sie eine Punktreihe (die CoUineations ■ 
axe) entsprechend gemein haben und dass auf die sich entsprechenden Punkt- 
reiheu, deren Träger mit der Colli nationsaxe einen rechten Winkel bilden, der 
Satz 20, 1. Abschnitt, Anwendung findet. 

Liegen zwei perspectivische ebene Systeme in derselben Ebene, so kann 
man beaügiicli ihrer gegenseitigen Lage zwei verschiedene Fälle unterscheiden. 
Entweder verlaufen alle conjecti vischen Punktreihea, deren Träger ein UoUinea- 
tionsstrahl ist, entgegengesetzt, oder sie verlaufen einstimmig. Im 
ersten Falle sagt man, die beiden Sjsteme liegen entgegengesetzt im 
zweiten sie liegen einstimmig pei spec tivisch 

Dass alle erwähnten conjectuischen Punktieihen entweder enlgenenge etzt 
oder alle einstimmig verlaufen, lehrt folgenle Betiadi uug Ismd und c 
(Fig. 68) beziehungsweise das C ollmeationseentram und die Gollineatiunsa\e 

,,. ,.„, und ["leht man lurth irgend 

(Flg. (i8.) " 

Pine Gerade a welche r in D 

s hn let if ist ö Ipi Ti i ei 
\on zwei iicli entsprechenden 
I also (oijectivischen Punkt 
leihen B und JJj leren Dop 
I pplpinkte unl D «ein mub 
Dil Cie^enpunlte \ i li 
I Ulli S, siid nun oftenbai iie 
i ItpunltL fr und (r 1 i 
Geraden a mit den Gegenaxen 
g und (? Nitb i>%t/ -)S und t) ] Abschutt liegen Jalier G und G entwcler 
zwischen dtn Punkten und S odei lus^seriialb dei endlichen Streike OD 
woraus folgt dass anch bozügiiüh dei Lage dei Gegenaven nui zwei Falk ein 
tieten können Entweder behndcn sich beide Gegenaxen zwischen r nnd oder 
c und liegen zwischen den Gegenaxen (Fig tj8 a und h) Im eisteieu Falle 
verlaufen alle conjectivischen Reihen deren Tiager CoUine ationssti alilen '■ind 
entgegengesetzt im zweiten einstimmig — Da die Abstände Ofi- und DG 
bekanntlich einander immer gleich sind t ei^ibt sich der nächst liende bat/ 
Iti In entgegengesetzt porspei tivischeu ebenen "syste 
men liegen die beiden Gegenaxen ff und g' zwischen der 
Coilineationsaxe c und dem CoUueat ionscentrum 0, in ein- 
stimmig perspecti vischen Systemen aber befinden sieh e 
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nnd zwischen g und g'. Die Entfernung des Puaktcs von 
g ist immer gleich jener der ^wei Geraden c und if. 

Sind vier beliebige Punkte jlSCD eines ebenen Systemes — , von denen 
k<?ine drei derselben Geraden angehören, und die vier diesen Punkten entspre- 
chenden Punkte jijjßjCiJ>[ eiües zweiten ebenen Systemes 5j gegeben, welches 
mit 2 coUiiiear verwände ist, so erscheint jedem fünften Punkte des einen 
Systemes der entsprechende Punkt im andern Systeme, wie bereits erklärt 
wurde, unzweideutig zugewiesen. Auch joder beliebigen Geraden von ^ ent- 
spricht dann nur eine einzige Gerade und umgekehrt; daher ist die Lage der 
Gegenaxen in beiden Systemen eine vollkommen bestimmte. Um die Gegenaxen 
für diesen Fall — wenn ABGDnxiA ljßjC,I)j bekannt sind — zu construiren, 
suche man den Durchschnittspunkt E der Geraden AB und CD, sowie auch den 
Schnitfpnnkt £j der Geraden jIjBj und G^B^. Die sämmtlichen Punkte der 
Geraden AB und die ihnen entsprechenden Punkte in A^B^ bilden zwei pro- 
jectivische Pnnktreihen R und Jij (Satz 5, 3. Abschnitt), von welchen drei 
Paare eni prechender Elemente ÄA^. BB, nnd T^Bj sind; es ist also möglieh 
JJ uni E, die Gegenpunkte G und G' ?.a ermitteln. Dies geschieht wohl am 
e nfa I sten, wenn man B nnd B, in perspeetivische Lage bringt, daaProjections- 
centr i estimmt, und aus letzterem Parallele zu den Tragern von JB und B, 
z cht W e leicht einzusehen ist G- ein Punkt der Gegenaxe von 2 und G' ein 
Punkt der Gegenaxe von 2j Wählt m'in statt AB Ond A,Bj etwa AC und 
4jrj als Trager v du Punktinhen welche sith in 2 und 2^ entsprechen und 
bestmimt in diesen Reihen die Gegcnpunkte G^ 6-g so sind die Geralen 'rO 
und 6-Cj-j die verlangten Gegenaxen 

Wir HoUen nun untetsucüen ob man ^wei beliebige collineaie ebene 
Syileme in peispectiiische Lage biingen kann und wie dies. -!u geschehen h'ittt 
Dabei <iet^en wii wieder voraus von den zwei ebenen b^stemen 2 nnd — j seien 
VI« Paare sich entsprechender Punkte AÄ^ BB^ I C, DJ)^ (Fig bM) bekmnt 
und ÄB( D waien so gelegen lass keine drei von diesen Punkten deiselbeu 
Geladen angehören was dann selbst^ ei atandhch auch bezüglich der Punkte 
Ä^B^O^Bj gilt — Bestimmt mtn die Gegenaxen g und g \on .2 und i^ \\i 
eben erklart wuide veibindet den Schnittpunkt G- ier Geraden iß nid Ici 
Gegenaxe (/ mit dem Punkte D und zieht durch Dj eine Parallele J>^ U i\ii 
Geiaden IjB, so ist diese Parallele offenbir jene Gerade m —, weiche der 
Geraden D6- m 2 entspiicbt Wuiden nnn 2 und -j ptrspectiviach hegen so 
müsste der Scbnittf unht P der Geraden Ah -l^^j und der Schnittpunkt Q dti 
Geraden DG Dj(7 sich selbst entsprechende Punkte sein und eine scldic 
Ltge haben, dass die Veibindongslinie IQ la den Gegenaxen parallel waic 
nachdem P und Q Punkte der Collmeationsaxe sein würden um also die Sj steme 
S nnd 2j in perspectmsche Lage ia bringen hatte man dieselben so m le^cn 
lass /wei entsj techtnde Punkt von IB und A^E^ sowie auch wci cntsp e 
thende Punkte von DG und D^ U in Punkten P und Q coiCLidnen deicn Vci 
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bindungülinie zu den Cregenaxeo parallel wät'e. Dies kann immer leicht gescbehcn. 
Sind G' und F die Scbnittpuükte der Geraden A^B, und D,!/" mit der Gegen- 
axe g', so bestimme man in ff einen Punkt H, der so gelegen ist, dass 

iBt, und ziehe durch H eine Parallele a zu AB. Den Schnittpunkt von « niii 
DG nennen wir Q. Die aus Q zn g parallel gezogene Gerade muss dann AB in 



(Pig. fi9.) 




einem Punkte P schneiden, dessen Ahstand von y ebenso ^ross ist, als der Ab- 
stand jener Punkte i^ uui y, des fejslenes 2^ wtlche F und Q entsprechen 
Daher ist es immer monluh die entspiedieniLn btieckcu IQ und l\Qi /m 
Coincidenz zu bringen Da nun die entsi techenden Reihen R und S^ deren 
Träger FQ nnd FjQj bildei congruent sein müfsen nachdem sie wegen ibres 
Parallelismus zu den Ge^enaxen eimndpi ähnlich sind mid die entsprechenden 
Strecken PQ, PjQ, gleiche Grösse haben (Satz 2 ) l Abs hnitt) so fallen E 
und Bj mit allen ihren entsprechen len Llementen zusammen sobald man ho 
Punktpaaro PP^ una QQ^ zui Coiniidenz btingt S und ffj bilden iann eine 
Punktreihe, welche — und 2^ tntspiechend gemein haben und ihr gemeinsohalt 
licher Träger muss die Collintationsa\e sein ■ — Dass 2 und «^ wenn B und 
ifj zur Coincidenz gebiacht sind, peispei,ti\iSL.h hegen, leint dei Satz lo, 
3. Abschnitt. 

Nachdem die Länge der Strecke G'F sowohl auf der einen, wie . auf der 
anderen Seite von G aufgetragen werden kann, so ergeben sich auf AB und DG 
zwei Paare von Punkten PQ und F'Q\ deren Verbindungslinie parallel zu ff ist 
und mit den ihnen entsprechenden Punkten l^j^j. P^'^j'io^j zar Coincidenz 
gebracht werden können. Hieraus folgt, dass man zwei collineare ebene Systeme 
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tui / iti viibiliiidöut Cüllmeatioubiixeii iti pei^itUivibcht. L<ijft bi m.ii katni. 
— Bei dusor UntersuUiuiig wuuie ollerdiiigii \orikUbgescl/l diss AB und DG 
int,mt,ni in öiidliehor Eiiitiemung gelegeneü Puukte G-oomtiginn Uli ■ipcuelle 
Fall in welüliem dies nicht stattfindet, weun iiamli;,h g m unendlicher Eut- 
fcinniig gelegen ibt, \ iid in dei Folge besonders untersucht \\erden — ^ Da i 
und Sj, wenn sie auf die angegebene Weine in peripectivische Lage tiebiiicht 
wuidiJi belitliif, uin diL Culliucitionsaxe ^cdrtlit «iidm kennen ubiu ihre 
Ijeisfieutnisube Lage /,u vciheien, so lulgt dei Satz. 

17, Zwei collineare ebene Systeme können im allgo- 
meiiieu immer für zwei verscbiodcnc Collineationsaxcu 
in unendlich vielen Stellungen in perspectivische Lage 
gebracht werden. Sollen sie in derselben Ebene perspec- 
tiviscb liügen, so gib t ea f llr j od o von den Kwei möfilichen 
CoUiueationsaxcn zwei, also im Ganzen vier verschiedene 
Arten der p ers pecti viseben Lage. 

Aus diesem Satze geht hervor , dass man von zwei collinearen Systemen 
im allgemeinen jedes ais> die Pioitction des andern betrachten kann 

Wir »oUeu nun auih Uli, Frige beautwoiten, ob ein ebenem System 2 und 
an ibra tolhneai veiwandter Stiaiilenbundel s stets in peispeitivische Lage 
gebiatht «eiden können Sind ABCD \kt beliebige Punkte in 5 von denen 
keinf diei derselben Geiaden angeboren nnd die diesen Punkten entspifchen 
den Stiablen äbcd m •: bekannt, so ist ugend unem ftinften Punkte m ^ ein 
omzig'>i Strahl in a zugewiesen and der letztere kann mit Benützung det 
gL{,ebBneu Elemente be&timmt «tidtn Würde i gegen s per^pectivisth liegen, 
bO mfisste dei aus den Strahlen AB AC AS bestehende Strahlenbüachel S ein 
SUmttt de-, Ebenen bustheis a sein dei duuh die Ebüiien ab at ad „cbildot 
wild Det SttahlenbUscbel S lasst sii-b nun im allgemeinen v>olil aut unzählig 
vule Arten mit a in perspectivische Lage bringen jedoch kann dit Ebene Ics 
Büschels Sfnr alle diese La ^eu nui iwei veradiiedene Stellung»'n haben (Siehe dm 
BemeiUnngen zu hati 3U, 1. Abschnitt) und wenn nitlit bloss S gegen ff, sou 
dorn iJas ganze System 2 gegen s perspeciivisch liegen soll, so milssten auch 
die Punkte B, C und D in den ihnen entsprechenden Strahlen b, c und d zu liegen 
kommen, was im allgemeinen nicht der Fall sein kann, wie leicht einzusehen ist. 
Aus dieser Betrachtung folgt also , dass ein ebenes System und ein 
ihm coUincar verwandter S traklenbUndol sieh im allge- 
meinen nicht in perspectivische Lage bringen lassen. 

Sind g und g' (Fig. 70) die Gegenaxen, c die Collineationsaxe und das 
CoUineationscentrum von zwei perspectiv! sehen ebenen Systemen 2 und 2'j, 
welche in derselben Ebene liegen, so kann zu irgend einem Punkte A des 
Systemes ^ der entsprechende Aj in -^ wie folgt ermittelt worden ; Man zieht 
den Cüllineatioiisstrahl OA, sowie auch eine beliebige zweite durch A gehende 
Gerade AM. und bestimmt die der letzteren Geraden entsprechende G"M. Der 
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gesnchte Punkt. A^ ergibt sich dann im Durchschnitte von OA mit G"M. Um 
die Gerade G"M vn erhalten, hat man nur durch eine Parallele zu AM zu 
ziehen, deren Schnittpunkt mit g' wir 
G" nennen wollen, und G" mit dem 
Punkte M zu verbinden , in welchem 
AM die Oollineationsaxe trifft. Dass 
G"M dieser Constrnction zufolge jene 
Gerade dos Systemes ij ist, welche der 
Geraden AM entspricht, gebt daraus 
hervor, dass G" dem unendlich fernen 
Punkte in AM entspricht nnd der Punkt 
Jf, als ein Punkt der Oollineationsaxe 
fii'h selbst entsprechen muss. 

Zieht man irgend einen zweiten 
Collineationsstrah!, welcher AM in C 
andAjMiaCi schneidet, so bilden G 
und Cj ein Paar sich entsprechender 
Punkte. Ist ferner B ein beliebiger 
Punkt in OA und heiast der Schnitt- 
punkt der Geraden BC mit der ColH- 
neationsaxe M\ so entspricht der Geraden BC im Systeme I die Gerade 
Cjitf im Systeme 2^, daher muss der Durchschnittspunkt Bj von OA und C^M' 
dem Punkte B entsprechen. Die Geraden MO, MD, MA und JfA, bilden nun 
einen Strahlenbüschel S, welcher gegen jenen Strahlenbüschei S^, der aus den 
Strahlen M'O, MD, M'B, M'B^ besteht, per spectivisch liegt. Die beiden Büschel 
werden somit durch OÄ in conjectivisclien Punktteihen geschnitten; es besteht 
also die Gleichung : 

(AA^OIf) = (BB^OB). 
Nachdem BB^ ein beliebiges Paar entsprechender Punkte in OA sind, so 
kann man statt B auch den in der Gegcuaxc ff gelegenen Punkt von OA, näm- 
lich G setzen und statt ß, den unendlich fernen Punkt U von OÄ,. 
Die obige Gleichung geht dann in folgende über: 
{ÄÄ^OD)=^{GUOD), 
oder 

AO AD _aO _ GD__GO 
J,0 ■ A\n~ljb ' ÜI}~'GI>' 
Ist G' der Schintlpunkt von AO mit der Gegonaxe ff", so muss 
GO'^ — G'D 
sein, man hat also 

AO AD ___ (/D 

~Ä~0 ' A^D^ ' GD ■■■•-•■ « 
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Ans der Fig, 70 erkennt man, dass 

AO __MG" _DG' , 

ist; iiaubdem nun auch daon, wenn das System 2j durch Drehung um die Col- 
liueationsaxe in eine beliebige andere Stellung gebracht wird, die Gleichung 
besteht 

AO _ T>a' 
A^O^ A^a" 
wie eine einfache Betrachtung lehrt, und bei dieser Drebnng die Verbältnisse 
AD G'D 
^iD' GD 

auch für zwei nicht in deiKclhen Ebene befindliche collincare 
Systeme, welche, perspcctivisch liegen. Wir können somit den 
Satu aufstellen : 

18. Sind A und A^ zwei entsprechende Punkte perspcc- 
tivisch liegender ebener Sj steme, deren Colli neations- 
centram ist und bezeichnet man den Werth des Verhält- 

niBses :4^_ (hn-d, ™ ferner den Werth des Verhältnisses 

der Abstände, welche A and A^ von der Coliineationsaxe 

haben, durch«, so hat für jedes Paar entsprechender 

Punkte einen constanten Wertb. Dieser Werth heisst der 
Modulus der beid en Sy ste m e und ist gleich dem VerhäUniss 
der Abstände der Gegenaxen von der Coliineationsaxe 
negativ genommen. 

Wenn die beiden Systeme in derselben Ebene entgegengesetzt 
perspcctiviscb liegen, so befinden sich, wie bereits erklärt, die Gegenaxen 
zwischen dem CoUineation'-centrnm unddei OoUineitionsave daher!»!! för diesen 
Fall der Moduln« immei negativ Liegen die Sj steme einstimmig perspec- 
tivisch, so haben sie einen positiven Modnius nachdem das Colhneationa- 
centrum und die CoUineationsaxe sich dann zwischen den Gegenaxen befanden — 

Wir wollen nun untersuLhen wie viele gemtinschaltlichc Elemente iviä 
in derselben Ebene behudlichc culhueare ebene Si steme und &\\ ei i oncentrische 
collineare Strahlenbün id haben können 

Sind vi 4j zwei cnt'^piechendt, Punkte zwciei lolimcaici S^itcmc .^ und 
— ,, welche in derselben Fbenc he^ei und nennt man S bj leni sith entspre- 
chenden Strahl enbüBchel ii 2 und ^^ deicn Mittelpunkte A i^ bilden so 
erzeugen S und 8^ im allgemeinen einen Kegelschnitt K der die Punkte 
A und Ä^ enthält Heissen feinu B 5j iigend iwei andere entsprechende 
Punkte von .IS und 2', =o ei/eugeii jene bich entspuchenden Strahlonbüachel 
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s, Sj, dPun Mitieiiiuiil It B h^ sind, ebenfalls einen Keschcliiiiet K^, welcher 
durch B und B, hindunhgcht Die Kegelschnitte K und K^ haben einen Punkt, 
nänilith den Si-hnittpunkt Oder Geraden AB and Ä^B^ gemein, denn diese 
Geraden bildpn Bo«ohl in S nnd Sj, als auch in s und s, ein Paar entsprechender 
Strahlen K »ud E^ müssen iaub daher nnih m drei Punkten schneiden von 
denen mindcslcns einei ittll ist Jl ier Srhmtipunkt von K and K^ mit Aus 
nahmt des lunktcb C iM nun Pin Pnnlvi welUiui dit beiden Systeii ^ und — , 
cnlBprecbend gemein haben iiuliUni \ um P iigind tiucn ol 'len Punl t 
hCiLiLbitl dip Gcndeu AP BF den Gftaden A^P h^P entbprpehen Dasb 
dei Punkt C im allgemeinen 1 ein fclbbti,iitppre(bcnicr Punkt ist folot büiou 
aus dem Umstände dass deiseSbe als behebig gewählt betrachtet werden kann 
«nd ilass — und — , tdcntisch f,ein mübslen wenn ejc viei Punkte \on denen 
keine diei ddsrlbcu Gendcn anfeihoicn entsinuhei d gemein hätten Die iiei 
st Ibat entsprechet den Punkte liepcn vie leicht lUuiHehcu im allgemeint,ü 
nicht d,üf d rselbon Geiiden Nur in dem sptcidlon Falle wenn E und K^ 
helbsi {,ciadling ^md ist dies raoghüi , dann hegen ihei du, beiden ehcaLii 
S^steniP pcrbpeelivibch und ihie Collmeation axe fällt mit dem perspektivischen 
Durchschutte dti Strahlcnbfibrhel S und 9^ t,o ivic der Büschel s ui 1 f^ 

Smd drei leelle selbstent'jprech ndc Puukle xoihiidcn ui sind die "^eitcu 
jenes Dieicckes. dessen Ecken von diesen Punkten gtbildct »erden s U^t 
entsprechende Gerade Gibt es um eiuen u eilen selhstentspiethenden Punkt P 
Bo existut immer eine abei auch nur eine leelle selbstentspie hende Geiado 
j), welche im allgememeti nicht dutch P stehen I am j9 ist näralicii jene ideelle 
gememachaftliche Seeante det he den Kegel=ehnittG E nWs-j ■ne! e die lei 
imagin&ren selbstentspiech enden Punkte mthält 

In dem speciellen Falle, wenn Ä^ und E^ sich berühren, ist die gemeiu- 
Bchafthche Tangente im Berührungspunkte eine selbatentsprecheiide Gerade. 
Die beiden Systeme haben dann ^wei Punkte und zwei Gerade, wovon die eine 
die zwei Punkte verbindet und die andere durch einen von den zwei Punkten 
geht, entspreebend geraein. 

Als Resultat unserer Untersuchung über die gemeinschaftlichen Elemente 
zweier collinearer ebener Systeme können wir nun den Satz aufstellen : 

19.Zwei collineare eben e Systeme, welche in derselben 
Ebene, aber nickt perspectivisch liei^en, haben im allge- 
meinen die Eckpunkte und Seiten eines Dreieckes entspre- 
chend gemein. Zwei Eckpunkte, also auch zwei Seiten 
dieses Dreieckes können imaginär sein; ein Eckpunkt und 
eine Seite sind jedoch immer reell. 

Ein analoger SatK gilt auch besiiiglich zweier concontrisck liegender 
collinearer Strahlenböndel, wie leicht einzusehen ist, wenn man sich beide 
Bündel durch irgend eine Ebene geschnitten denkt, In dieser Ebene ergeben 
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sich ah bchiiiUe mit den äwh Buudelii /«pi lollnieaie ebene Systeme, dtrcn 
gemein Bchaftliche Element'' ans dem Mittelpunkte der Sti ah! en blind el dunh 
gemeinBcbaftliche Elemente der ktzttien jnojiciit weiden 

Zum Schlosse dieses Kapitels geben wu iiotli einige Defioitioiien, welche 
sich auf Grundgebilde der zweiten Stufe beziehen. 

üntei einem einfachen weck versteht man ein Syslem von n in 
deiselben Ebene liegenden Pnnkten, die man sich in hestimmter Ordnung 
luf cinandei folgend denkt, mit den n Oei-adeit, welche je zwei unmittelbar 
aut einandei lolKende Punkte verbinden. Die n Punkte teissen Eckpunkte 
und die « Verbindungslinien beiteu des weckes. 

Eintathts ftbcilwüd ein System \oii n in dtioelbeu L'jliic 5i(f,endLn 
Geladen genannt, wekhe man sich in bestimmter Oidnmig auf einandei folgend 
denkt, mit den n Durdi chnittspunkten von |e zwei unmittelbar auf cinandci 
folgenden Geraden Die « Genden hcissen Seiten die « Punkte Liltcn dt^ 
«seits 

Ein einfathcs nmXi ist also gleichl tdentcnd mit einem eiBfaeben K^^eit 

Jede Verbindungbhnie nicht anmittelbnr laf einander folgendei Eekpunkle 

eines einfiilien »eeki.& odei «''eita wird eine D i tt, o n a 1 c un 1 je ki Dureh 

sehmtfimnU \on je 7«ei nicht llnnnttelb^l luf einanl t ioltei den Seltenen 

Diagonalpunkt genannt 

Ein einfaches »eck wird durch jeden ausserhalb seiner El ene f,eiegenen 
Punkt durch ein einfaches xkant und jedes emfarhe »'.eit duich ein 
einfaches wseit im Sti ahlenbündel projuut Das emfiche wkant 
sowie auch das einfache / seit im Sinllcnbunrlel haben dahtt w Kanten und 
n Seiten. 

Ein vüilstindiges « etl «u 1 duuh ein S}steii \oi k in Icrselheii 

Ebene liegenden Punkten mit den Verbiiidunghlinien diesei Punkte 

und ein vollständiges «seil duich ein Sjstem von » in derselben Pbeni 

liegenden Geraden mit den Duichschnittsi unkten die'iei Getaden ge 

' Seiten , das 

„ d^^^^*^^-' V.i'X 

- -g Seiten vorhanden sein müssen, sieht man leicht ein, wenn man berttck- 

sichtigt, dass jeder Eckpunkt mit allen übrigen Eckpunkten durch (« — 1) 
Seiten verbunden erscheint. 

Ein vollständiges weck wird durch jeden ausserhalb seiner Ebene befind- 
lichen Punkt durch ein vollständiges »kant, und ein vollständiges wseit 
durch ein vollständiges «seit im Strahlcnhündel projicirt. Das 
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n(n — 1) 
vollständige «kant hat somit «Kanten und - — - Smten, während das voll- 

sländige nsoit im Strahlenbündel ans «Seiten nnd - Kanten besteht. 

Wem lief ktii und Seilen eine'* «cckcs d-is eniem ebenen Systeme 
^angehört Irz cliun^sHCist, den K ken uid Seiten nnet «etkeb enhprechen 
wekhes i» einem mit i t,o!lineai \ei wandten ebenen S\Bteme 2^ hegt, so sagt 
man daas die beiden wecke sich entbpi ethen Tbensn nennt man zwei wseite 
sich entspre hende Gebilde wenn ibie Seiten und Ecken ent&prerhende 
Eilemente colhneaier S^ateme sind 

Zwei «kante oder «seite im btiahlenbündel werden enl&prechende 
Gebilde genanit wenn ihie Kanten und Seiton durch entspie hende Elemente 
iweier collinearer StrahlenbUndel gubildet werden 

Mit Küüksi ht auf diese Etklärungon kann nun ans obigem Satze 19 der 
folgende ibgeleitet weiden Zwei toncenlna he collineare Strahl enbündel 
welche nicht pcrspectms h liegen liaben im allgememen die kanten und Seiten 
eines Dteikantes entsprechend gemein Zwei Kanten al^j auch zwei Seiten 
dieses Dreikantes können imaginai sein eine Kante uti 1 eine beite sind jcdoob 
immci rocU 



b) Speeielle collineare Verwandtschaft; IffinitUt, Aehulichkeit, Congnienz. 

In dem speciellen Falle, wenn die unendlich fernen Geraden von zwei 
eollinearen ebenen Systemen einander entsprechen, oder, was dasselbe ist, wenn 
die Gegenaxen solcher Systeme in unendhcher Entfernung hegen , nennt man 
die beiden Systeme affin. Die Affinität ist also ein speciollor Fall der 
CoUineation. 

Aus dieser Erklärung und dem Satze 2, 3. Abschnitt, ergibt sich 
unmittelbar : 

20, In affin en ebenen Systemen c ntap rochen parallel en 
Geraden des einen Systems parallele Gerade des andern. 

Aus dem Satze 5, 3. Absohnilt, kann man achlieascn; 

21, In affinen ebenen Systemen sind je zwei entspre- 
chende Punktreihen einander äholich. 

Solche Punktreiheii sind nämhch dem erwähnten Satze zufolge projec- 
tivisch und da ihre unendlich fernen Elemente sich entsprechen, so müssen sie 
auch ähnlich sein. 

Eine Speciahtät des Satzes 8, 3. Abschnitt, ist der folgende : 

22, Will man «wci ebene Systeme S und 2j affin auf 
einander belieben, so kann man in jedem derselben ein 
Dreieck beliebig annehmen und die Seilen des einen 
Dreieckes den Seiten des andern willkürlich als entspre- 
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chende Gerade nuweisen. Jedem Elemente in 2 entspricht 
dann ein durcli diese Aiinalimen vollkommen bestimmtes 
Element in ^| 

Da namlich die anendliili enttemten fierarten der beiden affinen Systeme 
schon em Paar entspreiheiider Geialen bilden, so können, wie der angeführte 
Sdt/ lehrt nut mehi dtei Paaie von Getaden beliebig gewählt werden. 

bind abc und «ib^c^ die be^iehiini^sHeise in 2 und 2^ liegeüden, einander 
als entsprethend zui^ewifsenen Geraden nnd lieissen ASC, A^B^G, die Eck- 
punkte jener /*ei Dreiecke deren Seiten diese Geraden bilden, so kann man, 
um zu irgend einem Pankte B in ^ den entiiprech enden T)^ in 2^ zn bestimmen, 
folgendermassen .yerfabren: Man verbindet D mit A. wodurch sich im Sclinitt- 
pnnkte von AS mit der Dreieckseite BO ein Punkt i' ergibt, bestimmt in B^G^ 
jenen Punkt E^ welcher der Proportion entspricht : 
BC:EC = B^E, : E,C, 
und verbindet E, mit jij. Der gesuchte Punkt B, muss dann m A^E, liegen 
und ist offenbar jener Punkt, der die Strecke J.^J?, in demselben Verbältnisse 
Lheilt, wie der Punkt D die Strecke AE. 

Aus dem /.uleut aufgestelllen Satxe ergeben sich nnmittelbar die 
folgenden : 

23. Zwei Dreiecke können immer als affine Fignren 
betraclite t werd oii. 

24. Zwei affine ebene Systeme sind identisch, wenn sie 
ein Dreieck entsprechend gemein haben. 

Eine nichtige Eigenschaff affiner ebener Systeme ist, dass die Fläclien- 
inhatte von irgend ?v.ei entspreclienden Figuren derselben ein constantes 
Grössenverhältmss haben Um dies zu beweisen nehmen wir an, 2> und d 
(Fig. 71)- seien irgend zwei beliebige Dreiecke eines ebenen Systemes 2 nnd 
I>j, dj die entsprechenden Dreiecke eines mit 2 affinen ebenen Systemes 5'j. 

(Fig. 71.) 
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Die Seiton ö nnd ff betrachten wir als Giundlimcn iei Dieieclte D und d die 
entsprechenden Seiten ffj und g^ als bi undlinien der Dreieuke D, und d^ 
Zieht man durch iie Spitze eines jeden der vier Oieietke eine paiallele Gerade 
/m Giundlime nImiKh die Geraden m n m^ Hy so erhalt man /«ei 
Paiallelofiiamme Pund Pj welclie duri.h »» « m, », und lene Geiaden za 
Stande kommen in denen die Grundlinien G q und &, g^ liegen Bezeichnet 
man die m den Gei aden G und Q^ Jielegenen Seiten der beiden Par alle logramme 
be/iehuni,«weise durch & und S, so besteht niuh obigem batz« 21 die 
Proportion : 

G: S=^a, : S,. 

Da ferner 1' und D so wie auch P. und JJ, gleii;lie Höhe haben, ist; 



also 

Z> ; J), =Pr Pj. 
Auf dieselbe Art läast sich zeigen, dass 

d 1 d, = J^ : P, 
sein mnss, woraus mit Rlicksiiiht auf die vorhergehende Proportion folgt: 

13 ; D^^d: d, , . a 

oder 

D: d^n^: d, ß. 

Nachdem man sich jede beliebige ebene Figur aus Dreiecken «usammen- 
gesetzt denken kann, so lässt sieh aus diesen beiden Proportionen schliessen : 
25. In affinen ebenen Systcmeu haben die Flächen von 
irgend zwei entsprechenden Figuren ein constaiites 
Grössenverhältniss nnd die Flächen zweier beliebiger 
Figuren des einen Systemes verhalten sich zu einander, 
wie die Flächen der entsprechenden Figuren des anderen 

Da der Schwerpunkt eines Dreiedes im Duichs huitlspunkte jenei 
Geraden erhalten wird, welche die Halbirungspnnkte der Seiten mit den gegen 
überiiegenden Ecken verbinden so sind in affinen ebenen Systemen die 
Schworpunkte zweier entsprechendet Dieiecke wie leicht einzusehen entspre 
chende Punkte. Hieraus kann min schlieasen nichdem sich jede ebene Figur 
in Dreiecke zerlegen lässt : 

26. In affinen ebenen Sjstemen in i die beb « e rp un kt e 
entsprechender Figuren l n tspre chende Punkte. 
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Don allgemeinen Erkhiungen Ober dip perspectiv! sehe Lage coUiuearer 
feystfme /nfolRe liefen wei affim ebene bysteme perspectiviscli, wenn 
sie feehiiitte clesielben Stralilenbündels sind oder, m dem Falle als sie derselben 
Ebene angeboren «enn sie eine Pnnktieihe und einen 8ti ablenbüsehel 
entsprecbend gemein haben Dei Strablenbünlel, dessen Süinitli /wii atfine 
ebene b^steme biHen ist immei cm Pai allelitt ab le nhUn U I wenn die 
Ebenen in ivplchen die beiden Systeme liegen nirbt paiallol ^iiiid denn 
sonst könnten ■^idi die Gegenaxen nicht in unondhuber Fiitfernnng bffindeu 
wie es die affine Verwandtschaft vei langt Liefen die zwei ifFinen S3stempin 
dei selben Lbene pei spertwii h so isf der StrahknbUsibel webhen sie 
entsprechend Remem haben immer ein Pai allelbllsc h el lussei in dem 
Falle ttenn je zwei entapreehendp Getade det beiden Systeme 7\\ emanier 
parallel sind Waren nlmbch iigend /wei tntsprechende Getade a uni «j nicht 
parallel und srt/t innii vorani der selbst enisprechi nde Stiahlenbns bei hätte 
einen in endln her Entfernung gelegenen Mittelpnnkt so konnten die Gegen 
punkte der auf a und n^ befindlichen Punktreihen nicht in unendlicher Ent 
fernnng hegen 

Die CoUincntionsaxe affiner 'Systeme wird Affinitätsaxc und jeder 
Colhneationssttahl ein Ätfinitäts.stiahl genannt. 

Aus ilen ubigen Betrachtungen folgt das"; alle Affinitälsstrahlen 
im allgemeinen untei einander paiallol sind dass also das 
Golhneationscentram affiner Systeme im all{,emtinen in unendlicher Entfernung 
liegt Nur in limtalle wenn die Adinitätsaxe auch uuenihcb ferne gelegen ist 
kann das Collineationsi.entrum solcher Systeme sich in endlicher Entfernung 
befinden Diesen speziellen Fall wollen vnr votläufig nicht in Betiacbt ziehen 
und nehmen immei an wenn das Gcgentheil nicht ausdrücklich bemerkt ist die 
Affinitätsaite sei in endlirhei Entfernung gelogen 

Sind jLAj und SB, irgend zwei Paaie enfsprecbendei Punkte, weit he 
pevapeclivisehen affinen Systemen, die in derselben Ebene liegen, angehören, 
90 ist die Gerade AA^ der Geraden BB^ parallel, nachdem diese zwei Geraden 
Affin itäts strahlen sein müssen, Heissen die Durchschnittspunkte von AA^ und 
BB^ mit der Affinitätsaxc beziehungsweise M und W, so besteht die Proportion : 

AM:A^M=B1<I:B^N, 
wie leicht eiuKusehen ist, wenn man berücksichtigt, dass die Geraden AB und 
A^B^ sich, als entsprechende Gerade, in einem Punkte der Affiiiit^ätsaxe 
schneiden. Bei'.ciclinet das in unendlicher Entfernung gelegene Coüineations- 
centrnm, so ist der Werth des DoppelverhältnisBes : 
AO _ AM^ 
Ä~Ö ' A,M 
der Modnliis der affinen Systeme {Satz 18, 3, Ahschniti) mv\ du das Verhält. 

niss -—, den Werth 1 liat, m muss 
A.O 
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AM ^ BN 
gleicb Oein Modulus sein. Hieraus folgt, dass der Modulns aur.h gleich iet dem 
Verhält Bisse der Abstände irgend zweier' sieb entsprechender Punkte von der 
Affinitätsaxe nnd da diese Abstände keine Aenderung erleiden, wenn man das 
eine der beiden Systeme um die Aifinitätsaxe drclit, so kann man scliliesseu: 

27. In zwei perspecti viaclien, affinen Systemen bat das 
Verbältniss der Abstände irgend zweier entsprechender 
Punlite von der Affinitätsaxe einen eonstanten Wertb, 
welcher gleic.li dem Modulus der beiden Systeme ist. 

Liegen die zwei affinen Systeme in derselben Ebene nnd befinden sich 
ÄWei entsprochende Punkte zu verschiedenen Seiten der Affinitätsaxe, so ist der 
Modulus negativ und man sagt, dass die Systeme en tgegfiugese tz t 
perspektivisch liegen. Befinden sich aber zwei entsprechende Punkte auf 
derselben Seite der Affinitätsaxe, so hat der Modulus einen posi tiven Wertb 
und die beiden Systeme werden einstimmig perspectivisch liegend 



'gend zwei entsprechende Dreiecke perspec- 
so hat nach Satz 35, .5. Abschnitt, das 
Verbältniss der Flächen von D 
und D, einen für je zwei solche 
Dreicike coiistanten Wertb. Dieser 
Wertb ist gleich dem Modulus 
der beiden Systeme, wie folgende 
Betraditung lehrt. — Die Eck- 
punkte von D seien ABC, jene 
von D, nennen wir Ä^B^C\ und 
die in der Affinitätsaxe gelegenen 
Durchschnittspunkte der Seiten 
AB, A^B^ und AC, A^C^ seien 
l>r./iehnngRweiso P und Q. — 
Obigem Sat/.c 25 ;'.ufolgc besteht 



Sind n und D, (Fig. 72.) 
tivisch liegender affiner Syalenii 




Liui die Proport 



da nun die Dreiecke APQ und A^PQ die Grundlinie PQ gemeinscliaftlicb haben, 
so verhalten sich ibre Flächen wie ihre Höben. Die letzteren sind aber gleich 
den Abständen der entsprecb enden Punkte A und Aj von der Affinitätsaxe, 
somit ist das Verbältniss der Flächen von D und D, gleicb dem Modulns der 
affinen Systeme, Hieraus folgt der Satz: 

28 In xwei porspecti viseben affinen Systemen ist das 
Grössen verbältniss von irgend zwei entsprechenden Figuren 
gleich dem Modulus der beiden Systeme. 
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Strab d p li nd >> u au anJ h 

stelle ddn V aSk aad 

entspn ii b hWokn^d Skpa q 

ri,s^ au d w ff n ben nb ngb a w — m 

allge nb bmb — unad kr bdRhg 

dere up hndmad üby b a nehnWkbde 

Dies Rhg udNm u afEnSn 

H B d F wgDk d 

Katb AB AO d N ahng paa d nnd n na 

A^B dtkkdd Dk hnd k 

sokun u npp Iifgbaw nwn wBOlie 

Drei ABC udJ.BCgbd Hp a BO B hLag 

habe M wU U und '^^ IP eL„ehn, wn 

man BC Ulli B^C^ zqi Cojiicideiii brächte Denn die aal Bt und^jO^ 
befiüdliehen abnin,bi,ii PuLikticihen raiissten Longiueiit sein wenn B( ^B^O^ 
wäre (bat/ 21) 1 Absi,hmtt) und ibru \eiemigtea fiäger «nrdeu die Affinitäts- 
a\e bilden Nimmt man cino Kathete des Drue^kes ABC etwa AB beliebig 
an so ist die Länge Lr KathU A, B, vuUkommea bestimmt Wird nun voraus- 
gesetzt die Katheten AC und A^C^ hätten fui den lall a\& Bf ^=B^C^ ist, 
beziehungsweise die Längen j: un 1 v^ so be'itt.ht die Gleiehunü 

AS^+ z^==Ä,Bj^-\-m 3-2 
wenn m dass Veihaltniss angibt wekiies jt zwei entspie honl Strecken 
der luf jiC und jI^Hj befliidhchen Punktleihen zu einandoi haben Aus dieser 
GleiLhui g ergibt sich 

/ÄB^ 
m^ — J 

woraus 7U eiseben ist, daas x auch imaginär sein kann, Aß mag wie immer 
gewählt weiden Thi- diesen Fall ist es nicht möglich, die beiden Systeme in 
perspectiTische Lage zu bringen. 

E\istirt ein reeller Wertb von a;, so sind nickt bloss die auf 5C und 
£,Cj gelegenen sich entsprechenden Panktreihen, sondern überhaupt irgend 
zwei entspiechende Reihen, deren Träger parallel zu BC und B^C, laufen, 
eongruent. Nachdem aber, wenn a; reell ist, im allgemeinen noch eine zweite 
Gerade aas B gezogen werden kann, deren zwischen B und Aö gelegene Strecke 
BC gleich der Länge der entsprechenden Strecke B^O^' ist, so gibt es im all- 
gemeinen noch ein zweites System von parallelen Goraden in 2 und S,, welche 
Träger congroonter sich entsprechender PanUi.reihen sind. Nur wenn a; ^= 

ständig!: Letolinch der neneten Gfouiettie. 16 
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wird, coincidiren SC and BC mit AB und es gibt dann eioe einzige Richtnng, in 
welcher congruente entsprechende Punktreihen liegen. Diese ßiclitung muss 
zugleich eine Normalrichtung sein. 

Au9 dieser Untersuchung können wir al30 den Schluss ziehen : 
29. Zwei affine ebene Systeme können nicht immer in 
perspectivisehe Lage gebracht worden, nachdem nicht 
immer congruente entsprechende Punktreiheu in denselben 
vorhanden sind. Gibt es eine Keihe, deren entsprechende 
mit ihr congruent ist, so sind unendlich viele solche Bei- 
hen vorhanden. Ihre Träger haben entweder zwei ver- 
schiedene Richtungen, welche mit einer Normalrichtung 
gleiche Winkel bilden, oder sie sind alle parallel zu einer 
Normalrichtung. In diesen beiden Fällen kann man .5 und 
^, auf unendlich viele Arten in perspectivisehe Lage bringen. 
Zwei afÖDe ebene Systeme, in welchen je zwei entsprechende Strecken 
dasselbe Ldngen\ethaltni9s hab(,n werden ähnli h genannt Wählend aho in 
affinen ebenen fejstemen nni sokhe entspiethende Stieckeu ein bestimmtes 
constintes Langen* ethaltniss haben die denselben sich entspiechenden Rich- 
tungen parillel sind, so ist in ähnlichen ebenen Sjstemen das Lan^eaveibalt- 
niss von iigend zwei entsprechen len Sti ecken constant welche auLÜ ihre Rich- 
tungen sein mögen. Die Aehulichkeit ist somit ein specieller Fall der Affinität. 
In ähnlichen ebenen Systemen haben Je zwei entspre- 
chende Winkel gleiche Grösse, wie leicht einzusehen ist, wenn man 
berücksichtigt, dass je zwei entsprechende Dreiecke solcher Systeme in Folge 
der ProportionaUtät ihrer Seiten einander ähnlich sein müssen. Hieraus folgt, 
dass je zwei entsprechende Stvahlenbüschei ähnlicher 
ebener Sjstenie coigruent sind 

Sowie hei atfinen ebenen b>stemen äbeihaupt hat auch das Veihaltntss 
der Fliehen \on je zwei entspechenden Figuren 'ihnhchei Systeme einen con 
atanten Weith Dieser Weith ist gleich dem Verhältnisse der Qutlrate irgend 
z^\eier entspechender Stiet^ken wie mit Benützung eines T-ekaniten Lehisat/es 
der element ii lu Geomctt le kicht nacl „e lesen w ei den 1 a i 

Liegen zwei -ihnliche ebene b^steme — und — j peispectmsch so lillei 
je zwei entsprechende Gerade mit der Collme^tlonsaxe gleiche Winkel und da 
solche Geiade s uh auch in dieser A\e sehneiden sollen so mussten Ji ui d — , 
congiuent sein wenn ihre Colhneationsaxe in enilichei Eittemung gelegen 
«are Die Colhneationsaxe ähnln,hPi i icht Longiuente 
ebener Systeme liegt somit in unendlicher Entfernung. 
Hieraus kann man schliessen , dass die Ebenen perspecti vischer 
ähnlicher Systeme immer zu einander parallel sind, oder 
zusammenfallen. Das Collineationsoentrum befindet si ch 
stets in endlicher Entfernung. Denn würde es unendlich ferne liegen. 
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Affinität, Aßhnlichkeit, Congruenz. 243 

1 die beiden Systeme congrueat sein, nachdem in diesem Falle je zwei 
entsprecliende PuDktreilien congnient wären. ■ — Das Collineatioiiscentrum ähn- 
licher Systeme wird der Aehn licbkeitspunkt genannt. Die Verbindnnga- 
ÜDien entsprechender Punkte heissen AehnlichkeitsBtrablen, 

Befinden sich je zwei entsprechende Punkte per^peitivischei ihn 
lieber Systeme S nnd S^ zu verschiedenen Seiten de^i Acliiihcbkeit^onnktes so 
sagt man, dass 2 und ^1 entgegengesetzt perepectiTisrh liegen und wenn 
je zwei entsprechende Punkte auf derselben Seite des Aehnbchkeitap unkte s 
gelogen sind, so werden JS und 2^ einstimm i„' poripeitiTiscb i,'pninnt Im 
ersteren Falle beisst der Aehülitiikeitipmil.t ein innetei im aweiten ein 
äasserer. 

Nachdem das Verhältniss der Abstände je zweiei entspretbenier Punkte 
von der unendlich fernen CoUineationsaxe abnlicber ebener fejsteme gleab dei 
Einheit ist, so rauss der Modulus silcber &jsteme gleich dem Verhältnisse der 
Abstände irgend zweier entsprecbendei Punkte ^om AehnhchkeitTunkt, oder 
was dasselbe ist, gleich dem Längenverhiltms^e von irgend zwei entspi eckenden 
Strecken sein (Satz 18, 3, Abschnitt). Der Modulus einstimmig peispectiviscbei 
Systeme ist demnieh positiv der Modulus entgegengesetzt perspectivischer 
Systeme aegatu 

Zwei ibnlicbe ebene Systeme können immer dadurch in peispectivisclie 
Lage gebiacbt worden dass man iigend zwei nicht \ aiallele Geiade des einen 
Systemes mit den ihnen entsj ret-henden Geraden des anderen Sj^tems m paral- 
lele I ige biingt Denn es lauten dann je ?wei entspiecbende Geradezu ein 
ander laiallel und schneiden sich m einem unendlich fernen Punkte, welcher 
du CoUineationsave in^ehoit 

Ein spe lellei Falldei Aehnhcbkeit i=t die bongruenz, da zwei ähnliche 
ebene bj Sterne congiuent genannt weilen wenn das Längenverbältniss von je 
zwei entsprechenden Streiken gleich der Einheit ist alsoje zwei solche Strecken 
gleahe Lange haben In congruenten ebenen Sjateraen sind somit je zwei ent- 
spiecbende btrec! en so^ie auih je zwei entspiecbende Winkel einander gleich. 
Die CollmeationsBAe couniucntei ebenei Systeme, welche porspectivisch 
liegen kann sowohl m endliohei ah auch in nnenlhcher Entfernung gelegen 
sein Im etsteien Falle bohndet sich das Collineationsceiitrum unendlich weit 
entfernt im zweiten kann es entweder ebenfalls unendlich ferne, oder zwischen 
je zwei entsprechenden Punkten in gleichen Abständen von ihnen entfernt liegen. 
Befinden sich die zwei peispecti vi sehen congruenten Sj sterae in derselben Ebene 
und hiben sie eine m endlicher Entfernung gelegene CoUineationaaxe, so stehen 
alle Coliineationsstiahlen senkrecht auf diesei \\e und der Abstand, von je zwei 
entspi eckenden Punkten wird durch die Axe halbii t — Der Modulus congru- 
entei ebenei fejsteme ist gleich ± 1 

Dass je zwei congruente ebene Systeme auf unendlich viele Arten in per- 
spectnisch Laj,e gebiacht wei len k nnen ist selbstverständlich. 

16* 
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c) Iiuolution eolliiiearer Gi'iiuAge bilde der zweiten Stufe. 
Habeo zwei in derselben Ebene beliniiliche coUinearc Systeme 2 und ^j 
eine derartige Lage, dass jedem Punkte A ihrer Ebene derselbe Punkt A^ ent- 
spricht, ob man Ä als Punkt von * oder von S^ betrachtet, so sagt man, daas 
die beiden Systeme involutorisch liegen, oder dass sie eine Involution 
bilden. Häufig fasst mau beide Systeme als ein einziges auf und bezeichnet sie 
als ein involutorisches ebene s System. — Dass in zwei involatorisch 
liegenden ebenen fejstemen lueh jelei bciadeua dieselbe derade n, entspricht 
man mig « als Element des emei odei des andeien Systems betrachten ist 
leicht einzusehen 

Diesen Eiklftiungen zutol^e ist jede Vetbindungslinie zweier entsprechen 
der Punkte eines invointoiisrhen ebenen bysteraes eine selbstentspreclien le 
Gende femd dihei A 4j und B B, iißeiid zwei Piare solcher Punkte so 
raass der Schnittpunkt dei Geraten AA^ und SB, ein selbstentsprechender 
Punkt und zugUich dei Mittelpunkt eines Strahle nbÜSLhel» sein wekhen iie 
my Ol u ton sehen ebenen Systeme entspreUiend gemein hiben Hierans folgt (nach 
Satz 13 3 Abschnitt) dass zwei zu uiuei Involution vereinigte ebene Systeme 
immer peispectmsch hegen 

Nachdem die auf den Collineationsi.ttahlen solcher Systeme hefindlulieii 
Pnnktreihen (nach Salz 51 1 Ab^ichnitt) gleichfalls involutorisch sind so com 
cidiren die Gegenpunkte von je zwei entsprechenden Reden deren Tiager ein 
CoUineationsstiahl ist «oiaus man schlitssen ktnn dass die Gegena^en invola 
totischei ebenei Systeme zusammen fallen Aui bitz Ib 3 Absclimtt gehtfernei 
hervor dass ein Znsammenf allen dieser Gebenaxen nui dann möglich isl wenn 
die ebenen Systeme entgegengesetzt perspectivisch liegen nnd dass ii vei- 
einigton Axen den Abstand des Collineationscentiums von dei üollineatunsaxe 
halbiien 

Die Collineationsaxe mvolutoiischei ebenei Systeme h id I n \ o 1 ii 1 1 o n s 
a\e das CoDmealionsceiitrum Iniolu tionscentt um und ]elei ( ollim. t 
tionstrah! ein Involutionsstrahl genannt. 
Wir können nun den Satz aufstellen: 

30. Involu torische ebene Systeme liegen immer entge gen- 
gesetzt perspectivisch. Ihre Gegenasun fallen zusammen 
und halbiren den Abstand des Involutioncentrums von der 
Involntionsaxe, daher ist ihr Modulus immer gleich — 1. 

Aus der Über die Involution von Punktreihen gegebenen Erklärung und 
dem Satze 50, 1. Abschnitt, ergibt sich; 

31. Zwei collineare Systeme, weichein derselben Ebene 
perspectivisch liegen, bilden eine Involution, wenn ihre 
Gegen axen coincidiren, w enn also ihr Mod ulu s gleich — 1 ist. 
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Da j de ui üL i c 1 e Je Punkten eines involutorisrhen ebenen 
Sjscne besteh nde P kt e i e (lerou Träger ein Colli iieationsstralil bildet) 
Q olutonsch st Bo weiden je /wo entsprechende Punkte eines solchen S)stemes 
dur h das laiolitionscenti im d die Involution aaxe harmonisch getrennt. Das- 
Ibe gilt 1 iigl 1 zvie ent precl endor Geraden, na<hdem jeder Strahlen- 
bü e\f\ vei ! e durch ent jreclfnde Gerade gebildet nnd (also leinea Mittel- 
iu It n d I voluto a\e lit) „ eii;bfn!ls involatorisch ist. R^ s;i!t dabui' 
d r Satz 

32 Jezveio tspteel ende Punkte, sowie auch je zwei 
entsprechendetierade eines in volutorisclien ebenen Systems 
worden durch das In volutiüuscen trum und die Involutions- 
asc harmonisch getrennt. 

Kennt man awei Paare entsprcchoader Punkte AA^ und BB^ eines invo- 
lutorischen ebenen Systeroes, welche nicht derselben Geraden angehören , so 
lässt sich üu jedem beliebigen Punkte ö der entsprechende Dj un zwei deutig 
ermitteln ; es erscheint somit durch die Angabe von zwei Paaren entsprechender 
Piinlilc ein involuforisches ebenes System vollkommen bestimmt (vergl, Satz 8, 
3, Abschnitt). T>as Involutionsoentruni ist nämlic.ii der Durch seh nittsp unkt 
von AA, und BIS^, die Involutionsaxe c ist die Verbindungslinie der Punkte, in 
welchen sich AB, A^B, und AB^, A^B schneiden, endlich muss Bj jener Punkt 
in OD fioin, der von D durch und c harmonisch getrennt wird. 

Aas dem Umstände, dass der ModuluB in voin torischer ebener Systeme 
jcnmer gleich — list, folgt, dass in z wei affin en ehe ucn Systemen, 
welche in voluto riscli liegen, die Abstände von je zwei eut- 
spreclienden Punkten durch die Involutionsaxe halbirt 
werden. Nachdem der Modulus ähnliclier ebener Systeme nur dann gleieh 
— 1 werden kann, wenn die Aehulichkeit in Congrnenz übergeht, s o ist es 
nicht möglich zwei ähnliehe, nicht congruente ebeueSysteme 
zu einer Involution zw vereinigen. 

Bei einer Involution, welche aus zwei congruenten ebenen Systemen 
besteht, kann die Involutionsaxe entweder in endlicher, oder in unendiicher Ent- 
fernung gelegen sein. Im ersteren Falle halbirt die In(olulionsa\L im zweiten 
Falle das Involutionscentrum die Abstände von jt, zwei entsprei„henden Punkten 
wie aus dem Umstände hervorgeht , dass det Mo lulus immer gleich — 1 
sein muss. 

Da in einer Involution, welclie durch afflnL odei cnngrutnte ebene System 
zu Stande kommt, je zwei entsprechende Punkte von lei Involutionsaxe .,leiLh 
weit abstehen, so nennt man eine derartige Involution eine '(yraetrische und 
ihre Involutionsaxe die Axe der Symetiie Bei afhnen involutori sehen 
Systemen liegt die Symetrieaxe schief gegen alle \ eibindungslinien ent-ipie 
chender Punkte, bei congruenten involntoriscben Systemen steht sie auf diesen 
Linien senkrecht. Jene involutorischen ebenen Sjsteme mit unendlich lemor 
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liivolutionsaxe, welche durch Vereinigung congruenter ebener Systeme entstehen, 
werden centrisch-syme trische Systeme genannt und ihr luvolutions- 
ceatruni heisst das Ceiitrum der Symotrio. Mau hat also dreierlei Arten 
der Symetrie zu unterscheiden : Die sehiefaxige, die norraalaxige und 
die centrische Symetrie.*) 

Von ?wei collinearen Strahlenböndein sagt man dass sie involuto 
risch sind wenn irgend zwei Elemente a und «^ deiselben sich entsprechen ob 
man a als Element des e nen oIli des mdciLn Bundeis hetruhtet Zwei solche 
Strahlenhündel werden hauiig als ein einziger aufgefasat welchen min einen 
involutonschen Bündel nennt Jeder Schein emes involuto lisch eil ebenen fejste 
mes ist dieser Bjritläiung zutolge ein in\olutoiischei Strahlenhündel und jedei 
ebene Schnitt eine«i derartigen Bündels ein mvolutorisches ehenes Vstem Es 
filltniLht &ch«ei lene Eigenschiften in\olutoiischer Strahlenhündel na,chzn 
weisen welche den Eigenschaften involutouschor ebener 'Systeme analog sind 

\ on einem Strahlenhündel s nnd einem ebenen Systeme i sagt man diss 
sie in^olutoiisch hegen wenn der Tikger \on i den BUndel s in einem ebenen 
S)iterae schneidet wclchts ge^en — inTOlutiristh liej,t 



d) (oUiaeation loii ebenen Carven, insbesondere ton keitelsehiutten 

Zwei ebene Cui\en heissen coUinoai wenn sie collinearen ebenen 
Systemen angehoien und jede deiselben die Verbmdungshme jenei l'nnl te ist 
welche den Punkten der andern Curve entsprechen Srad C nnd ( j zwei dei 
aitige Cui\en und wird C durch iigend eine Geride « ya n Ponl ten geschnitten 
so schneidet die der Geiaden o entsprechende n, die Cune f, ebenfalls m 
n Punkten denn ledem Schnittpunkte von e^ und C^ kann nui ein Punkt ent 
spiecheu welcher zugleich m a und C hegt also nui ein Schnittpunkt ^on a 
und C Berührt a die Cur\e f in einem Punkte A so ist «j eine Tingente von 
Cj deren Berührungspunl t dei dem Punkte A entsprechende A^ ist Würde 
namhch «^ die Cnrve ( nicht bernbien sondern sehneiden hO mussten diesem 
Schnittj. unkte die ?« ei m A vereinigten Schmtti unkte \ou a und C entspre 
chen was mit dem Umstände in Widerspruch stunde dass jedem Punkte des 
einen Systemes nur ein einzigei Punkt des andeien entsprechei kann Hieraus 
folgt dass wenn Pund Pj irgend zwei Punite der ebenen Sjsteme sind und 
sich aus P an die Cune C n Tai genten ziektn lassei dass es auih moghth ist 
von Pj ans an C^ « aber nicht mehi Tanf,eoten 7U ziehen Wu können somit 
schhessen 

33 Znei collmeare ebene Cutven «u 1 inimei \(n der 
selben Ordnung und Classe. Einem Kegelschnitte kann daher 
nur wieder ein Kegelschnitt eoUinear sein. 



♦^Vergleiche den Anliaug des Meinen Werkes von Chr. Paului 
Geometrie". Stattgart, 1866, 
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Sind ff und g' die Gegenaxen der ebenen Systeme in welchen die üolli 
nearen Cutven und C^ hegen und schneidet < die Äse 9m« Punkten so 
müssen n Punkte von C^ m unendlicher Entfernung hegen und den n fangen 
ten weichet in ihien Sohnittpunkten mit ^ beiühien outspteclien «Atsimp 
toten \on 0^ — Berfihitf die Gegeuaxe g so ist die unendlich feine Gciade 
eine Tangente von C, und hahen C und ff i einen reellen Punkt j,emein so 
besitzt C, keinen reellen unendlich fernen Punkt Hieraus kann man schliesseii, 
da^is wenn C und Cj zvreiKegelsihnitte sind die Curve ( ^ eine Ellipse 
Pa rabel oder Hi perbel sein muas je nichdem die (regenave moi f m ht 
geschnitten lierflkrt oder in zv^ei Punkten geschnitten wiid 

Liegen die ebenen Systeme «el ben zwei collineire Curven augeh len 
perspei-tivisüh so gehen die Veihindungslmien von je zviei entsprecheiden 
Punktet dieser Cutven duich ein unl denselben Punkt nömhch duiLh dts Col 
hneationstentinm und zwei Tangenten deren Beiuhringspunkte si h ents|re 
eben schneiden sich m einem Punkte der Colhneationsaxe Den Schnittpunkteu 
irgend eines Collineationsstrables mit der einen Curve entsprechen die Schnitt 
lunkte desselben Sttahles mit lei au leren Curve woians folgt dass wenn ein 
Coiltneationsstrahl die eine Curve berührt er auch Tangente der anderen Cuive 
sein muss und daas umgekehrt jede gemetnschaftlichL Tingente bei kr Curve 1 
deten Berührungspunkte sich entsprechen dnich dis CoUineations eitium cteben 
muss Je z«ci sich entsprechende Tingenten schneiden sich in einem Punkte 
dei Colhneationsaxe daher entepiiuht jeder Tangente vselche paiallel 7ut 
C Uineatioasaxe ist eine ebenfalls &a diesei Ave paiallele Tin^ente Schneiden 
sich zwei Tangenten dei eiien Cuivt m einem Punkte 1er zugehtiigcn Gegen 
8x0 so entsprechen ihnen paiallele Tangenten dei andern Curve uni umgekehrt 
Endhch müssen die be den C ven gemeinsame Sbiitfiuilte und Beuib 
lungspunkte mit det CoUneato sa\ haben la Schnitti unkte je let dci zwei 
Curven mit dieser Axe selb te tsprecl ende Punkte sind. 

Es fällt nun nicht schwer e ne Curve ü^ zu construiren (Fig. 73), welche 
einer gegebenen Curve C eolh ear st und gegen dieselbe perspectiv! seh liegt. 
Als gegeben setzen wir das ColHneationsccntrum 0, die CoHincationsaxe c und 
die Gegenaxen g, g' voraus. Um zu dem Punkte A der Curve C den entspre- 
chenden A^ in Cj zu bestimmen, zieht man den Collineationsstrahl AO in wel- 
chem A^ liegen muss, und ermittelt zu irgend einer zweiten, durch A gehenden 
Geraden Au die entsprechende A^a. Der Schnittpunkt von AO und A^a ist, 
dann der gesuchte Punkt A^. Die Gerade A^a ergibt sich, wenn man durch 
eine Parallele zu ^0: zieht und den Schnittpunkt T dieser Paiallelen und der 
Gegenaxe g' mit jenem Punkte a verbindet, in welihem Aa die C'ollinea- 
tionsaxe schneidet. Dass «P der Geraden Aa entsptichl geht dataus hervor, 
dass « ein selbst entsprechender Punkte ist und P dem unendlich fernen Punkte 
von Aa entsprechen muss, nachdem dei Collineationsstrahl 0^ die Getade Aa 
in unendlicher Entfernung schneidet. 
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Ist h irgend eine die Curve C im Punkte B berübvcnde Tangente nnd 

heisst ihr Schnittpunkt mit der Coltineationsaxe ß, so erhält man die ihr ent- 

eprechendü Tangente öj, wenn man ß mit jenem Punlite § verbindet, in welchem 

eine durch zu 6 parallel gezogene Gerade OQ die Gegenaxe / schneidet. Der 

(Fig. 73.) 




Berührungspunkt B^ voii 0^ ist der Durchschnitt von OL mit )^iß — In unseiei 
Fignr wurde auch Jene Tangente ij ermittelt, welche dci zu c pardllelcn lau 
gente t cnispricht. — Dass die gesuchte Curve C^ jene Tangenten berUhien 
mass, welche von an C gezogen werden können, ist leicht einzusehen Eme 
solche Tangente ist OD. Der Berührungspunkt Dj \on OD mit Cj, wekhei dem 
Berührungspunkte B entspricht, kann auf dieselbe Äit bestimmt werden , wie 
der Punkt A^ bestimmt wurde. Die beliebige durch D zu ziehende Gerade 
haben wir in unserer Figur auf der CoUineationsaxe scnkiei-ht stehend ange 
nommen, — Der Schnittpunkt i' der Curve C mit der Collmeationsaxe ist zu 
gleich ein Punkt der Curve C^ ; die Tangtntc in E an let/teit. Cune la^st siih 
in derselben 'Weise construiren, wie die Tangeute ftj. 

Bezeichnet U den Schnittpnnl t \on C mit der Ge^ena-se g und schneidet 
die in ü gezogenene Tangente dit Collineatioibaxe in 6 so nu'^'- die Gerade 
SV, welche durch 5 parallel zu OL gozogei wiid eineAsvn ( toteder Curve 
C, sein. Die Geraden dU und 8T =]iid ran Iah enfp echenle Gerade nnd da 
SU die Curve C in einem Punkte li herülit des fn ei Isjrechender unendlich 
ferne liegt, so erscheint unsere Behauptung gerecht leitigt 
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Werden g und gr' in eine Gerade zusammen fallend angenommen, so erhält 
man durch die eben erklärte Construction eine Curve Cj, welche gegen Cinvo- 
lutoriach liegt. 

Soll eine Curve C^ constriiirt werden (Fig. 74), welche mit einer gege- 
benen Curve C affin ist unt! iiepov letztere peispectivisob liegt, so Siarn man 
wie folgt verfahren. Gegeben .y^^ ■j^, 

d C li t 
d E ht g d C 11 
t hl dl 

M d 1 1 1 V 



P kt d 1 d C 

den t 

Der dem Punkte J. 
entsprechende Ä^ ivird t 
halten, indem man durch Ä I 
eine Parallele zu s , also | 
einen CoUincationsstrahl 
zieht und die Strecke ÄP 

des letzteren zwischen A und chi jenem Verliältni sse theilt, wcklies der 
lus angibt, so dass 

ÄP 

Ä,i ^ 
Villi Den (.il'iirLLhtudtn 1 unkt B ii{,cnd cmt andcicn Curviniuikt s B 
findet man euilai-h auf klgondc Art Man verbinde! A und A^ mit demselben 
hchehiten PuuUl « ( ei Coliinc ttiousaxt ^^lehtdiiicb i( <.ii.e Pai ilkk zu Äa 
welche cm ß schneidet und aus ß eine Paiallelc zu A^a Dei durdi B gehende 
Col Im eation strahl scliiieidet dann letztere I arallelc im gefnuhton Punkte ifj 
Denn der Geiaden 4b entspncht A^a und nachdem in affinen ebenen Systemen 
parallele Gendc des einen faystemes piiallelen Geradtn des andeien entspic 
eben so müssen .^jC und i,f? 7n einandci jHialkl'iem Um die Tangente in 
£j ZQ eibalten hat man nui in B an die gtgebcne Cmve eine lai gente zu 
zii-lien und d n Eunl t y m welihem sie dit, Collmcationsaxc schneidet mit B^ 
zu verbinden — Dti zui Collineatioiisa\c parallelen Tangente f von C ent 
spricht eine ebenfalls zu dieser A\ paiallele Tangente t^ und jede Tdn^entß 
von C welche parallel zu = ist muss auih C, lerühteii Dei Bcrilhiungspunlit 
Ej eintr sokhen j,enieii «amen TaiKcnte wekle C m h hcitihrt wurde in 
unserer Figur mit Benützung zweiei eiitsprcLbender Geraden bestimmt wovon 
die eine n<mlich .Et senkrecl t aal der Colhnralionsaxe »«tel t Fallt man von 
A Pino Senkrechte auf f und \eih ndct ihren FuE'^iunkt 6 mit j4, ic eigebcn 
sich zwei entsprechende Gerade Ad und Aj^d wird also dmeh den Fusspunkt 
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eioer von Eaai c gefällten Senkrechten eine Parallele zu Ä^d gezogen, so erbillt 
man im Schnittpunkte dieser Parallelen mit dem Coltineationsätratile von E den 
gewünschten Punkt E^. 

Dass allen parallelen Tangenten von C parallele Tangenten von G, ent- 
sprechen, folgt aus dem Satze 20 dieses Abschnittes. 

Wäre der Modulus negativ angenommen worden, bo müssten je zwei ent- 
sprechende Punkte zu verschiedenen Seiten der Colli neationsaxe liegen. Wählt 
man den Modulus - — 1, so liegen Ö und C^ i n v o 1 u t o r i s c h. Die Construction 
der Carve G^ kann für diesen Fall ebenso wie für beliebige Werthe des Modu- 
lus durchgeführt werden. 

Ist C ein Kreis, so wird G^ eine Ellipse. Die eben erklärte Oon- 



A ) 

W B g K 

Schnittslinien über. 

Zunächst untersuchen wir die Frage, ob irgend zwei beliebige 
Kegelschnitte collinear verwandt sind. Die beiden Kegelschnitte 
nennen wir K, K^, drei beliebige Punkte in K und K^ seien beziehungsweise 
ABC und A^B^Cj^, ferner bezeichnen wir die Taugenten in den Punkten A, B, 
A^, B^ durch a, &, %, &^ nnd heissen endlich die Schnittpunkte der Tangenten 
a, b, so wie der Tangenten «j, &j beziehungsweise D und Z*j. Mann kann nun 
ABOB als Punkte eines ebenen Systemes S betrachten, weiche den Punkten 
A^B^C^n^ eines zweiten mit ^ collinear verwandten Systemes 2^ entsprechen, 
(Satz 8, 3. Abschnitt). Dem Kegelschnitte K in 2 muss ein Kegelschnitt K,^ in 
2j entsprechen [Satz 33,3. Abschnitt), welcher a, in A^ und öj in Bj berührt 
und durch C, geht. Nachdem aber ein Kegelschnitt durch zwei Tangenten mit 
ihren Berührungspunkten und einen dritten Punkt unzweideutig bestimmt wird, 
so müssen K^ und K^ identisch sein, woraus folgt: 

34. Zwei beliebige Kegelschnitte können immer als 
collineareCnrven betrachtet werden. In jedem derselben 
kann mann drei Punkte beliebig wählen und einander als 
entsprechend zuweisen; daher lassen sich irgend zwei 

*) Von» Standpunkte der darsteileudou Geometrie erscheint die Curve 
G, in Fig. 73 als perspectiv ische , in Fig. 74 als scliiefe Projection der Curve C. 
Die Gerade g der ersteren I'igur kann als „Horizont'' die Oollineationsaxe c als 
„Grundlinie" und als „Distanzpunkt" betrachtet werden. 
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Kegelschnitte auf unendlich viele Arten collinear auf 
einander beziehen. 

Dass man zwei beliebige Kegelscbnitte nicht immer als affine Curven 
betrachten kann, lässl sich schon aus dem Umstände schliessen, dass zwei 
affine Curven eine gleiche Anzahl unendlich ferner Pnnkte haben müssen, 
nachdem in zwei affinen Systemen jedem unendlich fernen Punkte des einen 
ein unendlich ferner Punkt des anderen entspricht. Somit können nnr zwei 
Ellipsen, zwei Hyperbeln, oder zwei Parabeln affin sein, nicht aber eine Ellipse 
und eine Hyperbel u. s. w. 

Es fragt sich nun, ob irgend zwei beliebige Kegelschnitte 
derselben Gattung als affine Curven betrachtet werden können. 
Um diese Frage ^ beantworten, weisen wir vor allem den folgenden Satz nach : 

35. Die Mittelpunkte affiner Kegelschnitte sind entspre- 
chende Pnnkte der ebenen Systeme, welchen die beiden 
Curven angehören, und je zwei conjngirten Durchmessern der 
einen Curve entsprechen eonjugirto Durchmesser der anderen. 

Jedem Paare von parallelen Tangenten des einen von zwei affinen Kegel- 
schnitten K und Kj entspricht nämlich ein Paar paralleler Tangenten des 
andern (Satz 20 , 3, Abschnitt) und da die Verbindungslinie der Berührungs- 
punkte von je zwei parallelen Tangenten durch den Mittelpunkt der betreffenden 
Curve geht, so erscheint obiger Satz gerechtfertigt. — Auch der nachstehende 
Satz ist leicht zu begründen : 

36. Wenn in zwei collinear auf einander bezogenen 
Kegelschnitten derselben Gattung die Mittelpunkte sich 
entsprechen, so sind die beiden Curven affin. 

Denn irgend einem Durchmesser AB der einen Curve K entspricht ein 
Durehmesser A^B^ der anderen Curve K, und da auch die Punkte AA^ und 
BB,, so wie die Mittelpunkte sich entsprechen, so bilden AB und A,B^ Träger 
ähnlicher Funktreiben, woraus folgt, dass die unendlicli fernen Punkte der 
genannten Durchmesser sich entsprechen. Dasselbe gilt nun auch für irgend 
ein anderes Paar entsprechender Durchmesser, demnach erscheint der obige 
Satz gerechtfertigt. 

37. Zwei beliebige Ellipsen können affin auf einander 
bezogen werden, indem man irgend ein Paar coujugirter 
Durchmesser der einen Curve einem beliebigen Paare 
eonjugirter Durchmesser der anderen Curve als entspre- 
chend zuweist. 

Heissen die beiden Ellipsen JCuiid ff,, sinl n, h die gewählten conjngirten 
Durchmesser von K und «,, &, die ihnen als entsprechend zugewiesenen 
Durchmesser von K^ , so entspricht dem Schnittpunkte von a, b der Schnittpunkt 
von a,, 6j, also dem Mittelpunkte von K der Mittelpunkt jener Ellipse ff^, 
welche durch die conjugirten Durchmesser «j, h^ bestimmt wird. Hieraus folgt, 
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dass K und K^ affin sind. Naclidem iian K^ und K^ identisch sein müssen, weil 
zwei conjugirto Dnrchmosser (a^, b^) einen Kegelaciinitt unzweideutig bestimmen, 
so sind K und K^ affin auf einander bezogen, 

38. Zwei beliebige Hyperbeln können affin auf cinaiuiei 
bezogen werden, indem man irgend ein Paar ::oiijugirtcr 
Durchmesser der einen Curve einem beliebigen Paare 
conjugirter Durchmesser der anderen derart als entsprechend 
zuweist, dass die zwei eigentlichen und die zwei uneigent- 
lichen Durchmesser sich entsprechen. 

Dieser Satz kaan in derselben Weibc begrundtt wndeii, nu' der 
vorhergehende. 

Dass die Asymptoten affiner Hyperboln sich entspiecÄea miissLu, folgt 
aus dem Umstände, dass sowohl die Mittelpunkte, als auch die unendlich feinen 
Punkte solcher Curven sieb entsprechen. — Wie leicht einzusehen, entspiechen 
sich die Asymptoten zweier Byperbeln, sobald man irgend ein Paar tonjugirtcr 
Darchraesser der einen Curve einem Paare conjogiitcr Duicbrae&ser dei 
anderen als entsprechend zuweist. Die Asjiuptolen «geben suh ja als 
Diagonalen eines Parallelogramraes, dessen gegonüberhegendc feeitcii dunh die 
Endpunkte der conjugirten Durchmesser halbirt worden. 

39. Zwei beliebige Parabeln können affin auf einander 
bezogen werden, indem man irgend c i n c f Sehne und dem ihr 
conjugirten Durchmesser dor einen (Jurve eine beliebiye 
Sehne und den ihr conjugirten Duri: hmesser der uiiJercn 
Curve als entsprechend znweist. 

Um diesen Sata üu reclitfertigen nennen wir die beiden Pai'aheln K. K^ , 
die in K gewählte Sehne AB, die ihr als entspreehend zugewiesene A^B^ und 
die Endpunkte der diesen Sehnen conjugirten Durchmesser d, d^ beziehungs- 
weise C und C,. Die Parabel E ist jener Parabel E^ affin, für welche d^ ein 
Durchmesser mit dem Endpunkte C, und Ä^B^ eine diesem Durchmesser 
conjugirtB Sehne ist. Nun müssen aber K^ und K^ identisch sein, nachdem es 
nur eine Parabel gibt, welche durch A^BJ^G^ geht, und d, als Durehmesser hat, 
folglich sind K und Kj unter den gemachten Voraas Setzungen affin. — dass es 
nur eine Parabel gibt, welche die Punkte A^B^G^ enthällt und d^ num Durch- 
messer hat, ist leicht einzusehen, wenn man berücksichtigt, d^s die Tangente 
in C^, naclidem sie parallel zu -A^B^ sein muss, so wie der in d^ gelegene 
unendlich ferne Punkt der Paiabcl gi-eebcn eischeincn. Durch eine Tangente 
mit ihrem Berührungspunkt und anleie dieiPuikte des Umfanges wird ja ein 
Kegelschnitt unzweideutig bestimmt 

Aus den drei zuletzt aufgistelltm Sit^rn ^eht nun hervor, dass zwei 
Kegelschnitte deiselben ijattung aii.h auf unendlich viele 
Arten affin auf einander beziehen lassen. 
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Sind 2 und ^, zwei collineare ebene Systeme und A Ä, zwei entspre 
uliende kegeisclinitte derselben so entsprechen je zwei Punkten oier Geraden 
wekhe einaii 1er m ße^ag aut K conjuKirt sind zwei m Bezu^ luf K^ conjugirte 
Punkte odei Gerade iti — ^ Dem ist P iigei ü ein Punkt in ^ und heisst seine 
Polare p so tbeden P and p jede durch J t,ehei de Sehne AB les Kegel 
schmtteb barraomsuh (Satz 29, 2 Abschnitt) Ebenso wnd lie der Sehne AB 
entsprechende durch den Punl t P^ welcher dem Punkte P entspricht und die 
Poiaieji, von P, harmonib'.h getheilt Da nun in colJmearen ebenen Systemen 
je ^wei nUpieibeude Punktieihen piojectivisch ainl so muss jeder 
harmonischen Reihe des einen S^stemes eine haimonische Reihe des anderen 
entsprechen woran» tolt,t diss p und p^ cntspfLchende Gerade sind Jedem 
Punkte in jp also jedem welcher Pconjuf,iit ist entspricht lahei ein Punkt 
in ji, alst ein dtm Punkte P^ uonjugirtei — Diss auek je zwei onjugirte 
Geiade m Bezug anf K zwei Geiaden entspreüifi welehc m Bezug auf K^ 
conjugirt sind ist nun leicht einzusehen nailidem jeder Geiaden in 2 welche 
durch P gellt also dei Geraden p conjugirt ist eine dm h P^ gehendt. Gerade 
in 2^ entapieLhen mush Wii können somit den Satz lutstellen 

40. bind/f und A, zwei sieb cntspi eckende Kegelschnitte 
collinearer ebener Systeme, so entsprechen je zwei Punkten 
oder Geraden, welche in Bezug auf K conjugirt sind, üwei in 
Beang auf Kj conjugirte Punkte oder Gerade. 

Liegen die beiden collinearen Systeme in derselben Ebene perspectivisch 
und heissen A, B irgend zwei Punkte der Coilineationsaxe, welche einander in 
Bezug auf K conjugirt sind, so müssen A und B auch in Bezug auf K^ 
conjugirte Punkte sein, weil jeder Punkt der genannton Axe sich seihst 
entspricht. Ebenso sind je zwei in Bezug auf ff conjugirte Oollineationsstrahlen 
einander auch in Bezug auf K^ conjugirt. Es gilt somit der Sata : 

41. Die Colli neattonsaxe zweier Systeme, welche in 
derselben Ebene perspectivisch liegen, ist eine gemein- 
schaftliche Secante und das Collineationscentrum ein 
Contingenzpunk t f(ir je zwei entsprechende Kegelschnitte 
dieser Systeme 

Zwei entsprechende Kegelschnitte involutoiischer obenei Systeme 
können auch LOintidiren Dass eine solche Coincidenz in pcri^pectivisch 
liegenden ebenen S>stemen nur dann eintieten kinn wenn die Systeme 
involutonich sind lehit eine einfache Betrachtung Heissen die beiden in 
dei selben Ebene perspeeüvisch liegenden Systeme — und — j ihr ColUneations- 
lenlrum und die Coilineationsaxe c so muss wenn jedem Punkte A des in 
2 gelegenen Kegelschnittes K stets niii cm in K behniUiihei Punkt j1, 
entsprechen '.ol! auch dem Punkt A^ in .2 der Punkt A m 2^ entsprechen, 
ftoiaus folgt diss dei Modulus \on 2 und 2^ untoi dei gemachten Voraus- 
•ifl/ung gln li — 1 ist dass die iieiden Systeme also in^olutoiisck liegen. 
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NacLdem für diesen Fall je zwei entsprechende Punkte dnveh das Colüaeations- 
ceatruni und die Collineationsa.xe harmonisch getrennt werden, so hildet den 
Pol von c in Bezug auf K. — Wir können demnach behaupten : 

42. Wenn in zwei collinearen Systemen 2 und ^^, 
welche in derselben Ebene perspectivisch liegen, ein Kegel- 
schnitt K sich seibat entspricht, so liegen S und 2^ invo- 
Intoriach and das luvolationscen trum ist der Pol der Invu- 

Umgekeiirt kann man Pol und l'olare irgend eines Kegelschnittes immer 
als Involutionscentrum und Invoiutionsaxe eines involutorischen ebenen Systemes 
betrachten, in welchem der Kegelschnitt sich selbst entspricht. Dieser Umstand 
kann benützt werden, wenn man untersuchen will, ob irgend ein gegebenes 
Segment eines Kegelschnittes elliptisch, parabolisch oder 
hyperbol isch ist. 

Man zieht in zwei beliebigen (möglichst weit von einander entfernten) 
Punkten A, B des Segmentes die Tangenten und ermittelt jene au AB parallele 
Gerade g, welche den Abstand des Schnittpunktes der beiden Tangenten von 
der Geraden AB halbirt. Betrachtet man nun AB als Invoiutionsaxe und als 
Involntionscentrum eines ebenen Systemcs, in welchem das gegebene Segment 
einen Theil eines sich selbst entsprechenden Kegelschnittes Ä bildet, so muss 
g die Gegenaxe sein und je nachdem g das Segment schneidet, berührt, oder 
nicht schneidet, ist K eine Hyperbel, Parabel, oder Ellipse. 

Der folgende Satz bedarf nun keiner weiteren Begründung mehr; 
43. Jeder Kegelschnitt kann als eine sich selbst ent- 
sprechende Curve eines involutorischen ebenen Syste- 
mes betrachtet werden, dessen Involutionscentrum und 
Invoiutionsaxe irRend ein Punkt und seine Polare 
bilden. Der Kegelschnitt wird dann ein involutorischer 
genannt 

Nachiem die Colhneationsaxe und das Coilmeatiouscentinm /Heti 
Systeme weiche in detselben Ebene pet '«pei.tivisch liegen lür je zwei entspre 
eben Je Kc^elfchnifte dieser Systeme hoziehungswei'ie eine gemein seh aftl ich p 
Secante und einen Contmgenzpunkt bilden so di in^-t suh die Piage tut ob 
nicht iigtnd zwei in dei selben Ebene behndhcbe Kegels(,hnitte als entsprechende 
Curven perspectivisch liegender ebener Systeme betrachtet werden können 
■wenn man eine ihier gemeinschafllitben Secanten ah Coli ine ation=iaxe und 
einen ihrei Contmgenzp unkte als CoUineationsceutmm annimmt 

K und Jfj (fcif, 7j) seien zwei beliebige m derselben Kbene gelegene 
Kegelschnitte s eine gemeinschaftliche hecante und ein (jontingenzpunkt 
detselben Uezüghch der Secante b nehmen wii an dass alle ihie Punktt 
welche inneihalb odet ansseihalb IC gelegen sind be7i eh un^s weise aach 
mueihalh uder ansseihalb K^ litgen Die Secante s hat leninai.h die Eigen 
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Bchaft, dass wenn sich von irgend einem Puolite M derselben reelle Tangenten 
an K ziehen lassen, auch von M ausgehende reelle Tangenten an K^ möglich 
Bind. Von einer derartigen Secante sagt man, dass sie eine gleichartige 
Lage habe, während g em ei nsch ältliche Secanten, bei welchen die ausserhalb, 
oder innerhalb des eiaen Kegelschnittes gelegenen Strecken beziehungsweise 
innerhalb, oder ausserhalb der anderen Curve liegen, ungleichartig 



(Fig. 75. 




liegende gemeinschaftliche Secanten heissen. Secanten der letzteren Art kommen 
in dem Falle vor, wenn beide Aeste einer Hyperbel von einer Ellipse geschnitten 
werden. 

Der anf s befindliche gemeinschaftliche Pol sei P und der Contingenz- 
punkt liege auf der Polaren von P (Sata 82, 2. Abschnitt). Dieser Voraus- 
setzung gemäss hat eine derartige Lage, dass jade durch gehende Gerade, 
welche K in reellen Punkten schneidet, auch Ä", in reellen Punkten trifft. 

Liegt nämlich P ausserhalb K und K^, so schneidet seine Polare heiiJe 
Kegelschnitte und liegt P innerhalb KandJiTj, so befindet sich seine Polare 
ganz ausserhalb beider Carvcu. Nun kann eiu Oontingenzpunkt — als Durcb- 
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schmtt zweier reeller oder imaginärer ge na ein schaftlich er Tangenten — nur 
entweder ansserhalh oder mnpihill) beider Curven gelegen sein. In dem Falle, 
wenn der Coutmgenzi unkl inneihalb hegt, schneidet jede durch ihn gehende 
Gerade beide Lünen in dem Falle wenn er ausserhalb liegt, können sich beide 
Cuiven entnedei in demsellien Winkel a der gern ein scbafth eben Tangenten 
bfhnden dann nennt man den Cuntingenzpunkt gleichartig liegend, oder 
eine Oursf befandet sich im Winkel « und T 1 * N b 'kl 

dann ftiid der Contiiigenzpunkt unglei 1 t g 1 f, 1 g t W 1 It 

einzusehen hit ein gleidiaitig hegendet Ctg i k 1 E 1 ft 1 

jede daich ihn gehende Geiade welche 1 C h d b d 

andeie Oune ttifft was hei unglen,hartig 1 g d C t g p kt 1 

dei Fall wt Wenn nun duieli unseren V ^ m g 

sihattliche Polaie geht welche entnulir g I 11 Ä" d Ä 1 gt d 

beide Gui ven sehneidet somussO gl hatgl g d 

Contingen/punkt sein und jede duii.li gehen de Gciade, weli.he K 
schneidet, muss auch K^ treffen. 

Die Polaren des Punktes in Benug auf K und K^ , welche wir beziehungs- 
weise und o, nennen wollen, schneiden sich in P, nachdem unserer 
Annahme zufolge auf der Polaren von P liegt. Zieht man aus irgend eine 
Gerade, welche K in den Punkten A, B und K, in A^B^ schneidet, und 
construirt in diesen vier Punkten die Tangenten, so liegt der Schnittpunkt G 
der in A und S berühreuiien Tangenten auf o and der Schnittpunkt Cj der 
Tangenten in A^ und B^ auf Oj (Satz 30, 2. Abschnitt). Die Gerade OC ist der 
Geraden OA in Bezug auf Ä" und die Gerade 0(7, derselben Geraden OA in 
Bezug auf Ä[ conjngirt, Nachdom nun sowohl 00, als auch OC, von OA durch 
die in sich schneidenden gemeinschaftlichen Tangenten harmonisch getrennt 
wird, so fallen 0(7 und OG, zusammen, d.h. 0(7 geht durch den Punkt 0,, 
Wir ziehen nun ein'.' zweite beliebige Gerade durch 0, welche o in D und 
öj in Dj schneidet, und verbinden B mit A, sowie auch D, mit A^. Die 
Dreiecke AOJ) und A^O^^D, haben eine solche gegenseitige Lage, dass die drei 
Verbin daagslinion der Eckpunkte AjI, dann CG, und DD, im Punkte 
zusammentreffen, daher liegen die Schnittpunkte 1', Q, R der Dreieckseiton CD, 
C[D,, dann AC, A,C, und AD, A,D, auf ein und derselben (ieraden. (Satz 
"14, 3. Abschnitt). Wir können also die genannten zwei Dreiecke als entspre- 
chende Figuren zweier perspectivisch liegender ebener Systeme 2 und 
S^ ansehen, deren Colli neationscentrum der Contingonzpunkt ist, und welche 
zur CoUineationsaxe die Gerade PQ haben. Die Systeme S und 2, sind 
vollkommen bestimmt, nachdem die vier Punkte ACDO in 2 den Punkten 
A^C^D^O in ^, als eutsprechend zugewiesen erscheinen. In diesem Systeme 
müssen B und 5, entsprechende Punkte sein. Denn heissen E uud S, die 
Schnittpunkte von OÄ mit o und o^, so bilden A^E^B^O eine harmonische 
Reihe, welcher eine ebenfalla harmonische Reihe enlspröcUea muss, und da von 
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der letzteren die Pnnkte A-,, Ej, den Punkten A, £, zugewiesen sind, bo 
entsprechen sich B und B^ Nennt man die Schnittpunkte der Geraden AD und 
BD mit dem Kegelschuitte K bezieliungs weise F und G und verbindet A mit 
G-, so wie auch B mit F, "^o müssen sich AG und BF in einem Pnnkte N der 
Polaren o schneiden, deun H ist zufolge der angegebenen Constmcdon der 
Pol der Geraden OD (Sit? 30, 2 Absciinitt). Ebenso liegt der Punkt Äj, 

- indem man A D 
^1 G d 



welcher in analoger Weise wie 


■ der Punkt W erbalten wird 


i B D ht d d 


A g 1 F k F 


b b g mt B ä 


1 b d t— f ) C 


OH iOD d 


B g f A JE, 


1 B t A 


t Igt d OH d 


d b 1 G d Offfe ht d 


1 d P 1 ^ A d X 



d A H d 

HS pbdGd dSjt dfdlb 

ü ]J t t 1 1 1 g lä t h hl d // d 7/ i h d 

PXt dAhtlht 1 lidJ-l pl 

11 F d S h ttp kt in BH d F \ b !i tp 1 1 

P I l ( 1 iD B H t 

B t ht t i K I b tt JC I d S3 

j ü liAm&ytm- tph Kllit 

ddGdJ,C IBCblg -1 d-ßbbtd 

1 11 P k J" g It 

D Kglltttbk d Ij Ih A 

g bblbdKglb AlAbld 1 tpld 

Cnrven der Systeme JS Kiid 2^. 

Die Collineationsaxe l'Q von JE and S^ ist eine gerne in Schaft liehe Secante 
von K und Aj (Satz 41, 3, Abschnitt), welche durch den auf der gemeiuschafl- 
licben Secante s gelegenen Pol P gekt. Da nun durch einen gemeinschaftlichen 
Pol nur zwei gemeinschaftliche Secanten gehen können, so musa die 
Cellineationsaxe PQ entweder mit s, oder mit der zweiten durch P gehenden 
gemein seh aftliclien Secante s^ coincidiren. Je nachdem man A und ^p so wie 
B und £j, oder A und B^, so wie B und ^4, als entsprechende Punkte ansieht, 
ergibt sich s oder s, als Collineationsaxe. Unsere Figur stellt den ersteren 
Fall dar. Hätten wir die zuletzt genannten Punktpaare als entsprechend belracbtet, 
so würde sich die zweite gemeinschaftliche Secante ergeben haben. Die in Rede 
stehenden zwei Fälle unterscheiden sich wesentlich dadurch, dass in dem einen 

2 und 2j entgegengesetzt, im anderen einstimmig perspectiviach 
hegen. 

Als Endergebniss dieser Untersuchung können wir nun den folgenden 
SatK aufstellen : 

44. Zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte 
können immer als entsprechende Curveii porspocti visch 
liegender ebener Systeme angesehen werden. Als Colline- 
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ationsaxe kann man irgend eine gleichartig liegende 

gemeinschaftliolie Secante s uud als Oollineationsueu trum 

jeden der zwei Coutingeiiüpuukte betrachten, welche auf der 

Polaien des in b tti n dlioh eil gemeins hattlichen PuU-, 

liegen 

Mit Benützung iieses &itzes lassen sich zwei gememschattliche becaiiten 
zweiei Kegelschnitte A Aj leicht cimitteln wenn em Contingenzpuiikt 
gleithartiger Lage bekannt ist Man zieht duteh eine beliebige Gerade 
«eiche Arn AB und Aj in Ä^B^ schneidet uud LOnsttmit m den zulct/t 
gen-iiinten vier Punkten die Tangenten so ist der Schnittpunkt dei Tangenten 
in A nnd A^ so «le auch det Schnittpunkt der Tingenten in £ und .R, eil 
Punkt einer gemeinschafl liehen Secante a Der Dur hschnitt dei in A und B, 
SU wie der in B und 4, gezogenen langenten gehoit dei zweiten gemein 
schattlichen Secante Sj an 

Wie zwei ( ontingenz punkte bestimmt werien können nenn eine gemein 
schaftliche isecantp gegeben ist bedait woht keinei hesondeien i^rklaiung 



e) lU'fipiocitiit An GiHiiditebilde zweltei Stufe 

Wenn 7W(i ebene bj'-teme — und ^j deiait lul eitianlei bezogen sind 
dasB jedem tunkte P in — eine Uerade p^ m 2^ und jedei duiih P gehei len 
Geladen in S em m p^ gek^entr Punkt in 2^ entspncht so saut man lass 
die beiden Systeme lecipiok veiwandt oder letipiok sind 7wei 
Strahlenhün lel s und s^ nennt man tecipiol wenn jedem Stiahle p in & eine 
Ebene n^ u ^ und jeder duich p gehenden hbene in s em in ij gelegenei 
Stiahl von s^ entspricht Enlhch weiden ein ebenesbvstem 2 und ein btrahlen 
bündel ;. recipiok genannt wenn ledem Puikte P \on 2 eine Ebene t >on s 
undjedei duich P gehen leu Geraden von 2 ein in t gelegene i Strahl \ou s 
entspncht Allgemein kann m^n daher sa^en 

Zwei Grundgebilde der zweiten Stufe sml reciprok 
wenn je zwei uugleichaitigeu Elementen Pund q des einen 
Gebildes, von welchen P in ^ üegt, zwei ungleichartige 
Elemente Pj, <{, des anderen entsprechen, von denen P, 
dnich q^ geht ') 

Aus dipsei Eikliiiung folgt dass dei Verbindungslinie iigend zweier 
Punkte A B eines ebenen Sjstemes — jenei Punkt eines mit 2 reciprok 
verwandten ebenen Systemes entsprechen muss in welchem 'iich die den 
Punkten A B ent'^piechenden Geraden schneiden Bezeichnet man namlich 
diese Geraden duich öj \ und jenen Punkt »elcher der Geraden AB 
entsiiicht duich P, so muss P^ sowohl aut ö, als auth auf l^ liegen ei 
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kann demnach nui der Scliitti.unkt von öj und b sein Umgekehit entifpiicht 
in zwei reciptoken ebenpo Sv^temeu Jem Schnittpankte zweiei Geraden des 
einen Sj Sternes die Vetbindungslinie jener Punkte de^ andeien welche den 
z\ei Genden eil piecben In zwei reciprokei &tialilenhuideli hnden analoge 
Beziehungen statt Es entspricht nämli h jelei dm h ugei 1 zwei Stiahlen 
(Its einen Bündels bestimmten Ebene jener btiahl des tiieiei Bindeh in 
welchem sich die den zkci Strailen entsj rechen Jen Ebenen schneiden 

Bezüglich eines ebenen Sjstemes J und einei mit demselben recipiok 
vernaudten Stialiknbundels s findet die Beziehung statt dass dei \ eihindungs 
Imip itgend z«eii,r Puikte A uid B m i lie Duichsthnittshme jener Ebenen 
in s entspneht wel he den Puni ten 4 und B (.ntspjeokei und dem Schnitt 
junkte irgend z«eie Geraden u und b m 2 ontsyriobt in s jene Ebene welche 
duich die den Geiilei a und b entsprechenden Strahlen bestimmt vird — 
Alle diese Behauptmgen hnden ilre Recht fei tigung ii obigot Definition der 
icPi|roken Verwandtschaft 

Aus dieser Definitici ml dei füt die tlhneiie \ ejwanits 1 ttt ^efeel enen 
kann man schke-isen 

45.Wenn zwei Grundgebilde der zweiten Stute einem 
dritten reciprok sind, so müssen sie collinear sein und 
wenn von zwei collinearen Grundgebilde n der zweiten 
Stufe das eine mit einem dritten solchen Grundgebilde 
reciprok ist, so ist es auch das andere. 

Sind zwei ebene Systeme reciprok, so entspricht der unendlich fernen 
Geraden des einen Systemes ein bestimmter Punkt des anderen Syatemes, 
welcher der Mittelpunkt des letzteren genannt wird. Jede Gerade eines 
ebenen Systemes, welche durch den Mittelpunkt geht, heisst ein D urchmesaer. 
Aus den vorausgehenden Erklärungen lässt sich nun leicht der Satz folgern: 
46. In zwei reciproken ebenen Systemen entsprechen 
parallelen Geraden des einen Systemes Punkte des anderen, 
welche auf ein und demselben Durchmesser liegen. 

Die Richtung des letzteren und jene der parallelen Geraden werden 
conjügirte ßichtangen genannt. Auch nennt man einen Durchmesser 
und die Richtung der seinen Punkten entsprechenden parallelen Geraden 
conjugirt. Zwei Durchmesser deren Richtungen conjugirt sind, heissen 
conjugirte Duichmessei 

Liegt dei Mittelpunkt les einen von zwei reupioken ebenen Sjstemen in 
unendlicher Entteinung so liegt auch jener des anderen fejbtemes unendlich 
ferne Denn heissen m und m^ die unendlichen feinen Geraden dei zwei 
Systeme M, M, ihre Mittelpunkte von denen wn annehmen wollen diss M 
auf m gelegen sei so muss 11^ auf /;, ließen also unendlich «eit entfernt sein 
Sind demnach in i'wei leciprnkon ebfnen Sjstemen die Dunlimessei des einen 
Systemes untei eininder pai illol so sinl es au(,h die Duichraesaei des anderen 

17* 
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Je zwei einförmige (xiaadgebilde G- und g^ wel he sich m 7wei \ei 
schiedenen reciproken GiunlgeV Hfn iai ?weitei Stufe betiiiden nonnt n ai 
entsprechende Gebilde wem <t auf Elemei ten besteht die den 
Elementen von j^ in den beiden leciproken fitundgebillei entspieühen Sml 
z B ^ und 2 le ipioke ebenG S^'tteme um! be^eubnet Ä irgend eine Punkt 
reihe in 2 deren Elemente len m ^, bebndhcben btrahlenbuschel \ i 
Bezug auf J5' un 1 ^1 entspiecben so ■la^t man daas B und Sj entsiiecbenle 
Gebilde dei beiden Systeme «md 

Aus der Definition dei renproken VeiwandtBcbaft zwischen Giundgelildei 
der zweiten Stufe und dem Satze 7r. 1 Abscbnitt ei gibt sich unraittelbai lei 
nach stehende Satz 



1 dgebilde welche einande 



G 



Systeme bilden entsprechende Strahlen zweier projecti- 
vischer Strahle nbü scbel, deren Mittelpunkte sich in den 
Mittelpunkten der beiden Systeme befinden. 

In je lern dieser Sti ablenbtiache! gibt es ein Piar, oder unendlich viele 
Paire von auf eimndei senkiecht stehenden Stiahlcn deren entsprechende im 
andeicn BUschel ebenfalls aut einandei stehen Telen suichen Strahl nennt 
man eine A\e des betreffendenSjstemes Die Axen eines jeden ton zweneciproken 
ebenen Sj^temen sind also zwei auteinandei senkrecht stehende Durchmesser 
denen zw,ei gleichfalls einen leihten Winkel bildende Daiclimefsei des andeteii 
Systemes coiyugirt sind In zwei reiipioken ebenen Systemen kommen entwiier 
nur zwei, odei unendlich viele Paare von Axen voi 

Mit Hilfe des Satzes 47 kann der tobende in emfacher Weise begi (indet 
werden 

■49 Will mm zwei Giund„ebilde der zweiten stutc 
reciprok aufeinander beziehen, so kann man in jedem der- 
selben vier gleichartige Elemente, von denen keine drei 
demselben einförmigen G ru nd geh il de an gehören , beliebig 
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wählen und einander a.\a entsp rechend zuweiKcu; jedem 
fünften Elemente des einen (Jrundgebildes entspricht dann 
ein durch diese Annahmen vollkommen bestimmtes Element 
des anderen D-ibei wird vorausgesetzt, dass nur solche Elemente als ent- 
sj leihend beti achtet weiden wekhe ni iCLipioken Gebilden übeihanpt einander 
i,nt prctben körn ei i ihmhcb in z\ li ebenen Sjstemen Punkt und Gerade in 
iwei Strablenbüudeln btrahl and Ebene endlich m einem elenen Systeme und 
einem Strablenbündel Punkt und Ebene oder Geiade und &tiahl 

Der Beweis dieses &alze= für zwei eleue Sjstemc las^t sich luf folgende 
4rt geben i und — ^ scit,n die zwei retiproken ebenen Sjstemo ABCIi Mit 
beliel lg gewählte Punkte m ^ uiidOjöit^rfj du, vier diesen Punkten als cut 
spiCLhend zut,cwiehenen Geraden in -j Zu iigeud einem lüntten Punkte i m 

2 kann die eilspiGcbcudo Gnade gj ii — j damnicbt mchi 1 litbij, „ewablt 
weiden wie aus natbstehendei BeliaLbtung hcnoigüil Venbindet man i mit 
EtDE so erhalt man nach obigem Satze 47 einen Strahl enbüschel S welchci 

3 ler Punktreibc piojei,tivisth ist die von den bchuitti unkten der Geraden 
{j I 'iti mit der Guadeu a^ gebildet wird Der Schnittpunkt von «j und 
fj itEcheint nun daioh die übrigen Duichscbnittspunl te \on a^ mit b^i^d, 
vollkommen bestimmt (Satz 11 1 ibschuitt) ebeuso ist der Bnich 
achnittspunkt \on t, etwa mit 'j \oUkommen bestimmt nachdem dieser 
fuilt dPi Verbin lui g?h nie df-r Punkte B und i entspiecben muss und 
BE mit den Geraden i> 4 hC BD einen Strablcnbuschel bildet welcher 
mit jener Pnnktrtihe piojectivisch ist die sich ils Schnitt von h^ mit 
i^f, I,(,| ergibt Demnach ist die Geiade Cj obald der ihi entsprei.beude 
Punkt £ ingeno nmen w irde dur h die Übiifcei bereits Lnachten Aiiahnen 
ebenfalls unzweideutig be&timmt iid kinn nicht mohi Hillkäihch bcnahlt wer 
den Dasselbe gilt füi iigenl einen andern in ^ "infienonniei eu Punkt uni die 
ihn entBpiech ende Gorade 11 2, \oiaua dei obige Sitz msoferne ei Bidi luf 
reuprol e ebene Sj ste ne bez eht benoigeht 

Mit Benutzung des eben tibaltenen Resultates lassen sieh alle ubiif,en 
fälle auf wekhe iich dei in Rede stehende Sati! noch bezieht leieht begründen 
Der Beweis für zwei reciproke Strahlenhündel 1 ann i B dadurch beigestellt 
werden, dass man sich beide Bündel duich je eine Ebene geschnitten denkt 
wodurch sich zwei reciproke ebene S^tteme eigeben und lus dei Beziehung 
dieser Systeme auf jene der beiden Bündel etbliesst 

Die Bestimmung eines Grundgebildes G- der zweiten Stufe welches einem 
vollständig gegebenen zweiten solchen Gebilde G^ recipiok sein soll wenn man in 
Ö vier gleichartige Elemente ÄBCD kennt die den Elementen %&, jrf^intr^ 
entsprechen, geschieht mit Benützung des Satzes 47 und i^t dei oben erklarten 
Bestimmung des einen von zwei collineaien Giundgebilden G- G^ der zweiten 
Stufe, für den Fall als in denselben viei Paiie entsprechender Elemente 
bekannt sind, ganz analog. Diese Bestimmung beruht namlicb ebenfalls auf der 
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ConatruütioB eines vierten Klement das es, einem Grundgebilde iler ersten Stufe 
angehört, wenn von letzterem drei Elemente ÄBG, dann ein mit demselben 
projeetiviscb verwandtes Grundgebildc g und iu g die drei Jon Elemtntun ABC 
entsprechenden bekannt sind. 

Ans dem Satze 49 folgt unmittelbar : 

50. Ein aus vier gleichartigen Elementen bestehendes 
Grundgebilde der zweiten Stufe ist mit jedem zweiten aus 
vier gleichartigen Elementen bestehenden Grundgebilde 
der zweiten Stufe reciprok verwandt, wenn diese Elemente 
solche sind, die sich überhaupt in reeiproken Gebilden ent- 
sprechen können. 

So '£. B. ist jedes ebene Viereck mit jedem ebenen Vicrseit und jedes 
Vierkant mit jedem Vierseit im Strahlenbündol rmsiprok verwandt — 

Wir wollen nun untersuchen, wie viele Punkte in einer Ebene t, welche 
zwei lecipioke Systeme — und S^ enthiilt \orhanien Mnd die dcistlben 
Geraden entsiroLben ob man iie als Punkt \on — oder ^, betiachtet 

Fasst min sänmthche Gerade dei Ebene t als Elemente von 2 auf so 
entsprechen denselben Punkte m ij dei n GciararatlieU em ebenem Sjstem 
bildet wßkhes wii 2"^ nennen wollen betiachtet min dieselben Geraden als 
Elemente von .2^ io bilden die ihnen entspiLchenlen Punkte in 2 gleichfilis 
ein ebenes Sjstem, welches wn duich S^ bezeichnen 2^ und S^ sind nun mit 
demselben Systeme von Geiiden reciprok vetttandt daher müssen sie unler 
einander colhneai verwandt sein {Satz 45 3 Ab'ichnift) Zwei in deiselbeu 
Ebene liegende collineaio Sjsteme habpu nach Satz 19 '3 Äbsihmtt, im allge 
meinen nnr einen leellen Punkt odei diei odii alle ihre Punkte entsprechend 
gemein Jedem Punkte welchen die Systeme S un i 2^ ent prechend gemein 
haben aber auch nur solchen Punkten entspiicht nnn ein und dieselbe Gerade 
m 2 und 2^ oh man ihn als Element des einen oder des and^ en diesei Systeme 
ansieht, man kann daher sagen : 

51. In zwei reciproken Systemen, die in derselben Ebene 
liegen, gibt es im allgemeinen entweder nur einen reellen 
Punkt, welcher derselben Geraden entspricht, ob man ihn 
als Element des einen oder des anderen Systemes be trachtet, 
oder es sind drei solche Punkte vorhanden, oder allen 
Punkten kommt diese Eigenschaft zu. 

Bezüglich zweier reciproker, concentrisch liegender Strahle nbUn dei gilt 
ein analoger Satz, wie man sich leicht überzeugt, wenn man annimmt zwei 
solche Bündel würden durch eine beliebige Ebene geschnitten und berücksichtigt, 
dasB in dieser Ebene reciproke Systeme als Schnitte der beiden Bündel zn 
Stande kommen. 

Zwei in derselben Ebene liegende reciproke Systeme, in denen einem 
jeden Punkte dieselbe Gerade entspricht, ob man ihn als Punkt des einen oder 
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des anderen Systemea betrachtet, nennt man involu torisch liegend, oder 
ktlizer in\olutoi isch Beide Sjsteme werden dann meistens als ein einziges 
Sjitem aufgefasst welches man ein ebenes Polarsystem nennt. 

Zwei concentnsch hegende reciproke Strahlenbündel heissen ebenfalls 
in\olutorisch wenn jedem Strahle dieselbe Ebene entspricht, ob man ihn als 
Element des einen odei des andeien Bündels betrachtet. Die beiden Bündel 
w erden dann auch als ein einziger aufgefasst, welchen man ein Polarsystem 
im Strahlenbündel nennt. 

Ein ebenes System 2 und ein mit demselben reciproU verwandter Strah- 
lenbündel s liegen involutorisch, wenn jenes ebene System, welches durch den 
Schnitt von s mit der Ebene von S zu Stande kommt , gegen 2 involuto- 
risch liegt. 

52 Zwei reciproke Systeme 2 und 2^ , welche in der- 
selben Ebene liegen, bilden ein Poiarsystera, wenn den 
Eckpunkten A, B, C eines Dreieckes in 2 die ihnen gegen- 
überliegenden Seiten etj, öj, c, dieses Dreieckes in 2^ ent- 
sprechen. Zwei concentriselie reciproke Strahl en bnndel 
s und Sj bilden ein Polarsystem, wenn den Kanten a, b, c 
eines Dreikantes in s die ihnen gegenüberliegenden Seiten 
"i' ft' ^i «Üeses Dreikantes in Sj entsprechen. 

Um den ersten Theil dieses Satze"! zu rechtfertigen beweisen wir 7U'i'ichst 
dass jedem Eckpunkte des genannten Dreieckes die gegenfiberliegen le Seite ent 
■•priLlt ob man ihn ils Punkt lon 2 oder 2, betrachtet Dem Süii ittj unktt 
(iei Seiten 6j und fj ii 2, — namlich den Puikte 4 — entspricht he ^ er 
bii iungslinie der Pinkte B und C i — unseiet Am ahme 7ufolgp eat pricht 
aber A als Punkt des Sjstemes 2 beltachtet ebenfalls die Geralt. BC t« ent 
spncht dabei diesem Punkte die ihm gegenüber! eeendp Dieied stite oh mi 
ihn ah Element v n — oler 2^ ansieht bin gleiches gilt offeibai aich bezag 
heb der zwei übrigen Eckpunkte / und C 

Dass S und 2j in\ olutorisub hegen aho eii PolaiS3stem bilden hsst sah 
wie folgt zeigen 

Irgend tinem Punkte D (Fi;, 7t) in o^ als Punkt des Systemes 2 
betiachtet entspneht eine lur h A gehende Gerade dj in *j deien Schnitt 
puukt mit Hj wir D nenien wollti Dem Punkte D als Pankt lon 2^ betrachtet 
entipncht eine dur;,h A und D gebende Geiade rfj in 2 nachdem D sowohl in 
ßj als auch m dj gelegen ist Fasst man D als PunI t les Sistemes — j auf so 
cntspiicht demselben als Durchsei nittspmkt von« unldj di Veihmdungs 
linie der Punkte 4 und J) iho wiedet die beiade rfj ^le in dem Falle wenn 
D ils Element von 2 betrachtet wiid Na lidem nui J) ganz beliebig in a^ 
gewählt wur le "^o muss jedei Pinkt in öj die J igens I aft I aben da'!« ihm die 
selbe durch A gehende Gerade entspriclt ob man iht iH P nkt von 2 oJei 2^ 
betrachtet Ebenso l'isst sich zeigen lass jedem Puikte n b aäfi <j ii p 
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beziehuiifaweiso diuth B odPi ' gehende Geritdc doppelt eöbpiechen muss 

U meek eh n entspricht also einei durch A Ji oder C !,ehendt,u Gciaden ein und 

■p ,- deiselbe beiiehunnsweibe in 

h^ oder (j gelegene Punkt 

I man mag eine solche Gcrale 

1 als riement von i odei -, 

I ■»n'icheB 

Lt nun P iigond ein 
I Punkt von 2 so kann man den 
elben als Schnittpunkt /weiet 
I Geiaden m und n anftassen 
weichen die eine duich i 
I die andere durch B geht Die 
ser Schnittpunkt tntspni.lit dei 
Vt,rbinduugslinie j j jenei ivn.i beziehuigsweiac m «j und i-j t.ele{,eni,r PuukU 
Jtfj ffj welche den Geraden »* und h entsprechen Fisst man P ils Punkt 
von i'i nömlicb ah Schnittpunkt der in J, gelegenen Geraden ii und w auf =;! 
findet man daäb ihm gleahfills die Gerade jj in i entepiechen muss Da nun 
dei Punkt 1 t,anz beliebig ge«£thlt wurde und demselben als Element \on J 
oder i'j betracht t dieselbe Geiade entspricht so muh"! ein Gleich s iüi alle 
Punkte dei Tbene beider Sjatemt gelten d h diese feistenie liegen involu 
tonscb — Dei zweite luf St) ahlenblindel sich beziehende Theil des obigen 
Satzes lasst sich mit Benlit/ung des er'iten Theiie'' wetchei loebcn bewiesen 
wurde leicht refhtfeiti„en Man hat ■sich nui beide Bündel dnifh eine Ebene 
gest,bnitten zu denl en und kann dann au^ den Beziehungen dei «ei sich ils 
Schnitte ergebenden Svsttme luf jene dpr zwei Sti ahlenbündcl schliesben 

Aus dem in Redt- leben len und dem obigen Satze 49 vitd die Mfgliili 
keit klar dassziei Giundgebilde det zweiten Stufe überhaupt in^ olutori^eh 
liegen können Zwei in derselben Ebene befiidliche Sjsteme lassen sich ja 
immer derart reeiprok auf einandei be lohen da'is den Ecl punkten eines Diei 
eckes die ihnen gef,enÜbPi liegen den Seiten desselben Dreieckes entspieclicn 
und ebenso kann man in 7wci concentrischfn reciproken Sti ah len bündeln den 
Kanten eines Dieikantes die ihnen gegenüberliegenden Seiten immer als ent 
Bpreehend /uw eiser 

Jelei Pünlt uni die ihm entspiechende Gerade eines ebenen Polar 
lystemes werden PoluulPuliie gemnnt Jeder Punkt und iigend ein zwoitei 
auf der Polaren des ersteren gelegene Punkte h eis sen conjugirte Punkte 
und jede Gerade und irgend eine zweite durch den Pol der ersteren gebende 
Gerade nennt man conjugirte Gerade, Man kann also sagen : 

Zwei conjugirte Punkte eines ehe- Zwei conjugirte Gerade eines 

nen Polarsystemes sind solche, deren ebenen Polarsystemes sind solche, deren 
jeder auf der Polaren des anderen liegt, jede durch den Pol der anderen geht. 
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Bezüglich des Polarsystcmcs im StrahlenbüDdel geben wir folgende Er- 
kill ung 

ZweiStiahku iines I oHisv ttmts /«ei H cnrii eine'. Polarsjstenies 

im Strahlenbündel s-ind coijugirt wenn im fetrahlenblu Icl sind (onjngirt, wenn 
jelei in der Ebene liegt welche dem jede dmcb den Strahl geht, welcher 
anderen entiipiicht dei anderen entspricht 

Ein m der Ebene eines PolarMstcmes gelegenes Dreieck dessen Ecken 
die Pole der gegenubfrliPoenden Seiten sind heilst man ein Polardreieck 
und ein Dreikant welches einem Polaisjsteme im Strahknbündel angehört^ wird 
ein Polardreikant genannt wenn jede Kinte desselben der ihr gegenüber- 
liegenden Seite entspiicht 

In jedem ebenen Polarsjstcmo sind unendlich viele Polar- 
dreiecke vorhanden; jeder Punlct des Systemea, welcher nicht 
auf seiner Polaren liegt, kann ein Eckpunkt eines solchen 
DieieckCi sein. 

Der Beweis fui diese Behauptung ergibt sich ans Folgendem Um em 
Polaidieieuk ia eihalten kann man irgend einen Punkt A der Ebene, in welcher 
die beiden lecipioken Sjstcme 2 und *, imolutonsLh hegen, als Eckpunkt des 
Dreieckes beliebig wählen Die Polaie «^ lon A betrachtet man als eine Seite 
und irgend einen Punkt R von it^ aH -iweiten Eckpunkt Die Polare b^ \on B 
mufs dann durch jl gehen und bestimmt in ihiem Schnittpunkte T mit «^ den 
diitten Eclvpnnkt des Polaidieieckes Damit ist obige Behauptung gerecht- 
leitigt. — Ein analogei Satz gilt bezüglich des Polatsystemes im Strahlenbündel 
Nachdem es in den meisten Fällen sehr leicht ist aus den Beziehungen 
zweier reciproker ebener Sjsteme auf die Beziehungen zu ichhessen, welche 
zwischen zwei lecipioken Strahlenbündeln beliehen , so wollen wir uns m der 
Regel damit begnügen, nur reciproke ebene Sjsteme in Betracht zu ziehen 

t)6 Ein ebenes Polarsjstem ist vollkommen bestimmt, 
sobald man in demselben ein Polardreiecit und irgend einen 
Pol und seine Polare gewählt hat; doch darf dieser Pol auf 
keiner Seite des gewählten Dreieckes liegen, also seine Po- 
lare durch keinen Eckpunkt des Dreieckes gehen. 

Der Beweis hiefür ergibt sich unmittelbar aus obigen Sätzen 49 und 52. 
Aus dem Satze 53 lässt sich scbliessen : 

54, Zwei reciproke ebene Systeme können immer da- 
durch zu einem Polarsysteme vereinigt werden, dass man 
ihre Mittelpunkte und je zwei einander niebt conjugirte Axen 
zur Coincidenz bringt. 

Die vereinigten Axen und die unendlich ferne Gerade bilden nämlich dann 
ein Dreieck, in welchem jeder Eckpunkt der ihm gegenüberliegenden Seite ent- 
spricht, woraus folijt, dass die beiden Systeme involutorisch liegen (Satz 52, 
3. Abschnitt). 
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DasB nmgekehrt in indem cbcntn Polarsysteme die Mittelpiinlttp sowie 
die nicht coujugirten A\eii der beiden Sjsteme aus welchen es besteht coinci 
diren müssen, ist leicht einzusehen neun man hLrüLksichtigt dass die unendlKh 
fernen Geraden der ?nei Systeme znsammen fallen 

Eine wichtige Eigenschaft dei in R de stehenden in^olntoiischen (xebiide 
drückt folgender Satz ans 

55. Je zw ei einförmige Grundgebilde, welche sich in zwei 
reciproken involutorisch liegendenGrnudgebilden der zweiten 
S tu fe entsprechen, liegen im allgemeinenebenfaHsinvolutorisch. 

Für das ebene Polaisystcm lässt sich dieser Satz in nachstehender Weise 
begründen. Die Kwei zu einem Polarsystem vereinigten ebenen Systeme seien 2 
und2j,jiseiirgend ein nicht auf seiner Polaren gelegener Punkt in 2 und «, seine 
Polare (Fig. 76). Ist D irgend ein Punkt in «, , d!, seine durch A gehende Polare 
und D' der Durch schnittsp unkt von a^ und rfj, so muss B' der Pol der Geraden 
AB sein , welche wir d\ nennen wollen. Alle Punkte J) in a^ bilden eine Punkt- 
reihe 2?, welche mit dem aus allen Geraden rfj gebildeten StrahlenbOschel B^ 
projectivisch ist (Satz 47, iS. Abschnitt) ; daher muss iJ auch mit jener Reihe R' 
projectiiischvei wandt sein welche durch denbLhnilt\on Sj mit«, nlmlichduich 
alle Punkte B iw Stande kommt Da nun dem Punkte D der Punkt D enc 
spricht ob man ihn ah Element von R odei ü betrachtet so hegen Jt und R 
iolglich auch J? uni \ involutoriscb — In ähnhcher Weise kann der Sati ")5 
auch für die übrigen Falle luf welche er sich bezieht nachgewiesen weiden 

Nachdem J) und B conjugirte Punkte sind kann man sagen dast. alle 
Paare conjugirtcr Punkte ■lelche ein un l deiselben Geraden angehöien eine 
lüTolutonsche Reihe und ■iUe Paare coniuaiiter Geraden {ä^ ?^) welche dutch 
ein und denselben Punkt gehen, einen involutorischen Strahl cnbtl seh el bilden. — 
Analoge Beziehungen finden aucli in jedem aus Strahlenhündeln bestehenden 
Polarsysteme statt; wir können somit die Sätze aufstellen : 

56. Jnjedem ebenen Polar- In jedem Polar Systeme 
Systeme bilden alle Paare im Strahle nbündel bilden alle 
conjngirter Punkte ein und Paare conjugirter Ebenen, 
derselben Geraden eine invo- welche durcheinnnddieselbe 
lutorische Punktreihe und Gerade gehen, einen involu- 
alle durch ein und denselben toriseh eu Ebene nbüscho 1 
Punkt gebenden Paare con- undalleineinundderselben 
jugirter Geraden einen invo- Ebene befindlichen Paare 
lutorischen Slrahlenbüschel. conjngirter Strahlen einen 

involutnrischen Strahle u- 

büschel, 
Ist C irgend eine ebenen Cnrve eines Systemes - und bezeichnet man 
durch 2'j irgend ein mit 2 rcciprok verwandtes ebenes System , so entspricht 
der stetigen Aufeinanderfolge von Punkten , welche die Curve C bilden , eine 
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stetige Aufeinanderfolge von Geraden in i, . Die Ourve C^ , welcl e alle diese 
Geraden berührt, bezeicbuel man als die der Curve C entsprechende ui 1 ! ei 1 1 
CnndCj reciproke Curve n. Stellt man sieh vor würde du cb einen 
bewegliehen Punkt P erj:eugt, so kann man annehmen C^ entstehe durch eine 
bewegliche Tangente p^ . So oft P irgend eine bestimmte in 2 gelegene Ger-ide 
^j trifft, ebenso oft geht p^ durch den der Geraden g^ entsprechenden Punkt 
G, woraus man schliessen kann: 

57. Sind zwei Curven reciprok, so ist die Ordnungszahl 
der einen gleich der Classen/.ahl der anderen. Ein Kegel- 
schnitt kann daher nur wieder einem Kegelsebnit te reci- 
prok sein. 

Zwei unendlich nahe Lagen des beweglichen Punktes P bestimmen eine 
Tangente von C und cntspruhen zuei unendlich nahen Tangenten von Cj, deren 
Durchschnittspunkt als ein Punkt dei Curve und zugleich als Burübningspunkt 
der beiden Tangenten betrachtet weiden kann. Hieraus folgt; 

58 Jeder Tangente und ihrem Bortthrungspunkt o einer 
Curve C entspricht beziehungsweise ein Berflhrungspunltt 
und die dazu gehörige Tangente einer jeden mit C reciprok 
verwandten Curve. 

Für reciproke Strahlenbündel gelten analoge Beziehungen, welche aufzu- 
finden und nachzuweisen keine Schwierigkeiten bietet. 

Befinden sich zwei reciproke Systeme in derselben Ebene , so kann man 
fragen: Wie viele Punkte gibt es, denen in beiden Systemen dieselbe Gerade 
und wie viele Gerade , denen derselbe Punkt entspricht? Zur Beantwortung 
dieser Frage führt eine einfache Untersuchung, welche jener ganz ähnlieh ist, 
die uns zur Bestimmung der gemeinschaftlichen Pole und Polaren zweier in der- 
selben Ebene befindlicher Kegelschnitte geführt hat. Man findet, dass es in 
zwei reciprokeu Systemen, welche in derselben Ebene lie- 
gen, im allgemeinen drei Punkte gibt, denen dieselben Ge- 
raden doppelt entsprechen. Von diesen drei Punkten kön- 
nen zwei imaginär sein (Satz 81, 2. Abschnitt). — Wir begniigen uns 
mit diesen Andeutungen, da ein näheres Eingehen auf den in Eede stehenden 
Gegenstand grösstentheils Wiederholung sein mttsste. 

Es soll nun untersucht werden , welche gegenseitige Lage jene Pnnkte 
zweier rcciproker , in derselben Ebene befindlicher Systeme haben , welche auf 
den ihnen entsprechenden Geraden liegen. Die beiden Systeme nennen wir - 
und ^j , A sei irgend ein Punkt und a^ die ihm entsprechende Gerade in 2^. 
Dem Satze 47, 3. Abschnitt, zufolge bildet A den Mittelpunkt eines in 2 befind- 
lichen Strahlenbäschels S, welchem eine auf «j gelegene, mit S projectivisch 
verwandle Seihe B^ entspricht. Die Gerade a, schneidet den Büschel iS in einer 
Reihe .H, welche der Reihe JBj projectivisch ist. .H und üj sind also zwei con- 
jectivische, auf «j befindliche Reiben. Dieselben haben entweder zwei reelle 
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oder zwei imaginäre Doppelpunkte I>iD\. Jeder dieser Doppelpunkte, als 
Element von ^j betrachtet, liegt auf dem ilim catspre eben den Strahle des 
Büschels S. Die Gerade, welche dem Punkte D^ des Systemes 2, entspricht 
sei d, die dem Pnnkte D', desselben Systemea entsprechende Gerade heisso d'. 
Betrachtet man /), als Punkt von 2^ so entspricht ihm eine Gerade in 2^, 
welche durch D^ gebt, nachdem D^ auf d gelegen ist. Dj liegt also auf der 
ihm entsprechenden Geraden, ob man ihn als Pnnkt von ^ odor ^^ auffasst. 
Betrachtet man die Gerade d als Element von 2, so entspricht ihr der Punkt 
-Dj in S^, sieht man d als Gerade von 2, au, so niuss ihr, da sie durch i>, geht, 
ein anf d gelegener Pankt entsprechen. — Aus dieser Untersuchung ergibt sich 
nun der Satz : 

59, Jeder Punkt in der Ebene zweier reciproker Systeme, 
der als Elcnieni des eintMi Systemen betrachtet auf der ihm 
entsprechenden Geraden liegt, ist auch als Kieme nt des an deren 
Systcmes auf der ihm entsprechenden Geraden gelegen und 
jede Gerade, weiche als Element des einen Systemen durch den 
ihr entsprechenden Punkt geht, enthält auch als Element des 
ad Sj t m b t 1 1 t j P kt d h t j bt 

ItZt Pltgi Gd Ib tihmtp 

h d r d n gt bt f 11g m h t 

Pkt7)d h Ih d h ti IdGadglt Id jl 

j t h R h m lig w D H li 1 1 b t t Z bt 1 

duhDblbg IGd dEb dbd [1 Sjtm 

th It j d 1 h C 1 n h t P kl 1 b a t 

dl tpldCdltAlId Pltbhl 1 1 

(Fig. TT.; einem Kegelschnitte, wie 

wir nun zeigen wollen. 

In Fig. 77 sei P ein 
— Jedenfalls vorhandener . — 
Punkt, welcher derselben Ge- 
raden p entspiicbl, oh man ihn 
als Element von 2 oder 2^ be- 
trachtet. Als Element von 2 
nennen wir diesen Punkt P, als 
Element von 2^ heisse er P^ 
und die entsprechenden Gera- 
den seien beziehungsweise p 
und j3^, Einer aufj), oder was 
dasselbe ist, auf p^ befindlichen 
Reibe R eEtst)ncht ein Strah- 
lenbüschel mit dem Mittel- 
pnnktc P, welcher Büsche! von 
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p in einer Reihe S^ geschnitten wird. A und B seien di e Doppelpunkte von B 
und Ä^, also Punkte, welche aaf den ihnen entsprechenden, darch P gehenden 
Geraden «j, öj liegen. Dass den Punkten A und B dieselben Geraden entspre- 
chen, ob man sie als Elemente von 2 oder 2^ hetracbtet ist leicht einzusehen. 
Dem Punkte A '/.. B, entspricht als Paukt von ^ die Gerade «, , wie wir ange- 
nonimeD haben; als Punkt von 2j, und zwar als Schnittpunkt von «j und ^,, 
entspricht ihm die Verbindungslinie der Punkte A und P, also wieder die Gerade 
a,, — Zieht man durch A irgend eine Gerade ÄD^, so enthält dieselbe, wie wir 
oben erklärt haben, ausser A noch einen uweiteii Punkt 7>^, durch .weichen die 
ihmentspre(,hende Ge aie seit Fbenso enthalt die Gerade T)^F aus^sei D^ 
noch einen zweiten dertitigen Punkt i)j Die Geiadu Dji*^ als ijlement von 
^, nennen nn m^ und dei ihi entspreuhendo Punkt «elcher auf p gelegen «ein 
muss nachdem »ij dnich P, i^eht heisse Tf 

OTj kann nun als Traget emtr Punktreihe » betrachtet loiden wel he 
einem btiahlenbusfhel mit dem Mittelpunkte M. entspiicht Diesei busihel 
schneidet»»^ in einei Reihe r^ und die beiden Reihen » und ij welche ptojec 
tivisch smd müssen ihie Doppelpunkte in D^T) hab^n Dass > und *j invo 
lutorisch !ief,en ist leiiht cin7U^eUen wenn man berttckiithtut dais dei 
Sschniltpunl t Q dei fieiadeu jMj und j)^ dem Punkte P entspricht ob man ihu 
als Punkt lon * odei », ansieht (Satz ol 1 Ab cbnitt) nachdem Punl jj^ sieh 
unserer Votausset/uag gemäss doppelt entsprei-hen Hieraus tolgt dass P und 
<? durch die Punkte J)^!), harmonisch getrennt werden 

Die lierade *»^ insoferne iie ein Element von 'S. bildet nennen wir m 
und dei ihi entsprechende Punkt welcher auf p^ hegen muss heisse 3fj 
Einer aut m befindlichen Punktreihe o entspiicht ein Stiahlenhus hei welcher 
seinen Mittelpunkt in M^ hat und von m in einer mit n projectnnd en Punkt 
reihe q^ geithnitten wird o und Pj liegen invoiutoiisch aus demselben Grunde 
welchen wir angegeben haben um die involutoiische Lagt, dei Reihen i und i, 
nach7UWfisen Es ist nun leicht einzasehen dass die beiden iurch f ij und po, 
gebildeten Involutionen identisch sind Sie haben la gemeinschaftliche Doppel 
punkte 2), B j ui d jedes Paai von Punkten der Geiaden in welube durch Dj JJ , 
harmonisch getienut witd, bildet ein Paai entspiechendei Punkte beider Involu- 
tionen. Hierausfolgt, dass irgend einem Punkte einer dur ehpgehe n- 
den Geraden m als Punkt von .2 undi", betrachtet zwei Gerade 
entsprechen, welche sich in einem Punkte von «(schneiden 
Mit Benützung dieses Ergebnisses kann der Punkt P in einfacher Weise 
bestimmt werden. Man wählt einen beliebigen Punkt c der Ebene von 2 und 
ij, ermittelt den Schnittpunkt ß der beiden diesem Punkte entspiechenden 
Geraden und verbindet a mit ß. Die Gerade aß enthalt dann den Punkt P 
Durch Wiederholung derselben Construetion ergibt sieh eine zweite Geiade 
yÄ, in welcher P ebenfalls liegen muss. P wird dahot im Sibnilfpunktr- \nn «f3 
und yS erhalten. 
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Zieht man dmüi A irgend eine müht durch J>, oder D^ gehen le Gerade 
At so potliält dieselbe tusse 4 noch einen Panlvt ( w icher auf der ihm 
eiitapiech enden Geialen hegt Die SdimttpunUe von AC mit m und 6j nenien 
wir beziehungsweise F uni I und dei Schnittpunkt dei Geraden BC mit 
m sei O 

Dpn Punkten dei Geradei AC entspncbt in — und — j je ein btrahlen- 
büschel Sund S, deren Mittelpunkte sich tn «j befinden i acbdera J.f duich 
^ hindniihgeht S uid Sj sii d j lojectivisch nie man aus dem batze 47, 
3 Abschnitt schliessen kann und liegen peispect lisch da sie den StraH «j 
entspiechend gemein haben «elclier lern Punkte A loipelt entspncbt Der 
perspeetivisobe Durchschnitt dei beiden Btlsthel ^eht lutch die Punkte Ji und 
C Denn es entsprechen lern Punkte F icil ei lat } liegt zwei öicb in B 
schneidende Geiadc und den Punkte G entijie hen nach Sit? -fii 3 Abschnitt, 
zwei Geiade welche duich C gehpn Den Punkte E entsptechen daher zwei 
Geiade welche sich in einem Punkte von if schneiden na hdem abet jSauf 
m gelegen ist o gehoit der Schnittpunkt die&pr zwei Geriden auch iet Iinie 
w an, tolglicl 'vchneiden steh die zwei dem Punkte F ent- 
sprechenden Geraden im Punkte G, woraus man schliesaen kann, 
dassi'undö entsprechende Punkte der auf ws befindlichen 
involutorisclien Reihen rr^ bilden 

Wir denken uns nun durch A unendhch viele Gerade AC geio^en und 
sftmmlliche Punkte mit Jt verbunden. Alle Punkte £ bilden dann eine Reihe 
r, welche der durch alle Punkte G- entstehenden Reihe *j projectiviscb ist Die 
beiden ans allen Geraden AO und BO bestehenden Strahlenhüschcl sind dabei 
ebenfalls projeeüvisch und erzeugen einen Kegelschnitt A welchem 
Bämmtliche Punkte C angehören, die anf den ihnen ent- 
sprechenden Geraden liegen. Dieser Kegelschnitt berührt die Geraden 
a, und ij beziehungsweise in den Punkten A und B. Die Curve h geht nämlich 
durch A und B, nachdem diese Punkte in den ihnen entsprochenden Geraden 
liegen, sie kann aber weder a^ noch ö, schneiden; denn würde /.. li, ttj mit h 
noch einen Punkt H ausser A gemein haben, so mUsste H einer von a^ v e r- 
schiedenen Geraden entsprechen und diese Gerade müsste nicht nur durch 
H, sondern auch durch A gehen , weil M auf a^ liegt. Die Gerade AH ist aber 
von a, nicht verschieden, es würden also die zwei Punkte A und H als Punkte 
desselben Systemes ein und derselben Geraden entsprechen, was unmöglich ist. 
Dem Kegelschnitte k, als Curve des Systemes .J betrachtet, entspricht 
ein Kegelschnitt h^, weicher von allen Geraden berilhrt 
wird, die den Punkten von k entsprechen, also von allen 
Geraden, welche durch die ihnen entsprechenden Punkte 
gehen (In Fig. 77 sind z. B. D^M anA D\M solche Gerade). Demnach 
müssen die Schnittpunkte irgend einer Taugente von ft, mit der Curve k jene 
Punkte sein, welche dieser Tangente entsprechen. Betrachtet man k als Curve 
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des Systemes S^ so entspricht ibr gleichfalls ein Kegelschnitt h^ m 2 Dieser 
Kegehchnitt ist identisch mit Aj , denn wie ehen erwähnt entsprechen die 
Schnittpunkle JJ^ irgend einei Tangente ( von /j dieser Tangente ( und em 
gleiches miisste bezüghch der Cuive i gelten Wären Äj und l^ verschiedene 
Cnrven so müsste es moghch sein aus J eine von t verschiedene Tangente f an 
Ag zu ziehen nnd J mUsste aui h iler Geraden t eutfproüheii was unmöglich ist 
nachdem jedem Punkte des einen b>steme3 nui eine einzige Gerade des 
anderen S> Sternes entsprechen kann 

Der Kegelschnitt i, berdhit die Geraden i^ und h^ weil a^ und öj durrh 
die ihnen entsprechenden Punkte A nnd B gehen Die HeiühiunKapunkte 
müssen A und B sein denn waren e^ mdere Punkte so würde man aui A und 
S von a^ und ö, lersthiedene Tangenten ziehen können wehhi dinn ebentalla 
den Punkten A und B entspiechen milssten 

Die Geraden a, und b^ weiden da,hei sowohl von k aU 
aocb von k^ in den Punkten A und S berühr t. 

Dass A'j stets innerhalb der Curve ft gelegen ist ^.eht daiaus hervor 
dassjede Tangente \on ftj den Kegelschnitt A in reellen Punkten nimlich in 
den ibi eiitapre heiiden ti offen muss 

Sind iie Dfppelpunkte D^D^ allei iiivolutonsi.hen Reihen deien Tragei 
die durch i* gehenden Geiadui m bdden imaginär so gibt e« keinen reellen 
Kegelschnitt A Dann i=!t abei auch keine leelle Curve k, voihandeu E\istiit 
Dämlich keine reelle Curve k also auch kein reellei Punkt welcher auf dei ihm 
entsprechenden Geiaden liegt so gibt es selbst; ei stand lieh au h keine leelle 
Gerade welche durch den ihi entsprechenden Punkt geht k un 1 A.j sind 
denjnai.li entneiei zugleich reell olei zugleich imaginai 

Haben die auf p befindlichen coiijectivischen Reihen H und S, imagiULite 
Doppelpunkte j1 unl B so kann man zwei Fälle unterscheiden Entweder 
haben ^He invol itorischen Reihen deren Tr'iger iie durch Pgehenden Geiaden 
m bilden nnagmare Doppelpunkte dann sind k und A, imiginat oder alle 
diese Reihen besitzen reelle Doppelpunkte dann gibt es reelle Cunen A und k^ 
welche sich in ien zwei imaginären Doppelpunkten A und B heiühren Dass im 
letztet en Falle die GeraJe jj keinf lei Cuncn A odet A^ schneiden kann also 
Pinneihalb beidei Ouiven heneu muss, ist leicht einzusehen 

Als Resultat der eben durchgeführten Untersuchung stellen wir nun 
folgenden Satz auf: 

60. Liegen zwei reciproke Systeme in derselben Ebene, 
so gehören alle Punkte, welche auf den ihnen entsprechenden 
Geraden liegen, im allgemeinen einem Kegelschnitte Aan 
und alle Geraden, welche durch die ihnen entsprechenden 
Pankte gehen, berühren einen Kegelschnitt k^. Diese Gurven 
sind entweder beide reell, oder beide imaginär und berühren 
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sich im aUgoraeinea in zwei reeUea oder imaginären 
Punkten Kein Pnnkt der Curve l^ lie^t ausserhalb k. 

Fax zwei Lom-entristh liegen le lecipioke Stiahlenbüudel gilt ein 
analoge) batz nelulien aufzustellen und naih/un ei'isn uiciit scbwer fällt. 

Wenn die zwei in deiselben Ebene befindlichen reciproken Systeme 
involutoii'irh liegen also ein P o lars vt em bilden so fallen die beiden 
Curven A und A[ /iiaararaen Denn ist a irgend eine Tangente von k^, so 
schneidet sie die Curve k in zwei ihi entsprechen de u Punkten A und B, welche 
im allgemunen nicht loincidiren können wenn l und A, verschiedene Curven 
smd Im ebenen Polarsvsteme entspricht abei jeder Geraden a ein und derselbe 
Pnnkt ob man a als Element des einen odet des luderen Systemes betrachtet, 
folglich müssen A and B a,Ko inch ? und A zuavmmenfalien. Der Punkt A 
»elchei dei Tingente a entspinkt liegt auf Ä und zugleich auf «, daher mnss 
^ der Beruht ungspunkt von Ol mit A sein Der Pol einer jeden Taugente 
der Curie A; ist somit des Berühi un^spunkt dieser Tangente, 
&ind ABC die Eckpunkte ii^euU einPs Pohrdieieckes das einem ebenen 
Polarsjsteme angehött und hat keine dei duich lonjugiite Punkte gebildeten 
mvolntoiistlien Reihen deren Träger die Seiten flj^j^'j dieses Dreieckes sind 
teelle Doppelpunkte (Satz 5lj -i Abschnitt) so kinu die Cuive l keine der 
diei Seiten schneiden Dann müsste es aber anch moglith sein ans jedem der 
Pniikle A B oder f zwei Tangenten an A zu ziehen Bezeichnet min eine der 
m A sich schneidenden Tangeuten durch dj ibren Schnittpunkt mit a^ durch 
D und den Berührungspunkt derselben duich B so ist B dei Pol von d^ abei 
auch D nittsste als Schnittpunkt von «^ und d^ der Gciaden AD nämlich dei 
Tangente a, entsprechen nas nui denkbar ist wenn man innimmt dass ß und 
D iusan menfallen d b dasa A die Gerade ir, schneidet Dies widerspiicht 
nununsetu Voiiussetzung folglich kann es keinen reellen Kegel 
schnitt l geben wenn 1 eine dei lul ien drei Seiten itgenl 
eines Po lardreieckes befindlichen, durch conjugiit.e Punkte 
gebildeten Reihen reelle Doppelpunkte hat. 

Von der Möglichkeit eines ebenen Polar System es, in weichem keine Seite 
eines Polard reieck es Doppelpunkte besitzt, also keine reelle Curve k vorhanden 
ist, kann man sich durch Folgendes überzeugen : Nach Satz 53 ist es gestattet 
ein Polardreieck, dann irgend einen Punkt und seine Polare beliebig zu wählen. 
Die Ecken dieses Dreieckes seien ABC (Fig. 78), seine Seiten a^\c^, der 
gewählte Punkt heisse/'und seine Polare ji^. Der Geraden w, welche die 
Punkte Ä und P verbindet, entspricht der Schnittpunkt M, von a^, p^, der 
Geraden«, nämlich der Verbindungslinie von £ und P, entspricht der Schnitt- 
punkt N^ von öj, p, und endlich entsprechen sich der Schnittpunkt 0, von 
c^, ß, und die Verbindungshnie o der Punkte 0, P. Heissen die Durch seh nitts- 
punkte von a, und tu, dann von b, und n, ferner von Cj und o, beziehungs- 
weise iU' Wj, 0'[, so sind Jf|M'j, sowie auch -WjJV'j und OjO\ conjngirte 
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Punkte. Durch diese drei Punktpaare ond die Ecken dea gewählten Polar- 
dreieckes ABC wird auf den Seiten des letzteren je eine involutorische Punkt- 

reiiie vollkommen befctirarot, ,„ „^v 

' (Fig, 78.) 

welche durch conjagirte 
Punkte zu Stände kommt, 
nachdem in jeder Seite zwei 
Paare conjngirter Punkte 
gegeben erscheinen (Satz 
58, 1 Ahschnitt) In Fig 78 ] 
haben nun die^e be'^timmen 
den PunKtpaare aut jeder 1 
Seite eine solche geg' n 
seilige Lige, dass keine dei 
drei in Rede stehenden n 
volutoiischen Reihen teel 
Doppelpunkte haben kann 
Die Punkte A, B werden | 
nämlich durch 0^, 0\ , tiio 
Punktet, durch a^^, N', 
und die Punkte £, C durch 
itfjiiW, getrennt, woraus geschlossen werden kann, dass die drei Reihen ein- 
stimmig verlaafcn, also keine Doppelpunkte besitzen. In diesem Falle ist aber 
kein reeller Kegelschnitt k denkbar, und doch ist das Polarsystem, welches 
durch ABC, den Punkt J* und seine Polare p^ bestimmt wird, möglich ; es muss 
daher auch ebene PoJarsysteme gehen, in denen keine reelle Cnrve k vorhan- 
den ist^ also kein reeller Punkt in seiner Polaren Hegt. 

Jeder auf seiner Polaren gelegene Punkt eines ebenen Polarsystem es 
wird ein Ordnungspunkt, jede durch ihren Pol gehende Gerade ein 
Ordnungsstrahl und der Kegelschnitt k, welcher alle OrdnungEpunkte 
enthält, dieOrdnungscurve oder Directrix des Polarsystemes genannt. 
Der folgende Satz bedarf nnn keines besonderen Beweises mehr. 
61. Alle Ordnungspunkte eines ebenen Polarsystemes 
gehören einem reellen oder imaginären Kugelschnitte, der 
Directrix des Systemes, an, welcher von allen Ordnungs- 
strahlcn in den ihnen entsprechenden Ordn un g spun k te ü 
berührt wird. 

Es ist nun leicht einzusehen, dass ledei Ke,;f! «schnitt als Directrix einea 
ebenen Polarsystemes bctiaihtet weiden kann und dass je Pin Punkt und seine 
Polare in Bezug auf den Kegelschnitt entsprcLbende Elemente dieses Systemes 
bilden. Aufh fallt es nicht schwer siUi ?u überzeugen dass je zwei entspre- 
chende Elemente eines ebenen Polar«ystemes Pol und Polaie m Bezug auf die 
Directrix sein mttssen Hieraus folgt, dass die Äsen und der Mittelpunkt 
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eines ebenen Polarsysteraes mit den Axen und dem Mitt.elpankte der Direetrix 
zusammenfallen. 

In jedem ebenen Polarsysteme gibt es im allgemeinen zwei, auf einer der 
Axen befiniälidip, vom Mittelpunkte gleich weit entfernte Punkte, welche eine 
derartige Lage haben, dass je zwei durcli ein Qiid denf!elben von diesen Paukten 
gehende coujugirte Gerade anf einander senkrecht stehen. Diese Punkte werden 
Brennpunkte und jene Axe, auf welcher sie liegen, die Hauptaxe des 
Polarsystemes genannt. Die beiden Brenupuukte können auch im Mittelpunkte 
coincidiren, dann stehen je zwei conjugirte Durchmesser auf einander senkrecht 
nni dis Polaisjsttni wiid em i echtwmkeliges genanrt Besitzt let/teiei 
eine reelle Ditertiix su muss dieselbe ein Kr eis sein 

Wild em Puhrsystem ira btrahlenblindel durch irgend eine Ebene 
geschnitten und hat dis sich als bihnilt ergeben le Pülaisjstein eine leeile 
Dirfctm so gibt es utfenhar eine dem Polars\steme im StiahlenbUnlel 
angehoiige reelle Kefeelflache zweiter Ordnung deren sämratliche Strthlen aiit 
den ihnen entspiechenden Ebenen liegen Diese Kegclflachß geht duich die 
Directnx des ebenen Pohrsjsteraes M^n nennt sie die i dnun gs fl äch e 
tidei Ditectiix des Polatsjstemes im Sttahlenbünde! Daifs es inh 
Systeme gibt m welchen keine reelle Oidnungsfiaclie existitt ist leicht 
einzusehen 

Mit Hilfe dei Gesetze dei Recipi ocitit welche wir bisher kennen geleini 
haben ist es möglich aus gewissen Eigenschaften eines Gebildes das einem 
Grundgebilde zweites btnfe angehiiit auf die Eigen'ichatifn eines anderen 
Gebddes zu schliessen welihes dem eisteren lecipiok iit Wenn etwa mehieie 
Gerade einei ebenen Pigut sich in demstlben Punkte SLhneid n so können wu 
behaupten dass in der reciproken ebenen Figur die Punl tc welche den 
erwähnten Geraden entsprechen auf ein und derselbbu Geraden hegen Wei n 
mehrere Punkte einer ebenen Figur sich auf einem Kegelücknitte befinden so 
berühren lu dei reciproken Figur jene Geraden welche den erwähnten Punkten 
entsprechen ebenfalls einen Kegelschnitt u s w lUe bisher aufgestellten 
Doppelsatze bilden Beispiele hiefüi und jeder \on 7weier diesei Doppelaat/t 
kann ins dem andeten mit Hilfe dei Recipiocitätagesetze unmittelbai abf,eleitet 
werden Man hat eben nur wenn es sich um zwei ebene Gebdde handelt statt 
Punkt Gciade statt D urch seh nittai unkt \eibindungshnie statt Punkt einci 
CurvL Tangente einer Curye u s w zn tet/en um aus dem einen den anieicn 
Satz zu eihalten Will man aus einem Sat.ie der sich auf Gebilde im Stiahlen 
bundel bezieht mit Hilfe der Gesetze der Reeiprocitat einen zweiten &atz 
ableiten dei ebenfalls auf Gebilde im Strahlenbündel Bezug hat so muss statt 
Stiahl Ebene statt Durcbschnittslinie zneiei Ebenen Ebene zweier Stiahlen 
statt btiahl einer Kegelflache tangirende Ebene einer Kegelflache a i vi 
gesetzt weiden Bezieht sich endlich ein bitz aut ebene Gebilde und soll aus 
demselben ein anderer Satz abgeleitet weidei dei lilr Gebdde im Strahlen 
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bOndel gilt so liat man statt Punkt Ebene statt t eialf St abl stitt P nltt 
einei CuTve tanf?iieiide Ebene einei Kegelfläehe u s \ ,(U setj;ei) 

Der auf solcle Alt alg lutete '^at/ bedarf la i lei es besonleien 
Beweises mein wenn dei atdete bereits n ich gp wies sn i I je wo solrbe Sitze 
weiden i eciproke Satze benannt 

Ni ht nas jeiem Sat^e lasst sii,h indass Inicli die in R de Meliet le 
Tiausformation ein ebentalls giltiger ableiten So /i B kann der tolgende in 
der angegebenen \\eise iilt transfoiuirt we den Jede Tangente eines 
Kreises steht anl le n Du hmes ei weichet durch ibren Bei ühi ungbi ui kt aeht 
senkrecht Nirht tiansfo mnbii nach diesei einta hen Methode sind eben in 
all^ei leinen alle bat^e welche sich a, f e nfa he Missveihiitn ssp beziehet und 
Eige B haften a dilclen !p e k le üopj h ihiltn e sondei n ir 
einlache aj brande iie^e 
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Flächen zweiter Ordnun; 



a> Eczeugni^ der Fliicheu zweiter Ordnung und Classe. 
Sind s uQd s^ zwei reciproke StrableobQndel, von denen wir im allge- 
meineo annehmen wollen , dass ihre Mitlelpunkfe nicht coincidiren , so liegen 
alle Punkte , in welchen sich je zwei entsprechende Elemente von s und Sj 
sehneiden, auf einer Fläche, die als ein Erzengniss der beiden Bündel betraclitet 
werden kann. Man nennt dieses Erzeugniss eine Fläche zweiter Ordnung, 
Die Mittelpunkte der erzeugenden Bündel liegen auf der genannten Fläche, 
nachdem die Verbindungslinie dieser Pnnkte , ob mau sie als Element des einen 
oder des anderen Bündels belrachtet, die ihr entsprechende Ebene in einem der 
Mittelpunkte triitt. Der Schnitt einer Flüche zweiter Ordnung mit irgend einer 
Ebene e ist eine Eegelschnittslinie Denn die zwei ebenen SvEtcme, welche 
sich als fechnitte von e nit snndsj eigebci sind emaudei leciprok und da sie den 
selben Tragei e haben so geboren im allgemeinen alle Punkte (on e welche auf 
den ihnen entsprechenien Geiaien hegen einem Kegelsthnitle A an (Satz 60 
3 AbsLhnitt) Jedci Punktion K liegt aber in der Flache zweiter Ordnung 
nauhdem jeder solche Punkt den Durchschnitt von zwei entsprechenden Flemen 
ten der beiiien Bündel s unds, bildet es muss dabei dieCurve K derDurLhsLhnitt 
dei tibeiie £ mit der Flache zvveiter Ordnung sein Geht die genannte Ebene 
duith den Mittelpunkt eines der erzeugenden Strahlenbündel etwa durch den 
Mittelpunl t von s so ist der Schnitt ebenfalls im allgemeinen eine Kegelschnitts 
linie wie folgende Betrachtung lehrt Die Ebene t kann in diesem Falle als 
Element von = betrachtet v\eiden welchem irgend ein bestimmter Strahl t, in s, 
entspncht und nllen in t gelegenen Stiablen von s müssen Ebenen von ^ ent 
sprechen die dntch c^ gehen Alle in t gelegenen Strahlen von s bilden einen 
btrahlenbüschel S welchem em Fbeuenbtlschel E^ in Sj entspncbt dessen Axe 
Cj ist F, wild nun durch t in einem Strahlen büschel geschnitten dei dem 
Büschel S projectivisch ist also mit ihm einen Kegelschnitt di zeugt und dieser 
Kegelschnitt gebort der FUche zweiter Ordnung an nachdem in jedem seiuei 
Punkte zvsei entspiechende Elemente von s und \ 7usamm ntreffen Geht end 
lieb e durch die Mittelpunkte beidei erzeugender Bündel '■o belaufet man 
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durch dieselbe Seh luss folge raug, wie in dem eben vorausgesetzten Falle zu dem 
Resnltate , dass der m Hede stehende Schnitt eine KegelschniUslinie sein muss. 
Es gilt somit dei Satz 

1. Der Schnitt einer Fläche zweiter Ordnung mit 
irgend ein er Ebene ist im all sera einen eine Kegel schnittsiinie. 
Hieraus folgt, dass eine Fläch e zweiter Ordnung von keiner 
Ge adon nnelra szve P k enge chnittenwerdenkann. *) 
W be e sen nun zu äch das e ne beliobifio Punkte einer Flüche 
zwe ter 1 u j, als M telju ktc zwe er d ese Fläche erzeugender Strahlen- 
bü d 1 ange romen e den können Tf e de Mittelpunkt eines der erzeugen- 
den Bündel (Fig 7<)) A K zwe beheb ge du ch M gehende ebene Schnitte 
der F ä he w Iche s 1 no h n e nem z ve 
teu Punkte A sehne len e dl cb hei se M 
ge d e n he eb ge a s erl '» b K AK 
befindl eher Pnnl t er t ^ch z e c Ü d 
uüg In dem Kegels hn t e Ä^ cn 

z c bei eb ge Pu k e ^ d (_u e J j 

zwei beliebige Punkte I), E und legen durch 
die Pnnkte M^ und A irgend eine Ebene, 
wolckc K in G und K^ in II schneidet. Die 
vier Geraden welche den Punkt ilf mit h( BL, 
verbinden hetrichten wir als Strahlen des 
crzougei den Bündels und M^ alr Mittel 
punkt eines zueilen mit « leciprok veiwand 
teu Bündels s dessen Strahlen ÄT^ff ^^^ mi den Ebenen der Curveu K und 
Kl als entsprechend zuweisen. Unter dieser Voraussetzung rauss der Strahl MA in 
s der Ebene M,^A in s^ entsprecben, weil MA der Durchschnitt der Ebenen von K 
und JTj ist, während die Ebene M^Ä dnrchjene Strahlen JH^ff, M^if geht, die den 
Ebenen der z«ei Cur\en entspiechtn Den Strahlen MB MC m s weisen wh in 
Sg beziehungsweise die Ebenen M^G-B und 31 GC dann den Strahlen 3W ME 
beziehung** weise die Ebenen M HD und M__NE als entsprechend zu Die 
gemachten Annahmen sind nach Satz 49 6 Abschnitt, gestattet denn m jedem 
der beiden reciproken Strahlenbündel i und i_ wurden nur je vier Elemente 
beliebig gewählt und einander als entsprechend zugewiesen Durch diese An 
nahmen sind ahei dem eiwähnten Sitze zufolge die beiden Bündel vollkommen 
bestimmt und wir haben nun zu untersuchen, ob durch s und ij ^^^ gegebene 
Fläche zweitei Oidnung welche ein Erzeugnis* der Bündel s und \ ist, eben- 
falls erzeugt wird 

Der Kürze des Ausdruckes wegen nonncn wii die gegebene Flache zweiter 
Ordnung F und jene Fläche zweiter Oidnung, weh he dutch s und ^ zu Stande 




*)Im allgemeinen wild eine Fliehe die ven keiner &ei<iil''n ii mchi ah ? 
Puakten geschnitten wird, eine FHche >i'" Ordnung genannt 
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kommt, beisse F^ Vor alieoi ist leicht einzubehpn dass F und F^ die Cnrven 
K und S'j, sowie auch den PuuU J/^ gemein haben Dajs Ä^auth der Flttche 
F^ nngebörti, geht diiaus hcrvoi ddbs die tuiit Punkte ABC(rM, welche K 
beBtirameii, imscitn Anii'ihiiieji (uloige auf F, ^eleccn sni l hbtnso muss K, 
der Fläche J\ aiigphorpü nachdem die lünt Purkte Ai,DHM von K^ aaf dieser 
Fläche liegen. Kt nun i itgend ein Pnnki von F unl legt man durt^h Pundüf^ 
irgend eine Ebene s «elobe K und K^ iiije /wei Punkten schneidet, so erhält 
man als Schnitt von t sowohl mit F aK ■iuch mit F, emu Kegelschiiittslinie. 
Diese beiden Gutven mtisipn '»bei identisch sem nachdem iiu tunt Punkte, näm- 
lich Ifg und die vier Schnittpunkte mit K und K^ gtmein haben datier gehört 
P auch der Fluche F, an Pwuide bUitbigauf dei iKuK, J* aufcenommen, also 
liegt nicht nur P sondern auch icdei andtic Punkt von F auf der Fläche F^ 
(!. h. F und F^ sind identisch 

Denkt man sich durch M^ — ^ so wie voihm duich Jlf — zwei schneidende 
Ebenen gelegt und einen beliebigen Punkt M^ der Fiacbo als Mittelpunkt eines 
Strahlenbändels Sg anj,pnoniiutu so ist Ituht einzusehen das"- Sj derart reciprok 
aaf den Bündel s_ bezogen werden kann da s die Flächi F duich s^ und s., 
erzeugt wird. 

Aus diesei Unttusuchun^ (,oht iiuh hervui dasa li tli I F durcli K 
und Äj und den Punkt 3/, vollkommen bnslimmt ist 

Wenn die Schnittpunklc Ä und M dti beiden Ouivcn K und E^ in M 
coincidiren, so berühien sich K und Z^, in diesem Punkte welche Voraus setnung 
ebenfalls gemachtwetden kann ohne dafs die Resultate dci eben durchgeführte« 
Unter sucliang enic AcnJcrunt; erleiden wurki 

Es lassen sich nun folgende feät/e aufstillin 

2. Je zwei Punkte emei t lache zwoitei Oi du ung können 
als Mittelpunkte zweier die Fläche erzeugender Strahlen- 
böndel betrachtet werden. Diese beiden Bündel lassen sich 
auf unendlich viele Arten reciprok auf einander be;iieben. 

3, Eine Fläche zweiter Ordnung ist durch ;<wei in ver- 
schiedenen Ebenen gelegene Kegelschnitt e ifund Ä'^, welche 
sich entweder berühren, oder in zwei Punkten schneiden, 
und durch einen ausserhalb der Ebouen von K und K-^ gele- 
genen Punkt vollkommen bestimmt. 

Der zweite Theil des ersteren Satzes leuchtet ein, wenn man berück- 
sichtigt, dass die Ebene, welche durch M^ und A gelegt wurde, nämlich die 
Ebene in s^, die dem Strahle MA in s entspricht, eine beliebige Lage haben kann. 

Sind a und b^ (Fig. 79) zwei eine Fläche zweiter Ordnung F erzeugende 
StrahlenbUndcl, deren Mittelpunkte Jlf und M^ heissen mögen, « irgend eine 
durch M gehende Ebene von s, welche F in der Cnrve K schneidet, und bezeich- 
net man den der Ebene t entsprechenden Strahl durch M^G, so muss die Tan- 
gente ( an JK^ im Punkte JK jener Ebene entsprechen, welche durch Jlf und M^G 
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bestimmt wird Denkt man 'iKh lamlich den Strahl MB «el her A in B 
schneidet eo Uiige in dei Ebeut von K üva M Redieht bis dei Punkt B mit M 
üomaiirt alho Jtf5 /ni Tii gente wird bo fallt dif Ebene JlfiCr welche dem 
Sttahle MB entspricht mil der Ebene JUM^G tusimmen Nachdem nun e 
beliebig duith M gplegt waiUe so entspricht jedei Tangenfe ' eme? rtuich Jlf 
gel enden KefrelsLhnittesi der Flache F eine Ebene m s^ welche dan,h die 
GeiaUe M^M t,el t Alle durch M^M gehenden Ebenen bilden einen libtceo 
büschel wekheni ein Slrablenbüschel in s entspreihen mus dahci hegen 
alle Tangenten ( aul emei £,beiie und iv, m aul derjenigen dib dem 
Strahle M3T^ entspricht, Diese Ebene ist die tan gjr ende Ebene im 
Punkte M. Sie bildet den Träger eines aus Tangentender 
Flflclie bestchenilen Strah leiibusehel s in s, welcher einem 
Ebeiienbüschcl in s^ entspricht, dessen Axe der gemein- 
schaftliche Strahl M3T^ der erzeugenden Bsschel s , s^ ist. 
Bezeichnet * eine Ebene , welche eine Fläche zweiter Ordnung F in 
iit,end einem PuLkt M berührt den wir ah Mittelpunkt eines der 7wei eizeu 
genden ätrahlenbündel s und ^ betrachten wollen und heibsl da aus sammt 
1k1 en in t gelegenen Tangenten von F gebildete Strablenbü'.chel S so schneidet 
t jenen Ebenenbüschel weichet iem Strahleiibllschel 5 entspricht in einem 
mit S piojectivisch verwandten concentrisch liegenden Stiahlenbuschel Sj (Sitz 
47 3 \bschnittt Die beiden Bbscli 1 6 und Sj komei iiui entweder iteüe 
odei imaginire Doppel strahlen haben Ist eisteres Icr Fill so hej^t jelei 
Uoppelstralil seiner ganzen Ausdehnung nach luf dei Flache F Denn jelei 
Pii kt eines solchen fetiahles gehurt zugleich zwei entspi e oh enden Elementen 
dci erzeuaenden Büschel an 

Da M als ein bcliel 15C1 Punkt lei Flaclic F anE,enommcn wui lo un l in 
/wei concentnsch liegerden piojectivisthen Stiahlenbu'^chelu ent teder keine 
zwei coincidii ende zwei gesoideitc oder unendlich viele leellc Doi ptlstrahlen 
vorhanden sind so kam man lehaupten dass duich ciien beliebigen Punkt 
einer FHche / veitci Ordnung rntwcdei kemc zwei co ncidiitnde /wei gesoi 
feite odei nneiidlich viek leelle Gerade gehei vekhc ganz auf der FHche 
liegen Die Fälle m welclen es keine odei nui zwei solche Geiadc gibt &md 
die *illf,ememen 

Man nennt j de GeiaJp welche ad einei Flache /weiter Ordiung hegt 
einctciadt Erbeutende dci Flache weil wie wii spatu sehen werdtn 
jede solche Linie als eine einzelne Lige emer die tUche ei zeugenden Geiaden 
betrachtet weidci kann 

Nachdem zwei duich einen bestimmten Punkt M einer Flache zweitci 
Ordnung gehende geiade Erzeugende Doj-pclstrablen jei ei zwei Büschel S und 
Sj «ind deicii Reme]n<!chaltlicher Tiagei die tangirende thene im Punkte iH 
bildet so muss umgekehrt ]edr duieh zwei f,eiade Eizeugcnde gelegte Eben« 
die fläche im Schnittpunkte dieser Erzeugenden beruhren 
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■Wird dnrijh eine geiale ErÄPUgpnde irgend eine Ebene gelegf so muss 
diese Ebene die Flache im allgemeinen noch ein zweites Mal und zwai wicdtr 
in einer deiaden schneiden Der ebene Schnitt wckher nach Satz 1 immer 
eine Cnrve zweiter Oidnuig oder eine Speonhtat euer solchen Cune ist feeht 
namhch in diesem lalle in zwei sich schneidende Geiade über Hieraus eigibt 
sich dass eine Flauhe zweiter Ordnung entweder keine oder unzählig viele 
nicht aber bloss eme endliche Anzahl von geiaden Linien enthalten kann 
Gibt es eine auf der Fläche befandhche Gerade so mass jede duich sie gelegte 
libpne die Flätho im allgemeinen not,h m einei zweiten Geiaden. schneiden 
und gebt iurch irgend einen Punkt M. der FlSthc keine t,crade Ei zeugende 
SjO kam es aul der iHihf ubeihaupt keine solche Linie gebtn Denn w-we 
etwa cl iigeod Lim" gcraie Etzeugende so mtissto die Ebene nclche duii^h 
M und l bestiinnt wn i die Fläche m eiiiei duich M □ehciilei C enden 
Buhneiden , was dei gemachten Voiaus'-ctzane VMdcisjnclt 
Wir koimeu nun tollenden Satz aufstellen: 

4. Eine Fläche zweiter Ordnung hat entweder keine oder 
unendlich viele gerade Erzeugende. Durch jeden beliebigen 
Punkt einer solchen Fläche gehen im allgemeinen entweder 
keine oder zwei gerade Erzeugende. Jede durch eine 
gerade Erzeugende gelegte Ebene schneidet die Fläche im 
allgemeinen noch in einer zweiten Geraden und berührt die 
Fläche im Schnittpunkte der zw ei Geraden. Jede tangirende 
Ebene einer Fläche zweiter Ordnung mit geraden Erzeugen- 
den schneidet im allgemeinen die Fläche in zwei geraden 
Linien, deren Schnittpunkt der Berührungspunkt ist. 

Eine Fläche zweiter Ordnung mit geraden Erzeugenden wird eine 
Regel- oder Strahlenfläehe z w eit er Ordnun g genannt, da man 
überhaupt Flaihen weiche dunh die Bewegung emfr geiaden Linie tntstanden 
weiden können Regel oder Strahlenflachen heisst 
ir haben beieits erklait dash dunh einen beliebigen Punkt einer 
e ent«edor nui eine (zwei coiutidireade) oder /wei gesondeite, oder 
unendlich viele gerade Erzeugende gehen können Ist M irgend ein Punkt einer 
ßegelfliche durch den n a r eine gerade Erzeugende d geht so kann es keinen 
ausstihalb dbefinlhcben Punkt M^ dei Flache t,cben duich welchen mehr 
als eine geiade Eiziugcnde geht Denn wüiden zwei lu M^ sieh sehneidende 
Gerade dei Flaihc existiien so musste die eine n^mheh jeiit wekhe in der 
Ebene M^d liefet (ou d geschnitten weiden während die iiidere mit d nicht 
in einerlei Ebene liegen konnte, nachdem diese Ebene sonst drei Gorade mit 
der Flache gemein hatte Würde nun dui h jene Gorade, welche ä nieht 
schneidet und dei Punkt M eine Ebene gelegt bo mti-^ste dieselbe mit der 
Regelflache einen durch M gehenden geiadlinigen Schnitt geben, der von d vei 



y Google 



Ereeugung der Flächen zweiter Ordirmn^ und Classe. 281 

schieden wäre, was unserer Voraussetzung widerspriclit. Aas dem Umstände, 
dass durch keinen ausserhalb d gelegenen Punkt der Fläche mehr als eine 
gerade Erzeugende geht, kann nun geschlossen werden, dass alle geraden 
Erzeugenden in e inem P unkte J;us^mmentreffen Sind nämlich 
dndriz lezl goedrhiH und M^ ^ehtnde geradi Etzeu(;ende 
iercB Sei t{unl t S 1 e ssen no^e u d vürde etwa t? \ou einer dtitten solchen 
Geraden d n e nem on S er 1 ed en P nkfe i^cfchnilten so mtisste die 
Ebene eiche dur h M und I be t mn t w i die Regelfl'iche in einer vnn d 
verscb ele n C e aden s hn den was oCge du- Vonussptzung ist dasb dur h 
M nui Line teiade Lr^eugende t,eht Hieiaus folgt dass d ebcnlalls danh 
S gehen muss dass also nachdem d beliebig ge«äh!t wurde alle geraden 
Erzeugenden im I unkte S zusammcntiefien — Eine deraiti[,e Eet,cltl'n lie 
zweiter (Jidnung bei welchei alle geiaden Eizf,ugenden duich ein und denselben 
Punkt S gehen wiid eine Kegelf Ikühc ^wcifei OtUnung genannt 
Der Puikt S heisst die bpitze odei dei Mittclpui kt dei Kcf,olfla(,he 
Liegt S Jn unendlichei Entfernung so sind alle geraden Liztugcnden 
parallel und die Kegelfliche geht m ome CilinderflaLhe zweitci 
1 d n u n g Ül ei 

Dei oben erwähnte Fall dass in oinei tangircnltu Ebene cmci Fldthe 
zweiter Ordnung unendlich viek durt,h den Derühiung'ipunkt M f,ehcndQ 
Geiade der Flache angehoicn tntt unter telgender Voiiussetzung ein bind - 
und b^ die erzeugenden Bündel deien Mittelpunkte wii M und M^ nennen 
und entspiRht jenem Stiahlenbnschel 8 dei ion sammthchen die Sla hi, in M 
beiUhreuden Tangenten gebildet viid ein EbenenbUsdiel L^ welcbei gegen 
yS peripeUivis h lieol so „üioicn alle diese Taiit,enten ihrti garzen Ausdüinui f, 
nach der Plathe an und sind also zugleich gerade Ei zeugende 

Bctiauhtet man E^ alt> einen EbeneubUschLl des Bunlcls s so muss 
demselben lu s^ ein Strahleubüsohel S^ entsprechen weluhei fccgen E^ ebentallf 
peispectivisüh hegt Denn i'it a iigend eine Lbene von E^ welehe duich den 
Stiahl a des Büschels S geht so entspiicht dar Lhcnc tt in s ein Stiahl «j in 
b^ welcher m dem enlsj techenden Llemente von a nämlich in a hegt, 
nachdem ff duich ffl gebt S'immtluhe Strahlei des Büschels S^ eeboici -iomit 
ebenlalls der Flache zweiter Oidnung an 

Dass die Flache m diesem Falle 1 einen luukt besitzt dci ausserhalb 
der Tiager der beiden &ttahlcnhuscbel b und S, gelegen waic t^cbt aus 
Folgendem hervoi Ist ß eine beliebige Ebene von s welche nicht duich MM^ 
gehtj so enthalt dieselbe irgend einen istiahl h des Büschels S Dem Stiahle b 
entspiiclit eine Ebene ß^ in s^ welche duich b geht und der Ebene ß ninss eine 
m ß^ gelegene Geiade b^ entsprechen weil ß die Gerade b enthält Das 
bchebig gewahlle Paai entsptechendcr Elemente ß und &j schneiden sich nun 
in dei Ebene des LUschels S dabei eischeint unsere Bcbauptunf, gerechtfertigt 
Die Flache zweiter Oidnung geht also in zwei Ebenen Über, wenn in den 
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erzeugenden StrahlenbundelD ein Strahlen bü sehe 1 unl ^t it m entsprochende 
Ebenenbüschel perspct,ti\i^Gl htgen 

Aus unserer Unteisuchunf, geht heivoi dass ar^n al» Spedalit&ten tter 
Regelflächeu zweiter Ordnung autiuEaastii bat, Die Kegel undCilinder- 
flächen zweiter Oi dnan^, und ^wei bfclipbij,e Ebenen 

Sowie die Ke^elsch iittslimen na h dei Anzahl iliiei reellen unendlicli 
ferneu Punkte in veischicdene Gattungen 1.11 getl eilt «erden kann man auch 
die Fläühen zweitei Oidimiig iduh dt-r Au/ahl und gegenseitigen Lage ihrer 
reellen unendlich fernen Punkte \on einandei «ntei cUeidei) — Bevor wir auf 
diesen Gegenstand eiQgehe'i bemeilcn \\n dass alle anendlich fernen 
Punkte des Kaumeb ant ein und deibelbeo Ebene liefen 
mUbsen Würden nimhch ille unendh h teruen Punkte aul cinei krummen 
Flache hegen oder überhaupt nithl ein und derselbtn Pbene angehören, 
so müsBto es Gerade geben welche mthi als einen unendh h feinen Punkt 
besitzen da eine kruinrae ilithe oder eii System \on Punkten die mchf auf 
deiselbei Ebene gelegen sind nicht \on allen denkbare: Gera, len mit in einem 
Pankti, f,etioffen werden kam 

Ziiiächst betia hten wu li Flachoi äwciIli (li liuus ncl lo 
keine getaden i,izeugeQlen bcsit/cn 

Hat eine solche Fläche mit der unendlich fernen Ebene keinen reellen 
Punkt gemein, so wird sie ein Ellipsoid genannt, wei! alle ihre ebenen 
Schnitte Curveu zweiter Ordnung ohne nnendlich fernen reellen Punkten, näm- 
lich Ellipsen sind. Daaa ein Ellipsoid keine Kegelflächc sein kann, leuchtet ein, 
wenn man berücksichtigt, dass jede Gerade einen unendlich fernen Punkt besitzt. 
Wird eine Fläche zweiter Ordnung, auf welcher keine Geraden vorhanden 
sind, von der unendlich fernen Ebene berührt, so heissi die fläche ein 
elliptisches Paraboloid. Der Schnitt einer Ebene mit einem elliplischcn 
Pirabokide ist eine Farabel ^cnn iie Ebene duuh den unendlich fernen Punkt 
der Flä he geht Jede andere Ebene Imin die Flihe, wie leicht einzusehen, 
nui in (inei Ellipse schneiden 

Ist der Sebtitt dei untndhch Icmen Ebenr mit einer Flaihc iwutei 
Ordnung welehe leine geraden Er^eUoendin besitzt, eine Kegtlsthniltilinie 
nennt min die Flache ein zweilathes Hyperboloid Wie wir spätei 
hellen werden bt^teht diese t liehe lus i^wei rheileii. Sie kann duieh Ebenen 
sowohl nach Ellipsen Parabeln ih aneh nich Hyperbeln geschnitten werden 
Heisst A dci Sehnitt der unendli b lernen Ebene mit der Fläche und t ugtnd 
eine Ebene «eiche letztere schneidet so wiid der Schnitt von t eine Ellipse 
larabcl oder Hjpeibel je nachdem e die Guive Ä" nicht sehneidet beiuhrt 
oder schneidet 

Die Bedingungen untci welchen ein Lllipsoid ein elliptisches Paraboloid, 
odei ein zwcitaihes Hypeiboloid durch lo ipioko Strahlenbündcl erzeugt wird, 
können aus Folgendem entnommen werden 
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Sind s and Si die t zeu{,eiiden fetiahlenbundel ut len M ttelj asikteu M 
und Ifj \at\ vwsLhiebt man den einen die^n BUidel cIt» j deiart dass seine 
Elempnte zu ihren nfiprün glichen Richtungen paiallol bleiben bis M^ mit, M 
zueimraenfäJlt aokai neb sein diss kein Strahl des vmschobenen Btindeh den 
wii Sj nennen wollen ii jener Ebene von ;> liegt welche demselben entspticht 
Um dies einzusehen brautht man sich nur sund*, dmeh iigend eine Fbe e 
geaehnitten in denken weicht 1 1 ht durch M ^eht Jede sei hc Ebene bcbneidPt 
die bellen concentuscben Bündel i z«ei retiprokeii ebenen Systemen ^elrbe 
eine leelle oder mag nrc Oidnunsicune beait<!eö Im letzteren Falle gibt e 
keinen n'ellen Strahl von 5 wel bei in der ihm cnt'^piethpnden Ebei e liegt 
und dann i&t auuh in kein reeller btiahl \oihanden welchei 7U der ihm 
entsprechLui j EbeuL 11 ^arillel waie Uie duich s und Sj eizeugte Fläche 
zweiter Oidnung hat aho dann keinei leellen unendlKb feinen Punkt und ist 
somit eine Ellipsoil 

Schneidet eile behebigL Elei die beiden concentns hen StiahlenKindel 
«und j in leciproken denen Sjtilemen bn welchen die Oidnungscuive 10 
einen einzigen Pa It ubeij,eganf,en i^t so gibt es nur einen einzigen Stiahl m 
^ welchei /a dei ihii e uLsp rechen den Lbene m s parallel Ittufl und dieeiztut,te 
ridchc hat nr einei einigen leelkn unendlich ftrnen Pnnkt Die eizeugte 
Flache ist dann ein elliptis hes Paraboloid — Es fallt nun 1 1 ht s h itr die 
Beiiehungeu zu cimittelu welche zwischen ä und Sj sliiUfindcu n UB&en lan t 
ein zweifachen Hjjeibcloid zu Stai^e konrae 

W d cne Regeltia 1 e z ve ter Ordnung von der unendlich 
fe ne Ehe c n e ne C ir e e te In ng — worunter hier nicht auch 
Spec al täten ner aol hen C rv zu verstehen sind — geschnitten, so heisst 
de Flache wo ke e Eegelfl'iche st e einfaches Hyperboloid. 
D esc Fläche besteht nur ans e ne n The 1 e später gezeigt werden wird. Ihre 
ebenen beb tt können Ell psen Pa abeln Hyperbeln oder zwei Gerade sein. 
B st 1 der S b t d r unendl I ic en Ebene mit einer Regelfläche 
«e ter dn g vel 1 e ke e F geifläche st, aus zwei Geraden, so berührt 
diese Ebene die Flache im Durch sehn ittspunkte der beiden Geraden (Satz 4, 
4. Abschnitt); die Fläche heisst dann byperpolisehes Paraboloid, weil 
ihre ebenen Schnitte , wenn sie nicht geradlinig sind , nur Parabeln oder 
Hyperbeln sein können, Heisaen nämlich ä und d' die zwei unendlich fernen 
geraden Erzeugenden der Fläche und M der Schnittpunkt von d und d', so ist 
leicht einzusehen, dass alle schneidenden Ebenen, welche gegen M gerichtet 
sind, parabolische Schnitte geben , während jede andere Ebene i , wenn sie 
keine gerade Erzeugende in sich enthält, einen hyperbolischen Schnitt geben 
muss , dessen unendlich ferne Punkte die Durch schnittsp unkte von * mit den 
Geraden d und d' bilden. 

Gebort eine Regelfläche zur Gattung der Kegelfl&chcn zweiter Ordnung 
und hat sie mit der unendlich fernen Ebene zwei Gerade gemein, so ist die 
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Flache cntwcdei eint hypoibolischc Oilindei flache odpi sie besteht 
aus zwei Ehuuen Teder ebene S hiiitt niier solchen Cilinderflache ist 
entweder geradlinig odei h>peiholiBLh denn jede Bchueideade thme welche 
nicht durch die unendlich ierne Spitze dei tische gebt trifft die zwei unendlich 
fernen Erzeugenden in zwei Pun! ten 

Hat die unencihch tarne Ebene mit einer Regelfläche zweiter Orinung 
nai eine -eiade Tinie gemein bo i'-t die Il&the cntweier eine Cilinderfliche 
zweiter Oidnung oder sie hestebt aus zwei paiallelon Lbeuen Die Fiatbe mubs 
nämlich zn jenen RegelflAiben geboren bei weichen durch einen beliebigen 
Puiilit entweder nur eine odei unendlich viele gerade Erzeugende gehen weil 
ja Bonbt dei fethnitt der unendlich fernen Ebene mcbt bloss eine beiade dei 
Flatbe enthalten konnte ime Ke elfltchc mit citiei lu endhchci Entfernung 
gelegenen Spitze kann die Fhche nicht sein nachdem die unendbch ferne 
Erzeugende jedenfalls den Schnittpunkt illei Erzeugenden in sich enthilt aho 
ist die Fkche entwedci eine Cihndeiflicht olei Me besteht ans zwei parallelen 
Ebenen Jedei ebene Schnitt einer solchen Uhndeiflacho wenn ei muht 
geiadlinig ist muBS eine Parabel sein da er nur einen nnendhch fcricn Punkt 
besitzt man nennt dessbalb die Fläche eine parabolische Cilmdei 
fläche 

Wird eine Regelfiathc zweiter Ordnung \on der unendlich fernen Ebene 
nui in e i n e m unendlich finien Punkte getroffen so müssen lUe geiadcn 
Erzeugenden duich diesen Pnnkt gehen weil die Fhche sonst mehi als einen 
unendlich feinen 1 unkt hatte Hieiaus folgt dass alle geiiden Etzeugendcn 
unter einandei parallel sind also einer Cilindeiflache tngchoren Diese Flache 
wird eine elliptische Cilindeiflache j,enaunt, weil sie, wie leicht 
einzusehen, von Ebenen nur in Ellipsen oder geraden Linien geschnitten 
werden kann. 

Man unterscheidet demnacli folgende Gattungen von Flächen zweiter 
Ordnung : 

Flächen ohne gerade Erzeugende; Das Ellipsoid, das elliptische 

Paraboloid, das zvfeifachc Hyperboloid, 
Regeiflächen: Das einfache Hyperboloid, das hyperbolische 
Paraboloid, die Kegelfläche zweiter Ordnung, die 
elliptische, parabolische und hyperbolische Cilin- 
derflache und das System von zwei Ebenen, 
Eine Fläche zweiter Ordnung wird auch durch zwei reciproke ebene 
Systeme erzeugt, von denen wir im allgemeinen annehmen wollen, dass sie nicht 
in derselben Ebene liegen. Legt man durch je zwei entsprechende Elemente 
{Punkt und Gerade) von zwei solchen Systemen eine Ebene, so berühren alle so 
erhaltenen Ebenen eine Fläche zweiter Ordnung, wie wir später zeigen werden. 
Letztere wird in diesem Falle als ein Erzeugniss zweier reciproker 
ebener Systeme, oder auch als umhüllende Fläche aller jener 



y Google 



Er^eugmig der Flächen zweiter Ordnung und Clagse, 285 

Ebenen bezeichnet, welche sie berühren. Die Gesammtlieit dieser Ebenen nennt 
man einen EbenenbQndel zweiter Ordnung. 

Die Träger der erzeag enden Systeme berühren die umhüllende Fläche eben- 
falls Denn hcissen tiie beiden '^j teme^una ^^ ihTelr'ieprbe7iehtinE'iweisp f «,, 
und ihre Darühscbiiittsilmie 7 so nfspruht d^i Oerad r /? al ein Element \on 
^ betiacbtet ein Punkt T>^ m t^ un ! derselben Geraden d als Element \on — ^ 
ein Punkt D m — wor'tus fol^t diss t und f, Elemente lea Ebi-nei bündtW 
zweiter Oidnung biUeii 

An die umhüllende Fläche eines Ebenenbün lels 7«fitei Ordnung lassen 
an.h im allgemeinen aus einei Geraden d nicht mehr ah zwei bcrübronde 
Ebenen legen wie nachstehende Beiiacbtung lehrt Ist M der S bnttpunl t der 
Geraden g mit dem Trftgei t des Syslemes 2 und legt man dunb g beliebig 
viele Ebenen so sLhneidet der durLb lefztere gebildete Ebeuenlilsthel E die 
Ebene t m einem Stiablenbüachel nit dem Mittelpunkte Jf weUben Büst,bel wii 
S nennen wollen Dem StrabUilüstbel S onlspri ht in 1^ eine Punktieil e R, 
deien Tiäger die dem Punkte M nnt prechenle Geiade m bildet Diese Gerade 
wird \on dem Ebenenhüscbel £iT ei i luikticile B j,escbnitten welche mit 
Si piojecliTiaLb ist nachdem ö und Hj also aut.h £ und B^ piojectuiscb su d 
(Satz 47 3 Abtebnitt) B und B, haben nun im allgemeinen nicht mehr als 
zwei Doppelpunkte Jeder solche Doppüpankt bestimmt mit Ur Geladen g 
eine Ebene des Eheacnbündela zweiter Oidnuug woians {ol^t dass buchstens 
zwei duicb g gelcnde Ebenen voihanden sem könne i welche die umhüllende 
Flache bei uhrcn Wüi den die Reihen B und Äj niehi als z«ei Doipelpankte 
besitzen so müssten sie identisch sein Die Ebenen des Büschels E wiien dmn 
alle tangirtnde Ebenen dei umhfltleudcn Fläche was nur in dem speciellen 
Falle möglich ist wenn q der Flilche selbst angeboit 

Dei eben nachgewiesenen Eigenschaft wegen wiid die umhüllende Flache 
eines Eben enbüi d eis zweiter Ordnung auch eine Flache zweiter Clasae 
genannt *) Eine weitete charakteris tische Eigenschaft dei Flachen zweiter 
Olasse ergiU sich aus folgendei Unteisuchung Ist I irgend ein ansseibalb der 
TiSger von .2 und 2j gelegener Punkt tmd denkt man sich P als Mittelpunkt 
zweier Strablenbündel s und s von denen s einen Schein des Sjstemes £ und 
Sj einen Schein des 8j steraes £^ bildet so ist leicht einzusehen dass jede durch 
P gehende Ebene «eiche enl pipchende Elemente von 2 uni ^^ enthält also 
die Fläche ^weitei Classe borühit eint besonlere Lage m s and \ baben muss 
Jede solche Ebene als Element von & betrachtet enthalt ntmlich den iht ent 
sprechenden Otiall von s, und als Llement von n, den ihi intsjre beulen 
btrahl von s nnl ille leiartii^en Ebenen betühten ein und die 

*) Im allgemeinen nennt man eine Fläche, an welche aus keiner nicht auf der 
Fläche befindlichen Geraden mehr als n tangirende Ebenen gelegt werden können, 
eine Fläche ««t Classe. 
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selbe Kpgelflächc zweiten Ordnung Um sicli liievon zu Übei7e«geii 
branclit min nui an7unebmeQ s aiul », würJen duich iigenil Pine Ebene 
geacbnütpn mit sieb tu die 8&t?( o9 und bO ä Äbscbnitt ?n prmnpni Samint 
iicbP aus P an die Flache 7w(iti,( ( las^e gelegten betübienden Ebeuen um 
bullen ssniLt eine Ki,gelflä<,li( /weitfr Uiduung und alle ans P au die EHche 
zweitei CUsse gezogpaen Tangenten bilden geiide }i,i ipu^,elld li i li,e>.el 
fläcben 

Nimmt man an dei Puiilt P befinde sieb m dem liiger eine^ der bcidfu 
erzeugenden Syiieme etw\ — und lalle mtbt mit dem Berubrungspuukte dii=es 
Tiagers zusammen so kommt man zn demselben Resultate Alle duiib Pgeben 
den Geladen von * bilden einen Stiablenbuscbet S wel hem eine PanUtieihe 
Bf m 2j entspriiht deieii Tr^gei uaseiei Voraussetzung gemts-^ ddsa P nn-ht 
auf dei Fhfbe zweiter Classe liLge eine ^om Dui cbscbnitte d A^i Systeme 2 
und J5j veiscbiedene Gerade sein muf-s Jeiie Ebene welr-be zwei entsprechende 
Flenieute \oa S und S, enthält berflbit die Hathe zweitei Classe und allp difse 
Ebenen nrabullcn piuo Kegelfl^cbe zweiter Oidnung Letzlere Bebanptung kann 
wie folgt gerechtfertigt werden Der Sti ahieubüscbel S bvbueidet die Duich 
schnittslinie (i in einei PanUieihe B welclie mit 8 also auch mit B^ projec 
livisch veiwandtist Jele Veibinduugshnie /wiier entspiecbender Funkle (On JJ^ 
und B bildet nun den DnrLbscbnitt einer von den m Rede stehenden Ebenen 
mit dem Träger von 2^ und alle diese Verbindungslinien nmbüllen einen Segel- 
achaitt, folglich berühren alle aus P an die Fläche zweiter GJasse gelegten tan- 
girenden Ebenen eine Kegelfläche zweiter Ordnung. 

Nimmt man an, f falle mit dem Berührungspunkte eines der Träger von 
2 oder 2, zusammen, oder befinde sich überhaupt auf der Fläche zweiter Classe, 
30 gebt die umhüllende Kogelfläche selbstverständlicli in eine Ebene über. 
Wir können nun folgenden Satz aufstellen ; 

5. An eine Fläche zweiter Ciasse können aus irgend 
einer Geraden, welche nicht auf der Fläche liogl,, höchstens 
zwei tangirende Ebenen gelegt werden. Sämmf.licbe tan- 
girende Ebenen einer Fläche zweiter Classe, welche durch 
einen nicht auf der Fläche gelegenen Punkt gehen, um- 
hüllen eine Kegel fläche /.weiter Ordnung, deren sämmt- 
liche gerade Erzeugende die Fläche zweiter Classe 
berühren. 

Es soll nun gezeigt werden, dass je zwei behebia;e tangirende Ebenen 
einer Fläche zweiter Classe als Träger von ebenen Systemen angenommen wer- 
den können, welche diese Fläche erzengen. 2 und S-, seien die beiden ursprüng- 
lichen erzeugenden Systeme, deren Träger wir beziehungsweise e und Sj nennen 
(Fig. 80), A und B zwei beliebige in s befindliche Punkte, die wir uns als 
Mittelpunkte von zweien die Fläche zweiter Classe F nmhullenden Kegeifläcben 
k und Aj denken, und a heisse die zweit« berührende Ebene, welchß durch die 
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Geiade AS ausser * noch an F geleejt werden kann, f, sei ferner irgend eine 

die Flarlie Fbeitthreude Ebenp, welclie jedouli lie.ine (ier Beruh rungsebeneii 

von k oder i^ aeiu soll, unl w die DurchsulinillsliniR von f^ und a. An die 

Kegelfläche k denken wir 

uni zwei behebige beruh 

reude Ebenen gelegt, weh be 

8 IQ den Geraden i. and i 

schneiden, nmi an A, z»ei 

berührende tbpnen, deicn 

Schnitt mit e wir e und i/ 

nennen Dass c , d m A 



and e 



B 




treffen uiüfasen, ist arlbst 

veisUindhch In der Geraden 

WS wählen wir einen Pnnht 

Pals Ekinent einps ehfiiLn 

bystemes — j, dessen Tt yei 

fj ist, und fteisen diesem 

Punkte die Verbindangslime x dßi Punktt ^ i ! ß 1 e it j he 1 s LI n 1 1 

in 2 zu Aus P denken i,ii uns feinti ju une tmgirei le hbeu a ! und Ä., 

gelegt und be/eichnen die Durthschnittslimen lieser zwei Ebenen mit s^ duich 

»j und b^ Den Geiaden a„ b^ weiseo wii die Punkte A B als ontspi cbeude 

Elemente /u C und D SLie d e bcbnittpunkte von a^ mit jenen tangii enden 

Ebenen der KegelflJilie * «eiche durth t und d gehen und E G die Schnitt 

punkte von b_ mit den dnruh e urd 3 ^eh nden btiulirenden Ebi. eu dei Eej^el 

flache Äj Den Punkten CDJC/J m ^, «eisei wn en 11 <^\ in :S die Geriden i.deg 

als enlspreühende Elemente zu 

Von den beiden recipioken Isjsteinfcn 2 und JS^ ^""1 ""^ ^'^' Paaie sit,h 
entspiecheiidei Elemente angenommen nämhch Ci. Da Ee und Gg durch 
welche nach &atz 49 3 Abs hnitt diese Sjaleme voUliommen bestimmt weiden 
Sie erzeugen eine Fläche zweiter Classe JFj welche von Te und \ so wie au(h 
von dei Ebene e„ berbhit mid h ist namhch durch die fünf beiUhrenden 
Ebenen i a Aa^ Cc D l dei Fläche zweiter Classe f, und k duich die fünf 
berührenden Ebenen f « Bh Ee Ggi bestimmt wahicud fj ilsTriger eines 
der ei zeugenden Svsteme die Flache F^ tangiren rauss Dio gegebene Flaüie 
F und die durch ^ un t 2^ etzeUßte F «erden leranich von k A. uuIj^ 
geniein=chaftlKh berührt Da&s in Folge dessen Fnid F^ identisch sin] zeif,! 
nachstehende Betracht mg 

;ff sei irgend eine bei lihienlf^ Ebei e \oii F y eu beb biger Punkt der 
Darchschnitfshme von e^ iid/? nihch nen eu ^ r ^j ä'^ j p Kegelflächen 
welche ihre gemnnschafthehe Spitze in Q haben uu 1 beziehungsweise die 
Flaeben F und F^ umhüllen Diese Kegelflacben müsse identisch sein da beide 
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288 Vierter Abschnitt. 

dieselbpn fUnt Fbenen berührpn nämlirb e^ und die iier Fbenen welche 
aus Q au die bei ien Kegplflichen l und l^ leiührend ?eleet wprdpn 
konnei Nactdem nun ß lie Kegelflache l^ beitihrt so muss 3ie aui-h 
ig foldicb auch F^ beröhien noraus «i h fii.ibt dais F und F, idpntii h 
sind Denn ß wurde beliebig gewählt daher müssen alle berühienden Ebenen 
von F anch die Fhche J* berulipn v,\'f i ur mißlich ist iieiiFunii F 
zusaninienfallen 

^lmlnt man m Pj — wie vothin in ? — / \ei 1 ehebi^e Punl to ü Mittel 
pnnl te zneiei die Hache F umhüllender Kegelfli hcn ui l e tte beliebitre 
berühiende Ebene von Pals iilger eines ebenen SyateniPs ^^ ai so ist nun 
leicht einzuleben dass 2^ det ai t auf ^ bezogen wer Ien 1 an i dass ^<, und 2^ 
die Flache F trzeugen 

Diese Untersuch« ng zeigt auch liss Ji" fni b A / nnj die 1 ül ei le 
Ebene e (ollkomraen bestimmt wirl 

Ganz dieselben Resultate Hürden sich eroeben haben «enn nir inge 
nommen hatten diss i und l^ von emei Ebene längs emei geraden Er/eu^en 
den gemeinschaftlich berührt werden 

Es gelten demnach folgende Sätze welche den sich luf Flachen zweiter 
Oidnung 1 t/ibl enlen S1(?en 2 unl i dieses Abschnittes anabj, sind 

6 Je zwei ttngiiende Ebenen einei Hache zweitei 
ClaEse können als Träger von Systemen angenommen 
werden, welche die Fläche erzeugen. Diese beiden Systeme 
lassen sich auf unendlich viele Arten reciprok auf 
einander beziehen. 

7. Eine Fläche zweiter Classc ist durch zwei nicht, 
eoncentrische Kegelflächen zweiter Ordnung ?e und k^, 
welche sich entweder nur in zweiPnnkten, oder längs einer 
geraden Erzeugenden berühren, und durch eine berührende 
Ebene, welche keine dpi Kegelflächen k und h^ langirt, 
vollkommen bestimmt 

Der zweite Theil des eisten batzes wird klar, wenn man berücksichtigt, 
dass der Punkt P(5ig 80) wekheni ilie Gerade j) als entsprechend zugewiesen 
wurde, irgendwo in w ingenommen weiden kann, 

' Wir beweisen nun zunächst dass Flächen zweiter Ordnung und Flächen 
zweiter Classe identisUi sind Um diesen Beweis herzustellen, leiten wir vorerst 
einen wichtigen Satz ah der sich luf Flachen zweiter Ordnung bezieht. 

Ist E irgend ein ebener Schnitt einer Fläche zweiter Ordnung F und 
heissen ABC drei bcln-bige Punkte \on 7C, so schneiden sich die drei Ebenen, 
welche F in -i£C beillhren in einem Punkte, den wir P nennen wollen. Die 
Ebene von K bezeiihnen wir durch ?r I egt man durch Ä, B und P eine Ebene 
a und heisst der Schnitt von a mit der Fläche zweiter Ordnung Äj, so müssen, 
wie leicht einzusehen, die in den Punkten A und B an E.^ gezogenen Tangenten 
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im Punkte P zasamraentreffeii. Zieht man dmch P eine beliebige in a gelegene 
Gerade g, welche die Fläche F, also auch K in ien Punl ten M und N 
schneidet, so bilden die Punkte M, N, Pmid dei Schnittpunkt der Geiaden 
g mit der Ebene -n: eine harmonische Punktreihe (bati 29 2 Abschnitt) Wiid 
nun durch g and den Punkt C eine Ebene gelegt welche F in lei Cuivn ff 
schneidet, und bezeichnet man den zweiten Sthnittpankt von E und K^ duich 
D, so müssen sich die an K^ in den Punkten C und I) rezogeuen Tangenten 
im Punkte P treffen. Dass die Tangente m C duicli P geht folgt aus dem 
umstände, dass die in C berührende Ebene unseien Voraussetzuiigen f,omafS 
den Punkt P enthält. Denkt man sich aus P eine zweite Tangente an IC ^e^ogeii 
welche K^ in B' berührt, so ist CD' die Polare von P in Bezug auf h und 
schneidet g in einem Punkte 0\ der mit Jtf, N, P eine haimonischeR(,ihe bildet. 
Dies ist jedoch nur mfigUch, wenn und 0' zusammenfallen, weil ja auch die 
Reihe MNOP harmonisch ist. Wenn nun mit 0' coincidirt, so fällt auch 1) mit 
jD' zusammen, d. h. eine der aus P an K^ gezogenen Tangenten berührt die 
Fläche zweiter Ordnung in einem Punkte Z) der Ourve K. Nachdem aber die 
durch -P gehende Gerade g beliebig in a gewählt wurde und durch Veränderung 
der Lage von g der Pnnkt D nach und nach die gan-^e Gurre K durchläuft, so 
müssen, die Beruh ran gspunkte aller aus P an die Fläche F gezogener Tangenten 
in der Curve K liegen und alle in den Punkten von K a,n F berührend gelegten 
Ebenen durch ein und denselben Punkt P geben. 

Nimmt man an P sei irgend ein beliebiger Punkt, von ivolchem aus sich 
tangirende Ebenen an die Fläche zweiter Ordnung legen lassen, so ist nun 
leicht einzusehen, dass die Berührungspunkte aller aus P an die Fläche 
berührend gelegter Ebenen auf einem Kegelschnitte K liegen. K wird erhalten, 
indem man ans P drei beliebige berührende Ebenen legt nnd die Fläche durch 
jene Ebene schneidet, welche die drei Berührungspunkte dieser Ebenen 
enthält. 

Wir können nun den Satz aufstellen: 

8. Sämmtliche Ebenen, welche eine Fläche zweiter 
Ordnung in den Punk ton eines ebenen Schnittes derselben 
berühren, gehen durch einen bestimmten Punkt und die 
Berührungspunkte sämmtlicher Ebenen oder Geraden, 
weiche aus irgend einem bestimmten Punkte an eine Fläche 
zweiter Ordnung berührend gelegt werden können, befinden 
sich auf einer ebenen Curve, nämlich auf einem Kegel- 
schnitte, 

Ganz dieselben Beziehungen lassen sich für Flächen zweiter Classe 
nachweisen, 

P sei der Mittelpunkt irgend einer Eegelääche k, welche eins Fläche 
zweiter Olaspe F umhüill., A^ B, nennen wir die Berührungspunkte von 
F mit irgend drei Berührungse honen der Kegelfläche k, und n lieiase die durch 

Stauaigl: LelirbDuh der oeaereu Ueoiostri«. 19 
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290 Vierter Abuchnitt. 

A, B, C bestimmte Ebene, Letztere schneidet k in einer Curve zweiter Ordnung 
(Satz 5, 4. Abschnitt), wylebe wir K nennen. In den Pnnltten A and B ziehen 
wir je eine Tangente an K, bezeichnen den Sclinittpunlit dieser Tangenten 
durch Q nnd heissen jene Kegelfläciie, welclie ihre Spitze in Q liat und die 
Fläche F umhüllt \. Wird nun in det Ebene n. irgend eine durch Q 
gehende Gerade g gezogen und legt man ans 9 berülirende Ebenen /(, c an F 
(also auch an ft,), so bilden die Ebenen /(, v, n und die durch Pund ,9 bestimmte 
Ebene m einen harmonischen Ebenenbüschet, wie man Seicht einsieht, wenn 
mau sich k^, den in Rede stehenden Ebenenbüschel und die Kegelfläche k durch 
die Ebene ABP geschnitten denkt. Legt man im Punkte G&n F (also auch an k) 
eine berührende Ebene y, welche g im Punkte B schneidet, und betrachtet man 
B als Spitze einer dritten die Flache F umhüllenden Kegelfiäche k^, so wird 
letztere von den Ebenen ji nnd v berührt, weil die Spitze B in der Durch- 
schnittslinie g von ft und v gelegen ist. Werden nun durch die Gerade l'B 
tangirende Ebenen an die Fiäcbe F gelegt, so müssen die Berührungspunkte 
C und D dieser Ebenen in n liegen. Dass der Berührungspunkt C der einen 
Ebene sich in si befindet, bedarf keines Beweises, nachdem unseren Voraus- 
setzungen gemäss sowohl P als auch R der die Fläche in berührenden Ebene 
/ angehören. Es ist also noch zu zeigen, dass auch der Berührungspunkt D der 
zweiten aus PR an F berührend gelegten Ebene ä in n liegen muss. Zu diesem 
Zwecke denken wir uns durch Pund Q irgend eine Ebene y gelegt. Die Curve 
zweiter Ordnung, welche sich als Schnitt von k^ mit dieser Ebene ergibt, nennen 
wir K^ (Fig. 81). Die Durch schnittslinien von f mit den Ebenen yäuva und tz 
heissen wir beziehungsweise cämnop und die Punkte, in wetchan p die Curve 
,-,. „, , K^ trifft , seien C und D'. Die in Q sieb 

schneidenden Geraden iwaop bilden einen 
harmonischen Strahlenbüsche! S, nachdem 
S ein Schnitt des harmonischen Ebenen- 
bnschels jivoiTi ist. Zwei Strahlen von S, 
nämlich m und n berühren K.^ und der 
Strahl o enthält den Punkt P, Die Gerade c 
tangirt die Curve K^ in 0', denn als Schnitt- 
linie von ^ mit der Berührungsebene )■ der 
Kegelfläche k^ rauss sie eine Tangente von 
K^ sein, und der Berührungspunkt dieser 
Tangente fällt mit C zusammen, «eil die 
gerade Erzeugende, in welcher y die Fläche k^ berührt, der Ebene tc angehört. 
Dass auch 4 die Curve K^ berührt ist leicht einzusehen. Wir haben jetzt nur 
mehr nachzuweisen, dass D' der Berührungspunkt von d mit K^ sein muss. 
Denn hieraus kann dann geschlossen werden, dass die Berührungslinie von S 
nnd Äj in 5t liegt, also auch der Berührungspunkt B von 6 und F der Ebene n 
angehört. Zieht man in B' eine Tangente an K^, so erhält man im Schnittpunkte 
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P dei selben mit c den Pol der Geraden p in Be^ug aut K und i^ie berade o\ 
welche dutüh P und Q bisfimmf wiid bildet nut mnp eineii harmoiiiscben 
St! ahlenblisohel Nun ist aber luuh dei Büschel mno;^ bairaoiiisuh daber iUllt 
mit 1 und P mit P zusammen Eine dei aus P gezogenen Tangenten berührt 
demnach K^ in D «oraus fol-,t dass der ßerühiungspunkt D der au'- FE an 
f beriihieud gelegten Ebene S in t liegt 

Verändert man die Lage der dnrch Q in der Ebene i gezogenen Geraden 
g so erhalt man andciL Punkte B also auch andere beiuhiende Ebenen d. Für 
alle mögbchen Geraden g ergeben sich alte möglichen tangiionden Ebenen ä 
und die BeiührunnSpunkte B aller dieset Ebenen liegen m ein und derselben 
Ebene t Diese Ebene schneidcl dLiiinach die Kegclflache zweitoi Oidnung k und 
die FHche F in derselben Curie A wir 1 önnen also behaupten dass die 
Berührungspunkte aller aus ein und demselben Punkte P an 
eine Fläche zweiter Claaae berührend gelegter Ebenen oder 
Geraden in einer Curve zweiter Ordnung liegen. 

Betrachtet man die Ebene n als eine beliebig gewählte, so ist leicht ein- 
zusehen, dass sämmtliche Eb encn, welche eine Fläche zweiter 
Classe in den Punkten eines ebenen Schnittes derselben 
berühren, durch einen bestimmten Punkt gehen, dass also, 
nachdem die von solchen Berührungs ebenen umhüllte Fläche eine Kegelfläche 
zweiter Ordnung ist (Satz 5, 4. Abschnitt), jeder ebene Schnitt einer 
Fläche zweiter Classe eine Curve zweiter Ordnung sein 
m n s s. 

Vergleicbt man diese Resultate mit obigem Satze 8, so zeigt sich, dass der 
letztere auch Geltung hat, wenn in demselben statt Fläche zweiter Ordnung, 
Flache zweiter Classe gesetzt wird. 

Es fällt nun nicht schwer die Identität der Flächen zweiter Ordnung und 
der Flächen zweiter Classe nachzuweisen. 

h und \ seien irgend zwei eine Fläche zweiter Classe F umhüllende 
Kegelflächen, welche von zwei Ebenen gemeinschaftlich berührt werden, K und 
£"-[ seien die Kegelschnitte, in denen h und k^ die Fläche F berühren, a nennen 
wir ferner irgend eine berührende Ebene von F, welche nicht auch k oder h^ 
berührt, und A den Berührungspunkt von a. Dnrch h, ft, und die Ebene k wird 
F vollkommen bestimmt (Satz 7) , während die Curven K, E, und der Punkt A 
eine Fläche zweiter Ordnung bestimmen (Satz 3) , welche wir Fi nennen 
wollen. Dass F und Fj identisch sind geht aus Folgendem hervor. P sei irgend 
ein Punkt von F; durch P und j4 legen wir irgend eine Ebene «, welche die 
Curven K und K^ schneidet. Die vier Schnittpunlrto von tz mit K und K^, so- 
wie der Punkt A bestimmen einen auf der Fläche F gelegenen Kegelschnitt K^, 
der den Punkt p in sich enthält. Wir können nun annehmen , K , Ki und 
der Punkt A hegen auf der Fläche zweiter Ordnung F^. Diese Fläche 
wird von n ebenfalls in einer Curve zweiter Ordnung K'^ geschnitten, wclebe 

19* 
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mit der Curve K^ identiBch sein muss nachdem Äg nnd K^ die vier Schnitt 
pnnkte von n. mit Ä /f, and den Punkt Ä gemein haben Hieiaus lol^t 
dass der beheUg gewählte Pankt P dei Fläche zweiter Classe F auch dei 
Fläche 7 veiter Ordnung F ingehoit dass also alle Punkte \on F in F^ 
hegen wi3 nur möglich ist wenn P und Fj identis h Bind Da nun vtraas 
gesetzt wurde F sei eine ganz behebifee Flache zweitei Olas^e so lani mai 
schlieasen, dass jedeFlächo zweiter Classe eine Fläche zweiter 
Ordnung ist. 

Um zu zeigen, dass auch jode Fläche zweiter Ordnung eine Fläche zweiter 
Classe sein muss, nehmen wir an, K und 7f, seien irgend zwei auf einer Fläche 
zweiter Ordnung F^ gelegene Kegelschnitte , welche sich in zwei Pankten 
schneiden; k und k^ nennen wir jene zwei die Fläche F^ umhüllenden Kegel- 
flächen, deren Berührungslinien mit F^ beziehungsweise K und ffj sind, M sei 
irgend ein ausserhalb K und K^ gelegener Punkt von F, und /i jene Ebene, 
welche JFj in M tangirt. Durch fiT, K, und M ist die Fläche F, vollkommen 
bestimmt^ während k, kj und die Ebene fi eine Fläche zweiter Classe bestimmen, 
die wir F heissen wollen. Dass F und F^ identisch sind, läast sich auf ganz 
dieselbe Art zeigen, wie vorhin geneigt wurde, dass alle Punkte von F in F^ 
liegen. Wir können also behaupten, dass jede Fläche zweiter Ord- 
nung auch eine Fläche zweiter Classe ist, woraus folgt, nachdem 
auch jede Fläche zweiter Classe eine Fläche zweiter Ordnung sein muss , dass 
die Flächen zweiter Ordnung und jene zweiter Classe iden- 
tisch sind.*) 

Es gelten somit alle Sätze, welche für Fläclien zweiter Ordnung aufge- 
stellt wurden, auch für Flächen zweiter Classe und umgekelirl. 



b) Erzeu^iig der RegelftUeheii zweiter Ordnung durch Oraiidgebilde der 
eriten Stufe 

Die Regeiflächen zweiter Oicinung können wie wir nun zeigen v llei 
auch durch projectivische Grandgebilde der ersten Slufe ei/eu't werten 

Nehmen wir an, R und B^ seien iigend zwei pi ojectivisclie Punktieihen 
deren Träger nicht in derselben Ebene hegen Durch iBC bezei hnen 

wir die Pnnkte von E und durch A^B^O^ die diesen Ennl ten enispierhen 

denElemente von Jläj. Die Vorhin dun «slinien vonjezwu entsprechenden Punkten 
nennen wir Projectionsstrahlen Nachdem nun sich B und B^ duich 
gleichzeitige stetige Bewegung zweier Punkte entstanden lenken 1 im welchp 
in jedem bestimmten Momente mit zwei entspreche id n Pun! ten von B und M^ 
coincidiren, so folgen die Projectionsstrahlen ebenf^tlls steti" auf emanier u d 
ihre Gesammlheit bildet eine Fläche F die 7ui Galt ing der Begelfl'ichen gebort 

*) Im allgemeinen ist eine Flache «' Oulnung ^<^u dei ii(>t 1) Cl.iSi^e 
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Sie wird ein Erzeugniss der zwei PunktrüihcQ R umJ R^ gciiaimt. 
Der Schnitt dieser Fläche mit irgend einer Ebene t ist eine Curve zweiter 
Ordunng, wie sieb ans Folgendom ergibt. Den Träger von B denken wir uns als 
Äxe eines Ebenenbüschels £!, der gegen jR^ perspoctivisch liegt, und den Träger 
von S, als Axc eines Eben enbüscli eis E, , der gegen B perspeetiviseh gelegen 
ist, Diese beiden Büscbel sind projcctiviscb. Einer Ebene IiA^ in Eentsprieht 
die Ebene B^A in£j und je zwei soicbe entsprechende Ebenen sclinoiden sieh 
in einem Projectionsatrahle jIA,. Die Fläche F kann somit auch als 
ein Erzcugniss der zwei Ebenenbüschel E, E^ betrachtet wer- 
den Die beliebig angenommene Ebene e selineidetE und E, in zwei projec- 
tivischen Strablenbüsclicln S und Sj, welche einen Kegelschnitt erzeugen. Dieser 
Kcgül&chnitt liegt auf der Fläche F , nachdem die Schnittpunkte von je zwei 
entsprechenden Strahlen der Büschel S und Sj auch Punkte des Schnittes von 
je zwei entsprechenden Ebenen der Büschel E und E^ sein müssen. Jede 
Ebonc seh neidet demnach die Fläche F in einem Kegelschnitte 
woraus folgt , dass diefac I lache von keinii (jiralLn i mth als 
zwei Punkten gebtliuitton werden kann 

Dass das Erzeugnisa irgend -iweiei projectn iscbti Ebcnenbust-bel E and 
E,, deren Axen sich nicht sthncidm immer auth als cm Er/eugniss -iweici 
projecti vi scher Punktrcihen B und S[ bctiachtet werden kann deren Tiagei 
die Axen der beiden Ebcntnl nsichii bilden lat nun leuhl uuiusehcii Entspic 
chcnde Punkte dieser Reibui sind je zwei Punkte welche m entspi ech enden 
Ebenen von E und E^ lic{,ci Wii können also sagen Jene riacben 
welche durch zwei projectivische , sich nicht schneidende 
Punklreihen erzeugt worden, und jene Flächen, welche durch 
7wei projectivische Ebenenbüschel zu Stande kommen deren 
Axt» sich nuhl schneiden sind identisch 

Schueidei &ich die Axen zweier projectivistbcr EbenuilusLhel 1. ij so 
ist das Erzeugniss (on E und E eine Kegclflachc zweiter Oidnung 
Denn alle Durthsthnittslinien ^on je zwei entsprechenden Ebenen treffen im 
Silimttpuukte dei A\en zusammen und iigcnd tint beliebige Ebtnc t schneidet 
die erzeugte Flathc lu einer Cur; c zweiter Ordiung namheh ni den Er/cu„ 
nisso jtnei zwei Strahl eiibUscLel Vielehe sich als bcbinttc \uu t ml i ujd i 
ergeben 

Bevoi wir die durih pigtetivistbe Pnnktieihcn odir Eben cnbtist bei 
rzcufctcn Flathen nalici nutiisniheu bemerken wii, dass ausser diesen keine 
anderen Flächen durch Giundt,ebilde der traten Stuft erzeugt werden können 
Es Süd hiei sechs Falle dcnlbar Als eizeufecudc Gebilde kann min annehmen 
1 Zwei Punktrcihen 2 Eine Puiktieihc und einen Stralilenbuschtl -1 Eine 
Punktieihc uid emcu Ebenenbüschel 4 Zwei Str ihlenbüsehel o Einen 
StiahlenbUsehel und einen Elencnlüschel 6 Zwei Ebenenbüschel Dass die 
Er^cugni<ist iii den Fällen 1 uid 6 identisch sind wenn man voraussetzt dass 



y Google 



B 



M 



D P 



B 



m bildet, welche durch entsprechoDdc 
erscheint unsere Behauptung, dass 



den Durcliachnitt von e mit einer der Ebern 
Elemente von B und S hestimmt werden, S' 
Ü und S eine Kegelfläche zweiter Ordnung erzeugen, gerechtfertigt. 

Von den erwähnten sechs Fällen habeu wir also nur den erstou und 
letzten in Betracht zu ziehen. Zunächst weisen wir nach, dass die Fläche, welche 
dureh zwei sich nicht schneidende Punktrcihon B und B^ (Fig. 82) erzeugt wird, 
3 Fläche zweiter Ordnung ist. Die 
Träger der beiden Reihen nennen wir 
a'b', irgend drei Projectiunsstrabicn 
abc und die in letzteren befindliclieii 
Punkte von B und üj, beziehungsweise 
ABC wmi ÄjB^C^. In dem Punkte ,i 
schneiden sich a und a', im Punkte B^ 
die Geraden ö und b'. Die Geraden aa' 
sowohl, als aucli die Goraden hb' kann 
man d all er als einen Kegelschnitt 
betrachten. Den einen , aus a und a' 
bestehenden, nennen wir K, den ande- 
ren, welcher durch ö und 6' gebildet 
tt id A^ DiLbC leiden Re^elsehiiittü liegen m verschiedenen Ebenen, vsie aus 
dem Umstandt tolRt dass die Träger von B und B„ nämlich a' und b' sich nicht 
schneiden Doch haben K und K-^ die Punkte Aj und B gemein, sie entsprechen 
also den BpdmsuiL,cn wekhc die im Satze 3. 4. Abschnitt, erwähnten Kegel- 
schnitte ei lullen sollen Ist M ein beliebiger Punkt in c, welcher nicht auch den 
eizeujienden Reiben auf,t,boit, so kann M weder in der Ebene von K , noch in 
der Ebene von K^ begen Denn würde sich M in der Ebene von K befinden, so 
uiussten a und t also auch «' und b' derselben Ebene angehören, was gegen die 
Voraussetzung ist und wuide M in der Ebene von K^ liegen, so müssten sich b 
und c also auch a und b schneiden. Die Kegelschnitte K und K^ , sowie der 
Punkt M haben daher jene gegen s ei tit ige Lage, welche nach Satz 3 erforderlich 
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ist, damit oinL Pldthe zweiter Oidüung cluich /«oi KcgelschuiUe und einen 
Punkt vollkommen bestimmt \\eidc Wii können also annehmen, duich die 
Gciadcn aha'b' und den Punkt M aei eine Flache zweit« Ordnung F bestimmt 
Dasf. diese Fläche mit dem Erzeugnisse F^ der gegebenen Puuktrciheu Jf und 
Bj identisch sein muss, ist nun leicht nacLyuw eisen Legt man durch M irgend 
eine Ebene e, welche K und K^ in \ier Punkten schneidet, so wird sowohl P, 
nls auch F^ in einer Curve zweiter Ordnung geschnitten Diese beiden Guiven 
fallen iber zasammen, nachdem sie fünf Punkte, nkiplich die erwähnten \ioi 
Sihnitt|iunkte \on ( mit jffundÄ, und den Punkt Jf gemein haben Daraus 
folgt , da&s F und Fj identisch sein müssen Mit Rücksiuht auf die obigen 
Resultate können wir nun den Satz aufstellen 

9. Das Er-^eugniss zweier piojeclivischci Punktieiken, 
deren Träger sieh nicht schneiden, sowie auch das Erzeug- 
uiss zweier projcctivischcr Ebeiicnhüscliel ist eine Regel- 
fiäche zweiter Ordnung. 

Von den sämnitliehcn ProjeeÜonsstrahlen abc . liegen keine zwei in 

ein und derselben Ebene, denn würden z. B. « und b diisclbcn Ebene angehoien 
so mttssten auch die Punkte ABA-^B^ , also auch a' und h in derseHen Ebene 
gelogen sein. Es ist aber bereits gezeigt worden, dass- jede Ebene welche pimo 
Fläche zweiter Ordnung in einer Geraden schneidet, mit dei Flache iranici norh 
eine zweite Gerade gemein hat, wenn die Fläche keine Kcgclflachc ist Daher 
rauss es ausser den Geradon a&c .... noeh andere , unl z«ar unondlieh viele 
Gerade fsebon, welche dem Erzeugnisse von II und Il^ ant,oboren In anderer 
Weise lässt sich dies auf i'olgendu Art zeigen. 

abc seien drei beliebige Projections strahlen und M eii beliebiger Puikt 
viin c. Durch M und die Gerade h denken wir uns eine Ebene gelL|,t deieu 
Schnittpunkt mit a wir N nennen. Die Gerade MN s hiicidct laun alle dtei 
Projcetioiisstrahlcn «, & und c. Legt man nun durcli M.N und die Punkte dei 
Keiho B Ebenen, so bilden letztere einen Ebencnbüschcl E welchei die Gerade 
b' nach Salz 64, 1. Abschnitt, in einer mit Ä projeetivis h verwandten Pnilt 
reihe S schneidet. Diese Itcihc ist aber identisch mit Bj denn R ist projee 
tivisch mit B, also auch mit R^ und hat die drei Punkte A^B^<\ mit B^ eut 
Hprechend gemein. Jede Ebene des Büschels E schneidet demnach a und h in 
entsprechenden Punkten der Ueihen R und B, und die Veibinduntslinien dieiii 
Schnittpunkte sind Projections strahlen von B und Bj Ist ^ ir„ond eine Lbtne 
des Büschels E, welche a' in D und h' in D' trifft., so « hncidct di iide DB 
die drei Geraden a', MN und h'. Die Gerade BT) kann lUi als em ganz 
beliebiger Projectionsstrahl angesehen werden, wir können dabei sehhessen 
dass sämratliche Projectionstrahlen die Gerade M'N =ichneiden daas also üfJV 
ganz auf der durch B, Bj erzeugten Fläche F liegt Nun ist abei MN eine 
beliebige Gorade, welche die drei Projectionsstrahlon ahc sthneidet tolfehch ^'It 
für jede andere, diese drei Strahlen schneidende Geiade dasselbe wie für MN 
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Damlich tsmU'i&eu alle diese fcreradon gana auf ilci Flat^he ii" gelegen surj. Von 
denselben können sich keine zwei scbneiden dcna würde dies dti Fall sein, so 
muastcD Vrit, leiclit eiDiUSitbcn auch a h und r tolgli h auth R und K^ in der- 
selben Ebene liegen uas f,egen die Votaus et/ung ist Jede Gerade 3{N 
scbneidct abfr ÄämmtliLho PiojecLionastrihlon und umgekehrt acbnudct jeder 
Projcctionshtribl i immtlicbc Geradei MN Ün, let/terun bilden eine stetige 
Aufunandcriolge dtnn wenn man M nur um unendlicb wenig in c verschiebt, 
bo ändert auch der Schnittpunkt der Ebene Mh mit a sunc La„t nui unendlich 
«enig. Man kann demnach die simmtliehcn Uciaden, welche 
alle P r oj e et ions strahlen schneiden, als ein System von 
geraden Erzeugenden der RcgeH!ächü F betrachten. Ein 
anderes System von geraden Erzeugenden derselben Fläche bilden , wie bereits 
bemerkt, die Projectionsstrahlen. 

Die Gesammtheit der Geradon, wclihe zu ein und dcmbclben Systeme 
gehören, nennt man eine Sehaa r. Jede der zwei Schaaicu i&t durch drei Ge- 
rade der andern Schaar vollkommen bestimmt, wie man leicht einsieht; es 
erscheint daherauchdießcgelflatheJ*^ vollkommen b<",timmt, 
sobald irßond drei Gerade ein und derselben Sth-iai fctge 
ben sind. 

Nimmt man eine vun len dici gLRcbLntn Gli iden «' etwa c als A\o 
eines EbeucnbüBcheis h au ermittelt die Dur hschi ittspunkto einer behebigen 
Ebene des ietzteicii mit ff und b und ^crbmdet diese fei biiilli unkte so erhilt 
man eine Gerade dci Schaar wckbcr nöc nicht angehoicn Nachdem nun a und 
h von dem Ebci enbüscbcl L in projectivisihen Punl trcdicn gcsehnitten weiden 
so kann man behaupten dissdio&eiidcneinei Schaar alle Ge 
raden der anderen Schaar in projcctivisehen Pnnktreihen 
schneiden und dass also irgend zwei Gerade, welche derselben Schaar an- 
gehören, als Träger von Kwci die Regelfläcbe erzeugenden Punktreihen betrachtet 
werden können. 

Bereits im vorhergehenden Kapitel wurde gezeigt, dass durch jeden Punkt 
einer Regelfläche zweiter Ordnung, welche weder eine Kegelfläebe ist, noch aus 
zwei Ebenen besteht, zwei aber nicht mehr gerade Erzeugende gehen, dass ferner 
jede Ebene, wclehe durch eine gerade Erzengende , also auch «och durch eine 
zweite gehl, die Fläche im Schnittpunkte dieser beiden Geraden hertthrt und 
dass umgekehrt jede berührende Ebene die Fläche in zwei geraden Erzeugen- 
den schneidet. Erstores folgt, von unserem jetzigen Standpunkte betrachtet, aus 
dem Umstände, dass keine zwei derselben Schaar angehörige Gerade sich treffen, 
aber jede Gerade der einen Schaar alle Geraden der anderen Sehaar schneiden muas. 
Dass die durch zwei sich nicht schneidende projeciivischc Reihen erzeugte 
Flache nur ein einfaches Hyperboloid, oder ein hyperbo- 
lisches Paraboloid sein kann, bedarf mit Rücksicht auf die voraus- 
gegangenen Erkiäruiigeii keines Beweises mehr, 
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Als Resaltat der eben dnreh geführten UntcrsuchuDg ergibt üich folgen- 
der Satz : 

10. Jede Regclfläche zweiter Ordnung, ausgen ommen 
die Kegel- und Ciliudorfläche, oder das System von zwei 
Ebenen, enthält zwei Schaareu von Geraden, welche eine 
derartige Lage haben, dasa keine zwei, derselben Schaar 
angehörige Geraden sieh sehneiden, aber jede Gorade der 
einen Schaar alle Geraden der anderen schneidet und durch 
jeden Punkt der Fläche zwei, aber nicht mehr Gerade gehen. 
Je zwei Gerade der einen Schaar werden durch die Geraden 
der andereu Scbaar in projecti vi sehen Panlt treiben ge- 
schnitten. Durch drei Gerade, von dene_ii keine zwei sich 
schneiden, ist eine Rcgelfläche voUkommcn bestimmt; sie 
kann durch eine Gerade entstanden gedacht werden, welche 
an den drei gegebenen Geraden hingleitet. 

Bezüglich der berührenden Ebenen gilt folgender Satz , welcher eigent- 
lich nur in einer bestimmteren Form ausdrückt , was bereits im Satze 4 dieses 
Abschnittes ausgesprochen ist: 

11. Jede Ebene, welche durch eine gerade Erneugciide 
einer Kegelfläche zweiter Ordnung geht, die weder eine 
Kegelfläche ist, noch aus Kwei Ebenen besteht, sebnetdet 
die Fläche noch in einer zwei ten Goraden und berührt die 
Fläche im Schnittpunkte dieser Geraden'. Umgekehrt wird 
jede solche Fläche von jeder dieselbe bcrührondcn Ebene 
in zwei Geraden geschnitten, welche durch den Itcrüh- 
rungspunkt gehen. 

Sind die zwei eine Regclfläche zweitet Oiduung uzeuotnden Punkt 
reihen R und B^ ähnlich, so liegt der Projtctions strahl welcher dit, uncnd 
lieh fernen Punkte von Ji und Ey verbindet in der unendlich fernen Ebene 
Diese Ebene sehneidet also dieRegelflächc in einci geraden Eizcugendcu dabei 
hat sie noch eine zweite Gerade mit der Fläche f,cmem und berührt die Utztcif 
Unseren im vorigen Kapitel gegebenen Erklärungen iutoigt, ist dann dit Fh ht 
ein hyperbolisches Parabeloid. Wir können somit higen 

12. Zwei sich nicht schneidende projectuib h< Punkt 
reihen erzeugen entweder ein einfaches Hyperboloid oder 
ein hyperbolisches Paraholoid je nachdem die Reihen nicht 
ähnlich oder ähnlich sind. 

Dass die Regelfläche, welche durch zwei ähnliche Punktreihen M und 11^ 
erzeugt wird, mit der unondhch fernen Ebene nicht bloss einen Prujections- 
strahl dieser Reihen , sondern noch eine zweite Gerade gemein hat, läsat sich 
auch wie folgt nachweisen. Die Tr^er der erzeugenden Reihen nennen wir a',6', 
irgend zwei Projections strahlen seien «, b, der unendlich ferne Projections- 
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strahl heiSdt, a und dit erzeugte PlV-ht F Ndth obiSf'ra Safze 10 kommt F 
auch durch eino Geiadc zn Slande welche längs den diei Geraden «, ö, « hin- 
gleitet Sämmthche Gciidc welche it I> u schneiden bilden eine der zwei 
Schaaren von Geraden die m F enthalten sind Alle diese Geraden 
müssen zu ein und derselben Ebene paiallel sein, nämlich 
zu iigend einei Ebene n , wekhe die Gerade « enthalt , nachdem jede solche 
Gerade die Ebene tt erst m unendlicher Entfcniung tnfft Lof,t man durch jede 
Gerade \ eiche sämmtliche Piojectionsstrahlen schneidet eine durch u gehende 
Ebene so sind alle diese Ebenen untei einander j arallel bilden also einen 
Parallel Ebeaonbuschel uu J sei neiden je z vei Projcctionsstrahleu in ähnlichen 
Puiktreihcu (Satz faö 1 Abschnitt) Hieraus folgt das'i je zwei Ptojcttions 
strahlen durehjeno Schair zu der a und b ^ehotei in ähnlichen Puuktrciben 
geschnitten v.erdcn Wihlt man nun zwei Reihci deren Trailer zwei beliebif,e 
ProjeetioDSstrahlen bilden als eizcugeide Reihen der Fläche F so eigibt sich 
als Verbindungslinie der unendlich lernen Punkte dieser Reihen weil letztere 
wie eben gezei^jt wuide ähnlich sind eine zweite unendlich ferne Gerade «^ !er 
m Re le siehenden Fläche Die unendhch lerne Ebene hat also mit jeder duich 
ah dl he Punktreilet eizeugteii Rcgelfldeht zwcitei Ordnnng / ci Gei-kde 
gemein woraus folgt dass diese Fliehe ein hyperbolisches Paraboloid ist 

Ans dei el ei luithgctührten Untcnueluta ci(,iU bieh auch dasb ailo 
Gel tdeii volche deiiclhen Sebadr eine bypcrbolisicli nParaboloide aut,cbort.i 
zu ein und derselben Ebene parallel sind Für die Schaai welelei a und & 
aufcthorin wuidc dies boreiis bi-nieikt dass es aud tUr die aut den Piijee 
tionbstialilcn von R und R^ f,cbi!dote fachaai gilt ist leicht eiuzuseb ii wenn 
man berütksicbti^t dass jede deiadc dieser Schaar die gciale Er/cuteude m, 
sihncidcn mubs und dass ir^cu l eine durch u^ |,eLende Ebene jeden Pi ijcetioi b 
stiahl 1 t in u eiidlicbci Enlftrnui^ trifft Es gilt boniil ier Satz 

13, Sämmtliche gerade Erzeugende eines hyporbohscheu 
P araholoides, welche derselbe» Schaar angehören, alud 
parallel zu ein und derselben Ebene. 

Jede Ebene zu welcher sanimtliehc Gerade einci behalt eines hjpet 
hellsehen Paraboloides paullel sind wird eine Richte beno oder auch eine 
Asjmp totenebe nc genannt letztere Benennung hndet ihre Rechtfertiguntc 
m dem Umstände diss jede solche Pbeno die Flache in einem nnen ili h fert cn 
Punkte btiuhrt uämhcli im Sehnittpunkte der Geraden u, odei Mj nit Ier 
zwcilen geiaden Erzeugenden die in der Ebene gelegen ist 

Wenn die Richtebene der zwei Schaaien von geraten Eizcugeuden eines 
hvperbohsrhen Paraboloides luf einander senkrecht tchon so witd die Fläche 
ein gleichseitiges hyperbolische!! Paraboloid genannt. 

Der nachstehende Satz bedarf nun mil; Rücksicht auf obige Untersuchung 
keines Beweises mehr : 
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14. Je Kwei Gerade der einen Schaar einus liypiir- 
bülischen Paraboloides werden dureh die andere Seliaar in 
ähnlichen Panktreihcn geschnitten. 

Auch ist leicht cinKuschej], dasa ein hyperbolisches Paraboloid 
durch zwei sich nicht schneidende Gorade und eine diese 
letzteren schneidende Ebene, welche als Richtebene 
angenommen wird, vollkommen bestimmt ist. 

Um einzelne gerade Erzeugende der Fläche zu erhalten, schneidet man die 
beiden gegebenen Geraden durch Ebenen, welche zur gegebenen Ebene parallel 
siüd, und verbindet die so erhaltenen Schnittpunkte durch gerade Linien. 

Durch drei beliebige Gerade, welche derselben Ebene 
parallel siad, wird ein hyperbolisches Paraboloid gleich- 
falls vollkommen bestimmt Las&l min läij,s dei drei gigtbencn 
Geraden abc eine vierte Geridc a hingleiten so bcschieibt ktitere eine 
Regelfläcbe Jiweitti Oidnnnt, (Siti 10 4 Abschnitt) Iigcnd eine Lage der 
beweglichen Gi:radLn a' wnd (.rhallon indem man etwi durch a eine be!iehit,L 
Ebene ?i legt und die Scbnitlpunktc von n mit fi und c duich eine Gerade 
veibindu Alle daich n gehenden Lbeneu jr bilden nun cintn EbencubUschLl 
E in welchem eine Ebene parallel zu b und c ist daher worden 6 und e durch 
U lu ähnhibcn Punktieihcn gt ilnnllcn (VcrRleiehe Sat^ b2 1 Ab'ichniU) 
)^oiaus folgt dais die durth « bcscbiicbenc Hube <.in hjn.ibihb'li(. 
Paraboloid sein muss 

15. Wilden lurth iijcnl einen Punkt zu allen gtiadLu 
Erzeugendon einer Kcgelflächc zweiter Ordnung parallele 
Gerade gezogen, ho bilden die letaleren eine Kegelfläche 
zweiter Ordnuug, oder ein System von zwei Ebenen, je 
nachdem die Etcgelfläehe ein einfaehea Hyperboloid oder 
ein hyperbotisehes Paraboloid ist. 

Um Siich hie\on 7U äbeizeugen hit man nur zu berücl sichiii,!.! da^s <.ii 
einfaehea Hyperboloid von let uueiidlicii lernen Ebene in einem kcgcl schnitte, 
das hyperbolische Paiaboloid aber in zwei Giraden geschnitten wird und dass 
jede durch den beiUnnitcn Punkt t,Lhende Pii illili, imen Fnukl dieSL 
nnendhih feinen Schnittps enthalt 

Aus dem Umstände das'- je zwei bcradt derselben bchiai einet tu gel 
flitehe zwatet Ordnung als Traget \oa die Bliche erzeugenden Reihen 
angenommen werden können laast sich leicht schliesseii dass im allgemeinen 
zu jeder Geraden dei einen &chaar eine abet ineh nur eine Geiade dei anderen 
behaar parallel lautt Sind namlieh a und li irgend zwei Gerade welche 
detselben fechaar angehoien heissen B und B, die Reihen dcten Ttäger a und 
V bilde 1 und ist ff der Uegenpnnkt dei Reihe B so muas die Gerade welche 
durch ff parallel zu fij gezogen wird ein Projectie na strahl also eine zu h 
parallele gerade Et/engeide det Jiitbe sein Liegt G unendlich iemt "^o gehet t 
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ilci dutih 6 p,ihcn'le Proji-utiousstiahl der unuidlich feinen Ebeno au, weil ja 
dem Punkte G un ebenfalls unendlich krucr Punkt entspricht. Die llDilion Tt 
und £, sind dann äiinliih uid eizcugen ein Ljpcrboli&ches Paraboloid. Diese 
Bemerkungen dmftcu nacbetchcndon Sati genügend techlfcrtigen: 

Ib Icde gerade Eizcugendc dei emon Scbaar eines 
einfachen Hyperboloides ist parallel zu einer, aber auch nur 
zu einer. Geraden der anderen Scbaar. Unter den geraden 
Erzeugenden eines hyperbolisehon Paraboloides sind keine 
zwei zu einander parallel. 



0) Polar-Eigenseliaften 4er rUchen ziyolter Ordnung 

F sei irgend eint Flaihe zweiter Ordnunc I cm beliebiger Punkt äts 
Raumes und t eine behebigo duich P gehende l« hone welihc J^ in der Cuive 
zweiter Ordnung K schneidet Du Polare dos Punktes P in Bezug auf K nennen 
wir p Legt mau durch 1 irgend eine zweite Ebene *, welche 2^ in einem 
Kegelschnitte K^ sebneidet der K m den Punkten ilf und JV trifft so ist leK.ht 
CmzHEchon disa die Polare jjj des Punktes F m Bezug auf Jf^ die Gerade i 
schneiden muss und /wai in jenem Punkte welehii von P duicb M und N 
harraomsch gctiennt wird Durch jj und jj lasst sich somit eine Ebene le^en 
Diese Ebene i cnncn wii n Zieht man eine beliebige durch P gellende Seciutc 
doi Flache F lieissen die Schnittpunkte derselben mit der Tläehe JSTW 
und be/eichnct min ihren bebnittpunkt mit dci Elcno a duicb 0, so lildcn 
die vier Punkte MNCfP eine harmonische Reihe Dies ist leieht einzusehen 
\icnu man sieh iurch die Sceante jyjV n^eud eine die I lache F ledcn 
falls schneidende Ebene ö gelegt denkt Dei Durehsehuitt j>^ von « und n ist 
namlich die Polare des Pnnkles P in Lezug auf dit Curvc zweiter Ordnung K^ 
Vielehe die Ebene « mit doi i lailie jF gemoiu hil nachdem die zwei Sehneu 
der Curve A^ wclebe Pmit den Sehnittp unkten von p p^ und jij p^ verbinden 
durth diese behnilipunkte und den Punkt P harmonisch gctheilt werden Der 
Punkt O ist lun dci DuichschuiLtspuiiKt einer behebigen duich P^eheiden 
Secantc der Fhebc F daher muss iiii die Sehnittpunlvlc jcdci solchen heeinte 
mit doi Lbene ?r dasselbe f,eUen w.i& bezüglich nachgewiesen wuide Wii 
können also sagen 

Werden duich ir^enl iinoii Punlt P beliebif, \ieU 
becanten cmei Fläche zweite! Ordnung gebogen, und bestimmt 
man in jeder dieser Seeanten jenen Punkt, der von P durch 
die Schnittpunkte der Seeante harmonisch getrennt wird, so 
liegen alle dadurch erhaltenen Punkte in ein und derselben 
Ebene. 

Diese Ebene n wird die Polarebene des Punktes Pund der letztere 
der Po! der Ebene n in Bezug auf die Fläche zweiter Ordnung genannt. 
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Demnacli gilt der Satz : 

1.7. Pol und Polarebene theilen jede dnrch orsteren 
gehende Sehne der Fläche zweiter Ordnung harmonisch. 

Ist die Fläche ^line Kegelfläche zweiter Ordnung (worunter 
«ir im allgemeinen auch Ci lind erflach en beistehen) so muas die l'olarebene 
eines jeden Punktes der nicht mit dem Mittelpunktn der Kegclflache zasammi>ii 
fallt durch diesen Mittelpunkt gehen Nui der Mittelpunkt kann der Pol einer 
Ebene sein welche nicht durch den Mittelpunkt gebt Wie man sirh lenlit 
überzeugt hat eine dmch den Mittelpunkt einer Kef.elfl'iche /weiter Ordnung 
gehende Ebent nicht nui einen sondern unendlich viele Pole, welche 
alle auf cmei durch den Mittelpunkt gehenden Creraden liegen. Diese Gerade 
wild die Polare der Ebene und die Ebene die Polai ebene der Geraden in 
Bezug auf die Kegelfllche genannt 

Die Polarebene eines Punktes P nirl auch eilialten, wenn mau aus P 
mindestens diei bciülirendeGeral an dieFUche ^i(,ht und durch die erhaltenen 
Berti hrnng'>pankte eine Ebene 1p „t Diese Ebene ist dann die Polarebene von P, 
wie leicht einzusehen (Siehe hat? 8 4 Abschnitt) Schneidet die Ebene si die 
Fläche zweiter Oidnang F so laiin der Pol von tt einfach dadurch erhalten 
werden dass man m mindestens diei Punkten des Schnittes von n 
und F leruhiende Ebenen construirt und ien Uarcliaclinittspunkt dieser 
Ebenen bestimmt Der sich ei geben ie I unkt ist Ici Pol von sr. Es gilt also 
der Sat7 

18 Die Ebeie jener tur\e in wtliher eine Fläche 
zweiter Ordnung von irgend einer Kegelfläche zweiter Ordnung 
berührt wird, ist die Poiarebene des Mittelpunktes dieser 
Eegetfläche. 

Hieraus folgt, dass der Pol einer Ebene, welche eine 
Fläche zweiter Ordnung berührt, der Berührungspunkt die- 
ser Ebene sein muss. Dieberührende Kegelfläche ist nämlich in diesem 
Falle in eine Ebene tibergegangen deren Beiührunqsiunkt dei Mittelpunkt der 
Eegetfläche ist wahrend alti Ebene dei Berührungscurve die heiührende Ebene 
angesehen weiden muss 

Heisst man Tiigenl eine Elene P einen hehebigen Punkt derselben 
und F irgend eine Flache zweiter Ordnung so geht die Polaiebene von P 
durch den Pol P der Ebene t Um dies einzusehen denke mm sich dnrch P 
und P irgend eine die Ha he i*' in emei C nrve zwtitei Ordnung K solineidende 
Ebene a gelegt Die Dnrch schnittslinie von et und n ist dann die Polare des 
Punktes P in Be/na auf Ä' wii siih mil Hilfe des obigen Sitzes 17 leicht 
nachweisen lässt Nna hegt P auf diosei Pohren diher muss auch P anf der 
Polaren von P in Bezug auf K gelegen sein (Satz 30 2 Ahschnitt). Die 
luhre V n / «rel rf ilei dei Pohrebeue von P* m fol lieh eeht liese Polar- 
ebene Inich 1 
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Ist. umgekehrt P' irgend ein Punkt und n eine beliebige durch i 
gellende Ebene, so kann auf ganz äbulicbe Art bewiesen werden, dass der Pol 
von fi in der Polarebene von P gelegen sein muss. Wir können somit bebaupten : 

19. Bewegt sich ein Punkt Geht eine bewegliche 
in einer Ebene fi , so gebt Ebene beständig durch 
seine Polarebene beständig elnenPunktP, so bewegt sieb 
dnrcb den Po! von n. ihr Pol in der Polarebene von P. 

Mit Benützung dieser Sätze lassen siRb die folgenden leicht nacliweiscn : 

20. Bewegtsich ein Punkt Geht eine bewegliche 
auf einer Geraden g , so Ebene beständig durch 
geht seine Polarebene ein und dieselbe Gerade ^,, 
beständig durch ein und die- so bewegt sich ihr Pol P auf 
selbeGerade^,. einevGeradenii. 

(Satz links). Der Punkt P bewegt sich nämlich in diesem Falle in zwei 
Ebenen zugleich, deren Durchschnitt die Gerade g bildet, daher rnuss die 
Polarebene von P nach Satü 19 durch die beiden Pole P", P" dieser zwei 
Ebenen, also beständig durch die Gerade PP" geben. 

(Satz rechts). Die Ebene fi geht beständig durch dieselben zwei Punkte 
von ff, demnach muss ihr Pol zugleich in den Polarebenen n', n" dieser zwei 
Punkte, also in der Durch schnittsli nie von ?t' und sr" liegen. 

Die Sätze 19 und 20 erleiden wesentliche Modiücatiouen, wenn die 
Fläche zweiter Ordnung eine Kegel- oder Ciünderfiäche ist. 

Von zwei Geraden g und .9|, welche eine derartige Lage haben, dass die 
Polarebenen aller Punkte von g durch g^ gehen, sagt man, dass jede derselben 
die Polare der anderen sei. Es geben unter der gemachten Voraussetzung 
auch die Polarebenen aller Punkte von ß, durch g. Dies leuchtet ein , wenn 
man die Gerade g^ als die Durchschnittslinie zweier Ebenen n und n^ auffasst, 
deren Pole P und i'j in g liegen mflasen (Satz 20), Denkt man sich nämlich 
einen Punkt auf p^, also zugleich in n und n^ fortbewegt, so geht nach Satz 
19 die Polarebene dieses Punktes beständig durch die beiden Pole P und P, , 
also durch die Gerade ^, welche P and Pj verbindet. Man kann demnach sagen : 
Von zwei Geraden" wird j e d o die Polare der anderen 
genannt, wenn die Polarebeuen aller Punkte der einen 
Geraden durch die andere gehen. 

Soll die Poiai e irgend einei Geiaden ß ermittelt werden, so wählt man 
/wei beliebige Punkte in q und bestimmt die zugebougen Polarcbenen. Die 
Duichschnittslinie dieser beiden Lbcuen iit dann die viilingtc Polare. Oder 
man legt durch q zivei behebige Ebenen bestimmt die Pole der letzteren nnd 
verbindet dieselben durch eine Gerade Wenn sich durch q betührende Rhenen 
an die Flache zweiter Ordnung legen lassen so eiliält man die Polare auch 
indem man durch g die ?wci berülirenden Ebenen an die Fliehe legt und die 
sieh ergebfnihu BeiühinngspuuKte durch eine Geridi veibindef Schneidet </ 
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die Flache so ist die Üarcbschnittalinie jenes /nei Fbei en welche die Fhthe 
m den Sehn ittpunk teil von 9 benihiec die gesuchtp PoUie 

Min üheizeugt 'nch leitht diss von 7wei Geraden deien eine die Polare 
dei andtien m Fezug auf eine Kef,elfHche zweitei OtdnanR ist imniei 
eine luicli den Mittüpunkt Ici Flache gehen mnia I^t a iiaend eine dnich den 
Mittelpunkt dei Kegeifiai.he gehende Geiade, so gibt es unendlit,U viele Polar? 
voB a wdcbe iIIl 111 der Polarebene der Geiaden a hegen 

Legt min duieh eine von zwa Poiaieii jr und (fj etwaduich^ irgend 
eine Ebene welche die Flaübe zweitei Ordnung in nn 1 Cuive K und (/, im 
Punkte Psdineidit so ist Pdei Pol m 1 (/ m Bezug aaf K Dies wird klar, 
wenn mm MLb Lrinnert dT-a Pol und Poliiebcni. jode duich trsieren gehende 
Sehne lei Flache zweitei Ordiung iiaiBioniicii tl eilen Die Pohiebcne des 
Punktes PgeUt nUmhch nach bat/ 20 duiih g al=o hat </ eirn. so! he Lage 
dass jede dutcb P gehenle Sehne dei Cui\o E \on P und g hainionisch 
getheilt Hiid ivoiaus lolgt lasa T dei Pjl \oi 1/ sein muis (bi<i 2y 
2 Abschnitt) 

Mit Benatzuiie, dei voiheigeheidt i Sitze dtses K-ipitels fällt es nun 
nicht schwel andi die folgenden ra h/uwciscn 

21 LowLgt sich eine fieht eine hewtgliLhe 

Gerade 3 in einer Ebene «, Gerade g bestandig duich 
so geht die Polare von^ de n selbe nPunktP, so bewegt 
beständig durch den Pol sich die Polare von g- in der 
von«. Polarebene von P. 

Auch der folgende Satz lässt sich nun leicht begründen 1 
22. Die Polaren aller Strahlen eines S trahle n h ü seh e Is 
bilden gleichfalls einen Strahlenbiischel. 

Der Beweis hiefür kann wie folgt gegeben werden. Heisst M der Mittel- 
punkt eines beliebigen Strahlenbüschels S und g irgend ein Strahl desselben, 
so erhält man die Polare von g , indem man die Polarebene ;* von M und jene 
ivgead eines zweiten Punktes der Geraden g bestimmt, der Durchschnitt dieser 
beiden Polarehenen ist die gewünschte Polare, Wird nun fttr irgend einen 
anderen Strahl des Büschels S die Polare in derselben Weise bestimmt, so 
ergibt sich diese Polare als Durchschnitt von ;* mit irgend einer zweiten Ebene ; 
sie liegt also jedenfalls in ji, woraus geschlossen werden kann, dass die Polaren 
aller Strahlen des Btischols S in f« liegen und gleichfalls einen Stralilenbüsche! 
bilden , nachdem sie alle durch den Pol des Trägers von S gehen müssen 
(Satz 21). 

Aach die Sätze 21 und 22 sind zu modificircn, wenn man sie auf Kcgel- 
oder Cilindorfläcbcn anwenden will. 

Ist F irgend ein Punkt und tt seine Polarebene, so sagt mau, dass P und 
irgend ein beliebiger Punkt P von tc conjugirte Punkte in Bezug auf 
die Flüche zweiter Ordnung sind. Ebenso nennt man ti und irgend eine durch 



y Google 



304 Vierter Absclm,itt. 

F gehende Ebene «' conjngirte Ebenen, Nachdem die Polarebene vonP" 
durch P geht und der Pol von n' in n gelegen sein muss (Satz 19), bo kann 
man auch sagen : 

Zwei conjugirte Punkte in Zwei conjugirte Ebenen 

Bezug anf eine Fläche zweiter in Beziii; auf eine Fläche 
Ordnung sind solche, deren zweiter Ordnung sind solche, 
jeder in der Polarebene des deren jede durch den Pol der 
anderen liegt. anderen geht. 

Die nachstehenden Definitionen bedürfen nun wohl keiner weitem 
Erklärung mehr : 

Ein Punkt Pund eineGe- Eine Ebene n und eine 

rade g heissen einander con- Gerade g heissen einander 
jngirt, wenn Pauf der Polaren conjugirt, wenn n durch die 
von ^ Hegt, also die Polarebene Polare von cf geht, also der 
von P dm t,h ö' geht (Sit/ 2U| Pol \on ;i m g- hegt (Satz 20) 
Ist ff eme beliebige Geiade, (/^ ihre Polaie m Bc^sag auf eine Flache, 
zweiter Ordnung und be/euhnet a irgend eine Geiade, welche ^"1 i« einem 
Punkte schneidet, den wii durch P bezeichnen wollen, so nennt man t) und a 
eonjugirte Goi adt Die Polare a' von a sthneidnt g, denn a' etgibt suh, 
wenn man zu P und iigend einen /weiten Pnnkt der Geraden a die Polarebene 
sucht und den Duuhschnitt diesei Ebenen bestimmt Nachdem nnn die Polar 
ebene n von P duich g gehen muss, so liegen « und g in detselben Ebene n 
und schneiden sidi dahei Man kann also sjgen 

Zwei Geiade heissen conjugirt, wenn |ede detselben 
die Polare der anderen schneidet. 

Für Kegel- und Cilinderflächen geben wir folgende Definition : 
Zwei durch den Mittelpunkt einerKegel- oder Cilinder- 
fiäc.hc gehende Gerade heissen einander conjngirt, wenn 
jede in der Polarebene der anderen liegt, 

Ist P irgend ein Punkt, n seine Polarebene und i" ein beliebiger Punkt 
der letzteren, so sind, wie bereits erklärt, P und J" conjngirte Punkte in Oezug 
auf die Fläche zweiter Ordnung F. Legt man durch die Verbindungslinie der 
Punkte P , P' irgend eine Ebene a, welche F in einer Curve K schneidet, so 
mflssen P und P*, anch in Bezug auf K einander conjugirt sein. Denn die 
Durchscbnittslinie der Ebenen a und n ist, wie sich mit Hilfe des Satzes 17, 
4. Abschnitt, leicht nachweisen lässt, die Polare dos Pnnlttes P in Bezug auf 
K und nachdem P auf dieser Polaren . liegt, so erscheint unsere Behauptung 
gerechtfertigt. — Heissen P und P" irgend zwei Punkte, welche einander in 
Bezug auf irgend eine ebene Sehnittcnrve K einer Fläche zweiter Ordnung F 
conjngirt sind, so mttssen P nnd P" anch in Bezng anf die FlH.che F einander 
conjngirt sein. Denn P liegt auf der Polaren von P in Bezug auf K und diese 
Polare gehört der Polarebene des Punittes P an. 
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Wir können somit sagen : 

23. Sind zwei Punkte P und V tsinaniler in Bezug auf 
eine Fläche zweiter Ordnung (loujugirt, so siud sie es auch in 
Bezug auf jede Cni've, in welcher eine beliebige dureb PF" 
gehende Ebene die FUcho schneidet. Und sind zw ei Punkte P 
undP" einander in Bezug auf irgend eine ebene Seb ui ttc urve 
einer Fläche zweiter Ordnung conjugirl, s i> sind sie es auch 
in BeKüg auf diese FUche. 

Ist P irgend ein Punkt einer Gerade» g und beisst g^ die Polare von g, so 
sind P und irgend ein beliebiger Punkt von g^ cnnjugirte Punkte, nachdem die 
Polarebene von P dem Satze 20 zufolge durch g^ gehl. Es gilt somit der Satz: 
24. Je zwei Punkte, von denen einer auf irgend einer 
Geraden g und der zweite auf der Polaren vou g liegt, sind 
einander conjugirt. 

Legt man durch eine von zwei Polaren g und g^ etwa durch g irgend eine 
Ebene « weli.he g^ in P scbnpidet und zieht Im h P eine beliebige Gerade a 
va ö so sind a und g conjugiite Gernle in Bezu^ auf die Flauhe zue tei Cid 
nnng sie suil es aber auch m BciHg lul die Oune Ä in wekher a diese Flacht, 
3 hnetdet nachdem nie oben beieits eikliit vurde P der Pol dei Geraden 3 lo 
Bezug auf K ist und a duich P geht — Hti sen a und g iigend zwei in der 
stiben EbeuL a gelegene Reiide wel he einandfi in Bezug auf die & hDittrurve 
von £1 mit 1er Fladie ?weitei Oidnung cou|ugut aind so mfisseu sie es auch m 
Bezug auf diese Häehe seiu denn die Polare>ene des in a gelegenen Poles P 
vou g geht wie leicht einzusehen duidi q iKo musa iie f laie ton j dui hl 
gehen (bata 20) und folghch i schncidi, 1 
Es gilt somit der Satz : 

25. Sind zwei in derselben Ebene « gelegene Gerade ein- 
ander in Benug auf eine Fläche zweiter Ordnung conjugirt, so 
sind sie es auch in Bezug auf die Sclinittcurve der Ebene et mit 
der Fläche; und sind umgekehrt zwei in derselben Ebene « 
gelegene Gerade einander in Bezug auf die Schnittcuvve von 
a mit der Fläche zweiter Ordnung conjugirt, so sind sie es 
auch in Bezug auf diese Fläciie. 

Wir wollen nun zeigen, dass wenn man zu allen Punkten und Geradon 
eines ebenen Systemes 2 die Polarebenen, beziehuugsweise die Polaren bestimmt, 
alle diese Ebenen und Polaren einen Strahle nbün dei s bilden, welcher mit 2 
reciprok verwandt ist. Dabei schliessen wir jene Flächen aweiter Ordnung, welche 
zur Gattung der Kegelflächen gehören, aus. 

Der Träger von 2 iieiase tl und den Pol von st nennen wir P. A sei 
irgend ein Punkt dos Systemes 2 und g eine beliebige durch A gehende Gerade 
in 2. Diesen Voraussetzungen zufolge geht die Polarebene a von J,, durch P 
(Satz 19, 4, Abschnitt) und die Polare g^ von g rauss in der Ebene a liegen 

Stanaigl: LBhtbnoh dar neoeten Geomettle, 20 



y Google 



^05 Vierter Äbsr.hnüt. 

HEd dnrcli PhindtircLgehen (Satz 21, 4. Äfec-hnitt). ^ und g sind nun zwei 
beliebige Elemente des Syst.emes 2, daher gehen die Polarebeneii aller Punkte, 
sowie auch die Polaren aller Geradon von 2 durch den Ponkt P und bilden also 
einen Strahl cnbündel s mit dem Mittelpunkte P. Dass dieser Bündel mit dem 
Systeme 2 reciprok verwandt ist, wenn man jedem Pnnkte in 2 seine Polar- 
ebene and jeder fieraden in S ihre Polare als entsprechendes Element zuweii^t 
geht darans hervor, dass je zwei un gl ei eh artigen Elementen Ä und jf in 2 , wo- 
von Äin g liegt, zwei ungleichartige Elemente a und g^ in s entsprechen, von 
denen a durch g^ geht (Siehe Kapitel e, 3. Abscimitt). 

Der Träger n des ebenen Systemee 2 schneidet den Strahlenbündel s in 
einem ebenen Systeme 2j , welches mit ^ ein ebenes l^olarsystem bildet, 
also gegen 2 involntori seh liegt, woraus folgt, dass auch 2 und s 
involutorisch liegen, üra dies nachzuweisen haben wir nur zu zeigen, 
dass jedem Punkte der Ebene jt, weiche den gemeinscliaftlichen Träger von .2' 
und 2^ bildet, ein und dieselbe Gerade in je entspricht, ob man diesen Punkt als 
Element von 2 oder 2^ betrachtet. Dem beliebig gewählten Punkte A m 2 
entspricht die UurchschnittslJnie a der Ebenen a und ji, iletrachtot man Ä als 
Element von 2^, nämlich als Durchschnitt des Strahles PA mit ^r, so entsprich!, 
dem Punkte A die Polare der Geraden PA. Diese Polare fällt aber mit a 
zusammen; denn die Polarebene von P ist n und die Polarehene von A ist g, 
daher entspricht dem beliebig gew&lilten Punkte A, ob man ihn als Element von 
2 oder 2^ ansieht, die Gerade a, wie oben behauptet wurde, und 2 und 2^ 
müssen involutorisch gelegen sein. Aus dieser Untersuchung ergibt sich nun 
der Satz : 

26. Ist 2 irgend ein ebenes System undP rterPol seines 
Trägers, so bilden die Polarebenen der Punkte und die Po- 
laren der Geraden von 2 einen mit 2 reciprok verwandten 
Strahlenböndel, dessen Mittelpunkt sich in Phofindct, und 
welcher gegen 2 inTolutonseh liegt 

Dipset Sitz gilt auch für Kegel nnd Cilmdeiflichen 7 veiter Otdnmg 
wenn man uitei 1 den Mittelpunkt der Fliehe versteht und der Träger von 2 
nicht durch die^sen Mittelj unkt hindurchgeht 

Det Punkt A unl die Geride a sind einandei (.onjngiit 1 ichl n A 11 
der Ptlaren Z 4 von a gelegen ist Mitsprechende Dleneite ■von — nn i — ^ 
weiden al^O durch iigend einen Punkt A Ici Ebene re und du. in 7t bohndl he 
dem Punlte ^4 lonjugute Gciade a gebildet Schnellet n die Flä he zweiter 
Ordnung so ist die bchnittcurve zugleich iie Directus des aus den Systemen 
2 und 2j bestehenden Polaisistemes dem lelem Punkte dieser bchnittcuive 
ist, wie leicht einzusehen eine durch ihn gehe ide Gerade der Ebene 51 conjUoUt 
Demnach gilt der Satz ; 

27. Jede Ebene ist der Träger eines ebenen Polars ystemes, 
in welchem je zwei entsprechende Elemente durch einen 
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Punkt «nd die demselben in Bezug auf eine fläche zweiter 
Ordnung conjugirte Gerade gebildet werden. Die Schnitt- 
curve der Ebene und der Fläche zweiter Ordnung ist zu- 
glpifli die Directri^ dieses Polarsystemes 

D fetral le bü del j, wcl 1 er e n & hem de ebene Systemen 2 i t 
und 1 e f,ege s co ce t seh 1 egen le St tblenbundel s der e nen Sehe n Jes 
Systemes 2 b Ide., si d rec prok vnrwai dt un i hegen volutor scb s e b 1 ien 
also ein i olar y?tem im Strablenlüadel Et'fjr elende Elemente de selbe 
s i je p n Strahl 3es e nen Btindeh inl d e 1 n o jug ite bjbe e des anderen 
D e e Fbene fi volll ommen best mmt na bd n s e lu 1 1 e P la e des 
Strahles n l du h Ien gerne s 1 tftl 1 e M ttelpn 1 1 P dei be le BU del 
gehen raus'i — ■ W r 1 bnne nun tolgonden Sat lufstelle w 1 1 o le n uu 
n ttelbar vorhergehenden amlog st 

98 JederPu It derMtteli« llene Pola s ste e 
im Strahlenbundel, in nelcbem je zwei entspiechende 
Elemente durch eine G erade und die ihr in Bestu gaufeine 
Flache zweiter Ordnung conjugirte Ebene gebildet werden. 
Die Ordnungsfläche dieses Polaraysteraes ist eine die Fläche 
zweiter Ordnung umhüllende KegeHläche. 

Die Sätze 27 und 28 gelten aoch für Kegel- und Cilinderfläcben, wenn 
man in dem ersteren statt „jede Ebene" jede nicht durch den Mittelpunkt 
gebende Ebene, und in dera letzteren statt „jeder Punkt" der Mittelpunkt 
einer Kegel- oder CiUnderßäche setzt. 

Aus den Sätzen 47 nnd 55 des 3. Abschnittes und dem obigen Satze 26 
ergeben sich unmittelbar die folgenden r 

29. Jede Punktreibe ist mit jenem Ebenenbüschel projec- 
tiviseb, welcher von den Polarebenen der Punkte dieser Reihe 
gebildet wird. Reihe und Büschel liegen involutoriscb. 

30. Jeder Stralilenbüschel und der aus den Polaren der 
Elemente desselben gebildete Strahlen büschol sind projec- 
tivisch verwandt (Satz 22, 4, Abschnitt). 

Aus den obigen Sätzen 27 , 28 und dera Satze 56 des dritten Ab- 
schnittes folgt : 

31. Alle Paare von Punkten, All e Paare von Ebenen, wel- 
welche auf ein und derselben che durch ein und dieselbe Ge- 
Geraden liegen und einander rade ge h en und einander in Be- 
in Bezug auf eine Fläche zug auf eineFiache zweiter 
zweiter Ordnung conjngirt Ordnungconjngirtsind, bilden 
sind, bilden eine involutorische einen involutorischen Ebene n- 
Punktreihe. Die Doppelpunkte b üschel. Die Doppelebenen 
dieser Reibe liegen auf der dieses Büschels berühren die 
Fläche zweiter Ordnung. Fläche zweiter Ordnung. 
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32. Alle Paare von Geraden, welche einander in Bezug 
auf eine Fläche zweiter Ordnung conjugirt sind, und ein und 
demselben Strahlenbüschel angehören, bilden einen irivolu- 
torischen StrahlenbUscliel, Die Doppelstrahlen dieses Büschelfi 
berühren die Fläche zweiter Ordnung, 

Man überzeugt sich leicht, dass die Sätze 29 bis 32 im allgemeinen auch 
für Kegel- nnd Cilindorfläclien Geltung iiabün. 

A sei irgend ein Punkt und a seine Poiarebene in Bezug auf eine Fläche 
zweiter Ordnung, welche nicht nur Gattung der Kegelflächeu gehört. Durch A 
legen wir irgend eine Ebene ß, bestimmen deren in « gelegenen Pol jß und 
legen endlich dnrcb die Gerade AB irgend eine dritte Ebene y. Der Pol C von 
y muss dann in der Durch scbnittslinie der Ebenen a und ß gelegen sein, denn 
y geht durch A und S, also liegt der Pol von y zugleich in den Polarebonen 
von A und B. Der Pol D der Ebene d, welche durch A, B und C geht, ist wie 
leicht einzusehen, der Schnittpunkt der drei Ebenen b, ß und y. Die Punkte 
ABCB bilden nun im allgemeinen ein Tetraeder, in welchem jeder Eckpunkt 
der Pol der ihm gegenüberliegenden Seite (Ebene) und jede Kante die Polare 
derjenigen Kante ist, welche von ihr nicht geschnitten wird. So z. B. ist CD 
die Polare der Kante AB, nachdem CD den Durchschnitt der Polarebenen von 
Ä and B bildet. Ein derartiges Tetraeder wird ein Poiartetrae der genannt. 
Die drei Kanten nnd Ebenen, welche in irgend einem Eckpunkte eines Polar- 
tetraeders zusammentreffen , bilden ein sogenanntes Polardreikant. Ein 
derartiges Dreikant hat die Eigenschaft , dass jede Kante desselben der 
ihr gegenüberliegenden Seite in Bezug auf die Fläche aweiter Ordnung 
conjugirt ist. 

Aus der eben erklärten Construction eines Polartetraeders folgt , dass 
jeder Punkt {A) als ein Eckpunkt unendlich vieler Polartetraeder, also auch 
unendlich vieler Polardreikante betrachtet werden kann. 
Zunächst beweisen wir folgenden wichtigen Satz : 

33. Ist F irgend eine Fläche zweiter Ordnung, welche 
nicht zur Gattung der Kegelflächen gehört, und P ein beliebiger 
Punkt des Raumes, so gibt es entweder nur ein Polardreikant 
in Bezug auf F mit dem Eckpunkte P, dessen drei Kanten auf 
einander senkrecht stehen, oder es sind unendlich viele 
solche Polirdreikante vorhanden 

\er'-teht man untei P den "Mittelpunkt dt,r Fläche zweiter Ordnung so 
gilt diesei batz auch tüi Kegeläacken 

Nach SaU 2S 4 Abschnitt ist I der Mittelpunkt eines Polarsystemes im 
Strahlenbüudel in welchem je zwei entspiechende Elemente iurch eine Gerade 
und die ihi in Bezug auf F conjugirte Ebene gebildet werden Dieses Polar- 
system kann man siih durch die Veiemigung zweiei tenpioker Stralilenbündel 
s und ij LUtstiuden dtnkeu m vckheni je zwei ei t sprechende Elemente — 
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Strahl und Ebene — einanilur in Bezug auf F conjugirt sind. Nun nehmen wir 
an, durch den Punkt P sei auf jeden Strahl des Bündels s eine senkrechte Ebene 
gelegt worden. Alle diese Ebenen bilden einen mit s reciprok verwandten 
Strahlenbündel s^ , wenn man je einen Strahl von h und die auf ihm senkrecht 
stehende Ebene als entsprechende Elemente von s und s^ betrachtet. Denn ist 
a irgend eine Ebene von s und a ein in o: gelegener Strabl , so entspricht dem 
Strahle a eine Ebene in s^, welche durch den der Ebene a entsprechenden Strahl 
von Sj, hindarchgeht (Siehe Kapitel e, 3. Abschnitt), 

Nachdem nun s sowohl mit Sj als auch mit % reciprok verwandt ist s o 
muasou Sj und «^ collincar vei wandt sein (Satz 45 y Abschnitt) 
Süineidet min daher \ und »^ durch eine belitbige tbene so ergeben sich als 
Schnitte zwei colhneare ebene Sj steine -^ und ^^ Nach Sitz 1^ 3 Abschnitt 
hüben diese beiden bjstemt im allgemeinen die Eckpunkte und Seiten cinc& 
Dri.ieuke& entspicchend gemein von wLlchcni äwci Eckpunkte und die ihnen 
gegenüberhcgendcn Seiten imaginär sein 1 onnen oder die beiden Systeme sind 
identisch Im ersteren Falle haben s^ und s^ die Kanten und Seiten eineb Drei 
kantes von welchem zwei Kanten und zwei Seiten imaginii sun können eut 
sprechend gemein im zweiten iaile eoincidnen alle entsprechenden Elemente 
von \ und a^ Hieiaus kann man sibhesscn dass wenn m den beidei leeiiioken 
bttahlen bündeln i und ^ nicht alle entsprechenden Elemente auf einandei senk 
recht stehen dich mmdestens zwei (teelle) enti>i rechende Element« eine senk 
leehtL Lage gegen einandei haben Diese Elemente wollen wii « und « nennen 
Alle in a gelegenen duich F gehenden Paare conjutirter Getaden bilden 
einen im olutorischen Strahlenbuschel {Satz ö2 4 Abschnitt) In diesem BUschel 
gibt es immei z»ei auf einander senktecht stehende sich entbpiechende Strahlen 
l> und (. Der Strahl a ist jeder der beiden beiadcn b und c conju^ut nachdem 
letztere in der Ebene a liegen welche dem Stnhle a conjugirt ist Nachdem nnn 
a und e dei Geraden ö conjugirt ^nd so musg die durch a und c bestimmte 
Ebene dem Stiable ö eonjugiit sein auch ist leicht einzusehen dass c der 
Ebene dei Geraden a und h conjugiit ist Die drei sich in P schneidenden 
Geraden a b und o bilden demnach die Kanten eines Polaidieikantes Jede 
tantc dieses Dieikantes steht auf der ihi gcgenubei liegenden Seite senkrecht 
Em deraitiges Polardreikant wird ein recht« inkligeb genannt Fut 
jeden beliebigen Punkt I gibt es ein leihtwinkhges Polai di eikant In dem 
spccieilen Falle abei «ecn he coUinearen StrahlenbUnlel \ und «^ ide tisch 
•*ind yht es unendhch viele solche Dieikante mit dem Eckpunkte 1 ■ — Damit 
erscheint nun obiger Satz gerechtfertigt. — 

34 Sind F und F^ irgend Sind F und F^ irgend zwei 

zwei Flächen zweiter Ordnung Flächen zweiter Ordnung und 
und construirt man zu allen construirt man zu allen Punk- 
berührenden Ebenen von F^ tcn von Fj die Polarebenen 
die Pole in Bezug auf F. so in Bezug auf F, so berühren 
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liegen alle diese Pole auf ein atlo diese Ebenen eine und 
und derselben Fläche suseiter dieselbe Flächen zweitev Ord- 
Ordnnns nunc; 

Um den Satz links r tcliiuweJ-iC i denken wii r Iil Hi liu F il 
tm Fizeufeniss zweier leupiokci cbeiiti S>itcme 2 uni i^ Dii, Pole Itt 
Tragei von — und — ^ ntnneii wir F üud Pj Bebtimmt man ^u allen Punkten 
von ^ unl ^j die Polaiebeneii und /a allen faeiaieu dieser beiden Sj steine die 
Polaren so tihtlt man narh Sali Jb 1 Abschnitt liwei btr iblenbilndcl s miU Sj 
mit den Mittelpunkten P und P^ Diese tBudel ind reui>rok verwandt natb 
dem auch 2 und S^ reupiok sein müsseii wenn sie F^ erdtioCii sollen dabti 
eizeugen s und Sj eine Fliehe zweitei Oidnunj, F^ ßutbpi w,hendi t-leiicnte 
\cn s nnd s, sind jo ii e Geiadc a von s und eine Ebene a^ von Sj «enn a die 
Polare der Geraden a in 2 und «, die Polai ebene des Punktes A^ in 2^ ibt 
und wenn der Geraden a in 2 dei Punkt Ä^ in — ^ o;it&piii,ht DioESuit, 
weluho durch a und 4^ gebt ist eine beiühitnde Lbeuc der dun.b — und — ^ 
or^eugten Flacht ^j und df-i Pol dieser Ebene m Be.iUo auf F ist doi DuiLh 
schnittspunkt von a und a^ also em Punkt lei durch s ui i s ricu^tcn b 1 tilic 
F^ Demnach liegt liei Pol jedn beiuhiuiden Ebene \on i^ auf du Bla bc 
Fj wie oben behauptet wuide 

Auf ganz analoge Weise lässt sich der Satz rechts nachweisen. 



d) Blametral-Ehenen , Duivlimesser und Axen der riUchen zweiter Ordnimg. 

Ist P irgend ein unendlich feiuei Punl t n id t scmc Pohiebeae in Bezug 
auf eine Fläche zweiler Ordnung F so j^eht n duith den Halbiiungspunkt 
einer jeden Sehne von F, welcle gegen I convei^iit nachdem Pol und Polar- 
ebene jede durch ersteren gehende feehne haimoiisch theilen (Satz 17, 4. Ab- 
ecbuitl und Satz 3ä , 1. Abschnitt) Die sammtlicl en t,ego i P onvergirendeu 
Sehnen sind einander parallel und ihie Kichtung kiiin d% P ils cm beliebiger 
uneudlicb ferner Punkt angenommen wurie auch als eine beliebit,e betrachtet 
werden ; daher gilt der Satz : 

35. Die Halbirungspunktc aller Sehnen einer Fläche 
zweiter Ordnung, welche in irgend einer Kichtung parallel 
zu einander gezogen werden können, liegenauf cinundder- 
selben Ebene. Jede solche Ebene wird eine Diametral-Ebene 
genannt. 

Eine Diametral-Ebene ist somit die Polarebene eines unendlich fernen 
Punktes und halbirt sämmtlichc Sehnen, welche gegen diesen Punkt gerichtet, 
also der Ebene conjugirt sind. 

Die Curve, ia welcher eine Fläche zweiter Ordnung von irgend einer 
ihrer Diametral - Ebenen geschnitteo. wird, nennt man einen Diametral- 
Bchnitt. 
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Durchmesser und Axen der Flächen zweiter Ordummj. J-JH 

Die Polai'ebene eines lieüebigeu, ausseihalb einer Fläche zweiter Ordnung 
F gelegenen Punktes P wird bekanntlicti auch erhalten, indem man jene Kegel- 
fläche construirt, deren Mittelpunkt P ist und die Fläche F umhüllt ; die Ebene 
der BerührnngBcurvo beider Flächen isl dann die Polarebene von P (Sata 18, 
4. Abschnitt). Liegt nun Pin unendlicher Entfernung, so gebt die berttbrende 
Kegelfläche in eine Cilinderfläeho über. Man kann also sehliessen i 

36. Säinmlliche Ebenen, welche In den P unkten e in es 
Üiametralscbnittes ein er Fläche zweiter Ordnung berührend 
au die Fläehe gelegt werden können, umbauen eine Ciliu- 
dertläelie, deren gerade Erzeugende zujeucnSühnenpara!- 
lel sind, die von der Ebene des Diametralscbnittes halbirt 
werden. — Die Ebene jener Cur ve, in welclioreine Flächo 
aweiter Ordnung von einer Cilindcrl'lächo berttlirt wird, ist 
eini den geraden Eiäeugcnden dicber Cilind.-rn acht- ei>n 
jugiite Diamettal Ebene 

Nmnit man au'«>er Pnoib zwei andcn uncndliüi knu Punkte m dtini 
Vtibmdungslinie nicht dunh Pgeht, und eousliuiit die Polaiobeno eines jeden 
deihelben, ao ergibt huli als SduiMtpunkt diebei dioi Poliiicbenen dei Pol M 
der Ebene fi, in wekhci die diei uueudliUi fernen Punkte hegen (Sat? 19, 
i AbseliDitt) Lct/tire Ebene \\X nun die uncndhcb teine Ebeue dca Eanmts, 
nai-hdem ille ihre Punkte unendlich ferne hegen mtlssen, wovon man sieb leicht 
uber/engt, wenn man berutksichfigt , dass jede Guide , wtiehe zwei uiiendhch 
ferne Punkte enthalt ganz in uneiidheher Enticiuuug hi^t Die Polarebenen 
Räinmtheher PanUe der Ebene u sind demnaeb Diametral-Ebenen bie gehen 
alle duich den Punkt üf und dieser Punkt wird der Mittelpunkt dei Fläche 
/wcitei Otdnuug genannt Unter dein Mittelpunkte einer Blkche iweiLei Ordnung 
\erbteht man also den Po! der unendlieb lernen Ebene oder «as 
dasselbe ist , jenen Punkt, durch welchen sRmmtliche Diametral -Ebenen der 
Fläche gehen. 

Die Bezeichnung Mittelpunkt findet ihre Rechtfertigung in dem Umstände, 
dass dieser Punkt jede durch ihn gehende Sehne der Fläche balblrt, wie aus 
dem SatK« 17, 4. Abschnitt, leicht gefolgert werden kann. Jede durch den Mittel- 
punkt gehende Sehne der Fläehe wird ein Durchmesser der letzteren genannt. 
Nachdem jeder Durchmesser vom Mittelpunkte halbirt wird, so ist leicht einzu- 
sehen, dass der Mittelpunkt einer Fläche zweiter Ordnung auch der Mittelpunkt 
eines jeden Kegelschnittes sein muss, in welchem irgend eine Diametral -Ebene 
die Flächo zweiter Ordnung achneidet. 

Dass je zwei Durchmesser, welche einander in Bezug auf eine Fläche 
zweiter Onänuug conjugirt sind, es auch iu Bezug auf die Diametral-Ebene sein 
müssen, welche darch dieselben bestimmt wird, folgt unmittelbar aus dem Satze 
25, 4. Abschnitt. 
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51ä Vierter Abschnitt. Diametral-Ebenen, 

Unter der Länge eines Du rehmeBsers einer Fläche zweiter 
Ordnung, welcber die Fläche schneidet, versteht man den Abstand dieser Durch- 
Bchnittspuakte von einander. 

Das elliptische und hypcrboliechc Parabotoid werden von der unendlich 
fernen Kbene hcriihrt. Der Pol der letzteren, alsu der Mittelpunkt der Fläche, 
ist daher der Berührungspunkt dieser Ebene. Daraus folgt, dass der Mittel- 
punkt eines eHiptischeu oder hy perbol isuheu Paraboloides 
unendlich ferne liegt, sowie dass sämmtliehe Durchmesser 
einer solchen Flüche tn einander parallel laufen. 

Ein Durchmesser und eine Diamclral-Ebenc siud einander coiijugirt — 
d. li, der Durchmesser geht durch den Pol der Diametral-Ebene — wenn eisterer 
parallel xu jenen Sehnen ist, die von der letzteren halbirt werden. 

Die Polare eines Durchmessers ist die Durchschuiltslinic der 
Polarebene des Mittelpunktes und der Polarebeuc des unendlich fernen Punktes 
dieses Durchmessers, also die unendlich ferne Gerade der dem 
Durehmesser conjugirtcn Diametral-Ebene. 

Legt man durch die unendlich ferne Polare a^ irgend eines Durehmessers 
a eine beliebige Ebene, welche die Fläche zweiter Ordnung in einer Curve K 
und a im Punkte M schneidet, so ist wie oben erklärt wurde, M der Pol von % 
in Bezug auf K (siehe die Erliläruiigen zu Satz 24, 4 Abschnitt). Hachdem 
aber a^ unoudlich ferne liegt, so muss Jif der Mittelpunkt der Curve K sein. 
Hieraus folgt; 

37. Ist a irgend ein Durehmesser und « die ihm conja- 
girteDiametral-Ebene einer Fläche /.weiter Ordnung, so 
liegt der Mittelpunkt einer jeden Curve, in welcher irgend 
eine zu o parallele Ebene die Fläche zweiter Ordnung 
schneidet, auf dem Durchmesser a. Schneidet a die Fläche, 
so sind die Ebenen, welche in diesen Schnittpunkten berüh- 
rend an die Fläche gelegt werden können, parallel zu a. 

Zu irgend einer Diametral-Ebene a kann man daher den conjugirtcn 
Durchmesser bestimmen, indem man zu a eine parallele Ebene legt, welche die 
Fläche zweiter Ordnung in einer Curve K schneidet, und den Mittelpunkt der 
Fläche mit jenem der Curve K verbindet. 

Ist 7t iigend eine Ebene, welche die Fläche zweiter Ordnung F in einer 
Cuivc K schneidet, deren Mittelpunkt M heissen mag, so muss der durch M 
gehende Durchmessei rf lon J" dei Ebene ft conjugirt sein. Denn ist « die zu n 
parallele Diametial- Ebene, so eihält man, wie eben erklärt wurde, den der 
Ebene a conjugirten Düichmesser, indem man F durch eine zu a parallele Ebeuo 
3t schneidet und den Mittelpunkt M der so erhaltenen Schnittenrve K mit dem 
Mittelpunkte der Fläche verbindet. Dieser Durchmesser ist identisch mit d, 
woraus folgt, dass d der Ebene «, also auch der Ebenen: conjugirt ist, nachdem 
K und 7t sich in der unendlich ferne liegenden Polaren des Durchmessers d 
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sciineideu. - Ist /t^ irgend eint, zu ji parallele Lbtne, wekhe F in einer Cuivp 
Kj sehneiilet, si> liegt dem Satze äl zufolge, duth dei Miltelpankt von K^ auf 
dem Durehmesstt d, woiaub man Behhesifn kann , dass die Mittelpunkte allti 
durch parallele Ebeneu sich ergehenden Schnittiuiven einei Flache zweitd 
Ordnung auf ein und demselben Durchmesser hegen, dei allen diesen Ebenen 
c.onjugirt ist. 

Das'! alle Curven , lu welchen eine Fläche zweitoi Ordnung von parallelen 
Ebenen geschnitten weiden kami, uuter emandei alinlich sind, lässt sich wie 
folgt zeigen 

Jiundn:^ seien iigeiid zwei parallele, die Flache F bezieh nagt, weise in 
den Curven K und K^ schneidende Ebenen Die Mittelpunkte von E und Ä, 
nennen wir M und M^, irfiend zwei conjugirte Durchmesser von K seien a, ö 
und die zu a und h patallelen Duichniesfer von Aj bezeichnen wir durch a^ 
und Ö^. Dass die Ceiade MM^ ein Durchmesser dei Flache F ist, also die 
durch a a^ und b ftj bestimmten Ebenen Diametral Ebenen sein müssen, wurde 
soeben eiklart MM^ ist nun einer jeden Geiaden conjugirt, welche in n hegt, 
odci dieser Ebene parallel lauft, denn n iit der Geiaden MM^ conjugiit sif 
entliält also die — in unendlicbei Entfemung gelegene — Polaie \on J/il/^j 
und jede /u n patallele Getade schneidet diese Polaie Dera/ufolge itit « sowohl 
der Geraden &, als aicli der Geiiden MM^ in Bezug auf die Flafhe F con 
jugirt, MM^ nnd & sihnoidcn also die Pulaic ven o nad die Ebene, welehe 
durch MM^ und ö, oder was dasselbe ist , dnieh b und \ bestimmt wird , eni- 
häU diese Polare, woraus man schliessen kann dass die Ebene Ö6, der Geiaden 
CS conjugiit ist Die paiallelcn Getiden a una a^ comergiren demnach gegen 
den unendlich feinen Pol der Diametial Ebene &öj Diesei Pol ist /«gleich der 
Pol der Geraden &, in Bezug auf Kj, folglich sind a^ und b^ conju- 
girte Durchmesser der zuletzt genannten Curve, 

Die conjugirten Durchmesser a , b wurden beliebig gewählt , es müssen 
daher je awei beliebige conjugirte Durchmesser von K conjugirten Durehmessern 
von Kj parallel sein, woraus folgt, dass Ä'und K^ ähnlich sind. Denn man 
kann sich eine der beiden Curven parallel zu sich selbst verschoben denken, bis 
sie in die Ebene der anderen gelangt und es gelten dann für E und E^ die 
Sätze 88 und 89 des 2. Abschnittes. 

Als Resultat unserer zuletzt angestellten Betrachtungen lässt sich nun 
folgender Satz aufstellen : 

38. Schneidet man eine Fläclic zweiter Ordnung durch 
parallele Ebenen, so sind alle sich ergebenden Schnitt- 
cnrven einander ähnlich und die Mittelpunkte dieserCurven 
liegen alle auf jenem Durchmesser, der den schneidenden 
Ebenen conjugirt ist. 

Wird die Fläche zweiter Ordnung von einer Kegelfläche in der Curve K 
berührt, so muss der Durchmesser MM^, weit er der Ebene der Curve K con- 
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JDgirt ist, «Inrch den Po! dieser Ebene , iiäiiilich durch den Miltolpaiikt der 
Kegelfiftdie gehen. Wir können also beliaupteu : 

39. Wird eiuc FUtUe zwüiter Ordnung von einer Kej^cl- 
fläclie, deren Mitte.lpunkt P heissen mag, in einer Curve ff 
berüiirt, so ist die VerbindungKJiuie des Pnnkteti Pniitiieni 
Mittelpunkte von Ä jener Durchmesser der Fläche zweiter 
Ordnung, welcher der Ebene von K coiijugirt ist. 

Nachdem eine Diametral-Ebene a, welche einem Durchmesser a eonjngirt 
ist, durch die Polare von a acht, no ist a jedem in a ^'clegcnen Durch- 
roesser, sowie überhaupt jeder zu a parallelen Geraden oüujugirt. Mau kann 
also sagen . 

40. Jeder Durchmesser einei' Fläche aweiter Ordnung 
ist allen Geraden conjugirt, welche in der ihm conjugirton 
Diametral-Ebene liegen, oder Kur letzteren parallel sind, 
also namentlich uuch alleji tu dieser Kbene liegenden 
Durchmessern. 

Irgem! zwei eonjugirte Durchmfwser b und c der Diametral -Ebene a bilden 
mit a die Kauten eines Polardreikantes. Denn 6 ist der durch (t, c und c 
der durch a, b bestimmten Ebene eonjugirt, nachdem b sowohl dem Durch- 
messer a, als auch dem Durchmesser c, und c den Durciimessern a und b cou- 
jugirt ist. — Drei solche Durchmesser, von denen je zwei einander conjugirt 
sind, welche also die Kanten eines Polardreikantes bilden, nennt man drei 
conjugirte Durckmesser und die drei durch solche Durebmesser 
bestimmten Ebenen, drei conjugirte Diametral-Ebenen. Der fol- 
gende Satz ist nun leictt einzusehen : 

41. Drei conjugirte Durchmesser einer Fläche zweiter 
Ordnung haben eine derartige gegenseitige Lage, dass alle 
Sehnen, welche zu einem derselben parallel gezogen wer- 
den können, von der Ebene der beiden anderen Durch- 
messer halbirt werden. 

Drei conjugirte Durchmesser, von douen joiJcr auf den beiden anderen 
senki'Büht steht, welche also die Kanten eines rechtwinkligen Polar- 
dreikantes bilden, beisst man die Axen der Fläche zweiter Ord- 
nung. Jede durch zwei Axen bestimmte Ebene wird eine Hauptebene und 
die Curve, in welcher eine Hauptebenc die Fläche schneidet, ein Ilaupt- 
Hchnitt genannt. Nach Satz 33, 4. Abschnitt, hat eine Fläche zweiter Ord- 
nung entweder nur drei Aseu oder unendlich viele. Der letztere 
Fall ist als ein specieller aufzufassen bilden je drei conjugirte Durchmesser 
ein rechtwinkliges Polardreikant, so ist nambih die Flache eine Kngelfiäche. 
Denn je zwei conjugirte Durchmesser ein und lerselbun beliebigen Diametral- 
Ebene stehen in diesem Falle auf einandei serkrei.ht, woraus folgt, (3ass der 
Schnitt einer jeden solchen Ebene mit der Fläche ein Kreis ist. 



y Google 



D i ch leisei itiA iLrere (iei Fltchen /.nter Oidmtng 11 j 

Jeder reelle Dun.hhchmtt'-puükt emei Axe mit der Flaohe ZHeiter Oid 
ruDfc wird ein Sclieitei der Flarbe f,enaiiiit 

Jede EJ-ene welche eine FlUhc zweitu Oidnung in uiiem ilirci büheitcl 
betühit stellt scnkic bt aut der durU diesen Scheitel j,ehciiJeu Axe nachdem 
ji,dc hciühiende Lhei e emu solchen i Ui.he jtnLinDuichnüss^i coninpit isl 
der dnn^h dtii berülirui gapuukt geht (bat/ o7) 

Stehen je dnei in einei Ilanpkbüiie « Ichnlliche loijugut Duuhmes&oi 
aal einan Iti benkie<,lit so ist d i in a gclet,eue Haui latbnitt ein Uieib NaUi 
Satz oh lE-t aber dann auch jedei Sthnitt dei 1 Hebe zweitci Oidnung mit irgend 
einer zu ß parallelei Fbeiie ein Kitib dcbscn Mittelpunkt ant jenei Axe a 
liegt die ant a seiil recht steht Die \ Uehe /weitei Ordnung ist m diesen 
bpc lellui Jalle emc Kutations fläche wekhc mao tich durch Drehung eines 
kefcelBcliiiittes um eeino Axe a entstanden deulten kann Eotatiousfllehen konucn 
sein : Das Elüpsoid, das einfache uud ^weifaclie Hyperboloid , das elliptische 
Paraboloid, und die Kegelllachc zweiter Oidnung km/ solche lilachen /vi citcr 
Ordnung, welche man nach Ulipscn chi eidcn kann nicht abci dos h^pcr 
belis che Paraboloid, ia diese E Iickc keine elliptischen also auch keuit kitis 
förmigen Schnitte zulässt 

Aus dem Umstände, dass bei den raraboloidtn der Bhttelpunkt m dci 
unendlich fernen Ebene liegt , kann njan scliliciseii , daiiä diese Flachen uui 
eine Axo besitzen, welche nicht in unendlicher tiitfeitiun^ gelegen ist Diese 
Axe wird in der Eegel als die einzige Axe deraitigei Flachen betrachtet 
Führt man senkrecht auf die Kichtung der Durebmesser eines Paraboloides 
einen ebenen Schnitt K und zieht duich den Mittelpunkt von K einen Daieh 
messer, so ist letzterer die Axe der Fliehe Diese A\e kann auch erhalten 
werden, indem man au die Fläche eine betOhiende Ebene legt welche mf der 
Richtung der Durchmesser senkrecht sieht und duteb den Beiübiung'ipuui.t 
einen Durchmesser zieht. 

Jede Ebene, welche auf einer A\e cinci FlUhe zweiter Oidnun^ senk 
recht steht, ist dieser Axe conjugitt Die Axe eines Paraboloides muss dihei 
allen Geraden einer Ebene conjugirt sein welebe aul der A\e scnkietht steht 
Ist « irgendeine solche Ebene, welche das Paraboloid in emerCuivelCBChiieidet, 
so bilden alle Paare conjnf,irtei Dur 1 messer von K einen in volutori sehen 
Stiahleubüaehe] dessen Mittelpunkt sieh in dei Axe a dei Flache befindet. Jene 
zwei Ebenen welche duich die Normalstriblen dieses Büschels und die Axe a 
bestimmt werden sind wie leicht einzusehei einander loiijugirt und da sie auf 
einander senkiecht stehen so müssen sie Haupfebeneu des Para- 
boloide s sein. 

Wenn das Paraboloid ein hyperbolisches ist , so wird es von a in einer 
Hyperbel geschnitten, deren Axen in den beiden llauptebeuen der Fläche liegen. 
Schneidet man letztere durch beliebig viele zu a parallele Ebenen, so erhält 
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man eine Seihe von iihnlii,Iioii Hjperbcln als Schinttc deien Axen alle zu ein- 
ander parallel sind woiau"! fulgt di^s iicli die Asymptoten von jt, zwei dieser 
Hyperbeln einander piiallet sein mdsBen DiicU die Äa^mptolen aller der in 
Rede stehenden Ciirven listen suh daher -iwei dmrh die Axc de? Taraboloides 
gehende Ebenen Icgei Diese Ebenen müssen Bichtebencii sein iiail dorn sie die 
riäche erst in unendlicher Entfernung beruhten, — Hieiaus tolgt . 

42. Die Kwei Hauptebenen eines hyperbolischen l'ara- 
boloideshalbircnjene Flächenwinkel, welche von den nwci 
durch die Axc der Pläühe gehenden Iticiitebenen j;ebi]dot 
werden. 

Geht die Ebene a durch den Scheitel des hyperbolischen Paraboloides, so 
berührt sie die Fläche, weil sie der Axe conjugirt ist. Daher schneidet a die 
Fläche in diesem Falle in zwei geraden Erzeugenden (Satz 4, 4, Abschnitt). 
Diese zwei Erzeugenden stehen seukrccht auf der Axe des Paraboloides und 
schliessen mit den Hauptobenen gleiche Winkelein, nachdem sie in den zwei 
dnrch die Axc gehenden Kichtebenen liegen müssen. Es sind dies die einzigen 
geraden Erzeugenden, welche auf der Axe senkrecht stehen, denn gäbe es noch 
eine solche Erzeugende, so inüsste sie parallel zu jener durch den Scheitel 
gehenden Erzeugenden sein , die mit ilir zu derselben Schaar gehört , was dem 
Satze 10 dieses Abschnittes widersprechen würde. Es gilt somit der Satz : 

43. Die zwei durch den Scheitel eines hyperbolischen 
Paraboloides gehenden geraden Erzeugenden sind die ein- 
zigen, welche auf der Eichtung der Axe senkrecht stehen. 
Sie schliessen mit den Hauptebenen gleiche Winkel ein. 

Ein einfaches oder zweifaches Hyperboloid wird von der unendlich fernen 
Ebene in einer Curve zweiter Ordnung gesclinitteu. Legt man in sämmtlichen 
Punkten dieser Ourve berührende Ebenen an die Fläche, so umhüllen die so 
erhaltenen Ebenen eine Kegelfläcbe zweiter Ordnung, deren Mittelpunkt nach 
Satz 18, 4. Abschnitt, der Pol der unendlich fernen Ebene, also der Mittelpunkt 
der Fläiehe zweiter Ordnung ist. Diese Kegelfläche , deren üerührungscurve in 
der unendheb fernen Ebene liegt und deren Mittelpunkt zugleich der Mittelpunkt 
des Hyperboloides ist, wird die Asymptoten-Kegelfläche genannt. Die 
Axen der Ayrapto ten -Kegelfläcbe fallen mit den Axen des Hyper- 
boloides zusammen, wie man aus folgendem Satze schliessen kann; 

44. Wird eine Fläche zweiter Ordnung J' von einer 
Kegelfläcbe in einer Curve zweiter Ordnung berührt, so 
sind je zwei durch den Mittelpunkt der Kegelfläcbe gehende 
in Bezug auf letztere Fläche conjwgirte Gerade einander 
auch in Bezug auf die Fläche F conjugirt. 

Ist nämlich K die Berührungscurvo und heissen g, g' die beiden in Bezug 
auf die Kegelfläche conjugirtcn Geraden, so schneiden g und g' die Ebene von 
K in zwei Punkten P und Q, welche einander bezüglich der Curve K conjugirt 
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sind. Dem Satze 23, 4. Abaclmitt, zufolge müssen P and Q einander auch in 
Bezug auf die Fläche zweiter Ordnung ¥ conjugirt sein, daher geht die Polar- 
ebene von P in Bezug auf F düruh Q. Nachdem aber Pin der Ebene der Curve 
K liegt, und der Mittelpunkt der herührenden Kegelöäclio der Pol dieser Ebene 
ist, so muss die Polarebene von P in Bezug auf F sowohl durch Q, als auch 
durch den genannten Mittelpunkt gehen und daher die Gerade g' ib sieh 
enthalten. 

Aus dem eben nachgewiesenen Satze ergibt sich, dass nicht bloss die Axen 
der Asymptofen- Kegelfläche mit jenen des Hyperboloides zusammenfallen, 
sondern dass aoch irgend drei in Bezug auf die Asymptoten -Kegelfläche con- 
jngirte Durchmesser einander in Benug auf das Hyperboloid ebenfalls conjugirt 
sein müssen. 

45. Wird eine Fläche zweiter Ordnung F von einer 
Kegelfläche in einer Curve zweiter Ordnung K berührt, und 
schneidet man beide Flächen durch eine Ebene, welche der 
Ebene von K parallel ist, so erhält man als Schnitte awei 
ähnliehe Curven, deren gemeinschaftlicher Mittelpunkt in 
jener Geraden liegt, welche die Kegelspitze mit dem Mittel- 
punkte der Curve K verbindet, also der F. bene dieser Curve 
conjugirt ist. 

Der Beweis hiefür lässt sieh mit Benützung des Satzes 38, 4. Abschnitt, 
leicht herstellen. Die Curve K ist zufolge dieses SatKes sowohl dem ebenen 
Schnitte der einen, wie der anderen Fläche äiinlich, daher müssen diese Schnitte 
auch unter sich ähnlieh sein. 

Aus dem Satze 45 kann man schiiessen ; 

46. Schneidet man ein Hyperboloid und seine Asymptoten- 
Kegelfläche durch eine und dieselbe Ebene, so sind dieSchnitt- 
curvea der beiden Flächen einander ähnlich und ihr gemein- 
schaftlicher Mittelpunkt liegt auf dem der schneidenden 
Ebene eonjugirten Durchmesser, 

Ist 'p irgend eine durch den Mittelpunkt einer Kegelfläehe zweiter Ord- 
nung gehende Gerade und ?c ihre Polarebene, so muss p ganz ausserhalb der 
Fläche liegen, wenn n die letztere (in geraden Erzeugenden) schneidet, während 
p innerhalb der Fläche gelegen ist, sobald n mit der letzteren nur den Mittel- 
punkt gemein hat. Hieraus folgt, dass von den drei Axen einer Kegelfläche 
immer eine ganz innerhalb der Fläche liegt, während die beiden anderen sich 
ausserhalb befinden. 

Legt man durch die innerhalb einer Asymptotea-Kegelfläche befindliche 
Axe, welche auch eine Äse des zugehörigen Hyperboloides ist, schneidende 
Ebenen, so wird die Kegelfläehe von den letzteren in geraden Erzeugenden und 
das Hyperboloid in Hyperbeln geschnitten, deren Asymptoten die eben erwähnten 
Erzeugenden sind. Es können nun zwei Fälle eintreten: Entweder werden alle 



y Google 



31g Vieiti') ihicJindt Bi'imetral- Ebenen, eU: 

SO eilialtenen Hypeibelii von dei mneihalb der Asymptoten -Kcg elfl äche befind- 
lichen A"ie in reellen Pankten ^etinften oder es ist dies nicht der Fall. Findet. 
das eistere stttt, so liegt das Hypeiboloid ^anz innerhalb der Asymptoten-Kegel- 
flache nnd hesteht wie leicht einzusehen, ans zwei getrennten Theilen, 
im /weiten Falle befinden sich alle Punkte des Hyperboloides aiissorhalb der 
A^symptoten- Kegelflache und das Hypotbotoid ist ein einfaches, nur aus 
einem Flt<beiitheile bestehende« 

Da man jeden Durehniessei einei FltLcho zweiter Ordnung, welcher die 
Fläche in reellen Pmiltten sdmeirfet, einen eigentlichen nennt, wälirenrt 
solche Dnri,hniesser, «olchc Iteine reellen Punkte mit der Flftche gemein haben, 
iineigenf In he genannt weiden, so hat dem Vorhergehenden zufolge, das ein- 
fache Hjperboloid zwei eigentliche und eine nneigcn tUche nnd 
das zweifache Hyperboloid eine eigentliche und zwei uiieigent- 
liche Axen. 

Haben ein einfaches und ein zweifaches Hyperboloid dieselbe Asymptoten- 
Kegelftäche, so schneidet jede Ebene, welche durch die innerhalb der letzteren 
Fläche befindliche Ase geht, die beiden Hyperboloidein conjugirten Hyper- 
beln. Denn die beiden Schnittcurven haben dieselben Asymptoten, nämlich die 
in der schneidenden Ebene befindUchen geraden Erzengenden der Äsymptoten- 
Kegelfläche, und dieselben conjugirten Durchmesser. 

Das einfache Hyperboloid wird von allen Ebenen, welche senkrecht auf 
der uneigentlichen Axe stehen, in Ellipsen geschnitten, während man bei 
dem zweifachen Hyperboloide durch schneidende Ebenen, welche auf der e i g e n t- 
lichen Axe senkrecht stehen, elliptische Schnitte erhält. 

Jener Diametralschnitt eines einfachen Hyperboloides , in welchem die 
beiden eigentlichen Axen liegen, wird die K e h 1 e 1 1 i p s e genannt. Ist dieser 
Schnitt ein Kreis, so muss die Flache eine Rotationsfläche sein (Satz 38, 4. Ab- 
schnitt), welche man sieh aucii durch die Rotation einer Hyperbel nra ihre 
uneigentliche Axe, oder durch Rotation einer geraden Erzeugenden dos Hyper- 
boloides um die uneigentliehe Axe des letzteren entstanden denken kann. 
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Fünfter Abschnitt. 

Das räumliche System. 



a) Colllneatton und ReciprocitUt rUumllelier Systeme. 
Sind zwei räumliche Systeme 2 und 2^ ilorart auf einander bezogen, dass 
jedem Punkte P in 2 ein Punkt P, in 2^ und jeder dnrr.h P gehenden Geraden 
oder Ebene in 2 beziehungsweise eine durch P^ gehende Gerade oder Ebene 
in 2^ entspricht, so nennt man die beiden Systeme collinear verwandt. 
Zwei räumliche Systeme 2 und 2^ sind reciprolt verwandt, wenn 
jedem Punkte P in JS eine Ebene n^ in 2^ und jeder durch P gehenden Geraden 
oder Ebene in 2 beziehungsweise eine iu jTj liegende Gerade oder ein in fc^ 
befindlicher Punkt von 2^ entspricht. 

AuB diesen Erklärungen folgt der Satz : 

1. Sind zwei räumliche Systeme mit einem dritten 
eollinear oder reciprolt verwandt, so sind sie untereinander 
eollinear und ist von zwei collinearen räumlichen Systemen 
das eine einem dritten reciprolt, so ist es auch das andere. 
Die obigen Erklärungen lassen uns auch schliessen, dass je zwei Grund- 
gebilde der zweiten Stufe, welche aus entsprechenden Elementen collinearcr 
oder reciproker räumlicher Systeme bestehen , eollinear, beziehungsweise 
reciprok verwandt sind und dass also je zwei Grundgebilde der ersten Stufe, 
deren Elemente sich in collinearen oder reciproken räumlichen Systemen 
entsprechen, projectiviscb sein müssen (Sätze 5 und 47, 3. Abschnitt), Nachdem 
man je zwei solche Grund ge bilde der ersten oder zweiten Stufe entsprechende 
Grundgebilde räumlicher Systeme nennt, so kann man sagen : 

2. Je zwei Grnndgebilde der zweiton Stnfe, welche 
sich in collinearen oder reciproken räumlichen System en 
entsprechen, sind eollinear, beziehungsweise reciprok, 
daher müssen je zwei entsprechende einförmige Grund- 
gßbilde von collinearen oder reciproken räumlichen 
Systemen projectiviscb sein. 
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3. In zwei coliinearen ranmiiehen Systemen 2 nnd 2^ 
entsprocben parallelen Geraden und Ebenen von 2 Gerade 
und Ebenen ¥on 2^, welche aieh in der Ges^nebene von 2^ 
Bcbueiden. Umgekehrt entsprechen Geraden und Ebenen, 
welche sich in der Gegenebene von 2 acimeiden, parallele 
Gerade und Ebenen dea Syetemes 2^. 

Hierans folgt; 

4. Sind 2 und 2^ zwei coilincare räumliche Systeme und 
y, / ihre Gegenebenen, so entsprochen allen zu y parallelen 
Geraden nnd Ebenen in 2 beziehungsweise Gerade und 
Ebenen in 2,, welche der Ebene / parallel sind. Liegen v und 
/ in endlicher Entfernung, so entsprechen parallelen Geraden 
und Ebenen in 2 nur dann parallele Gerade und Ebenen 
in 2, , wenn erstere eine parallele Lage aav Gegenebene 
y haben. 

Ans diesem nnd dem obigem Satze 2 kann man schliessen : 

5. In coliinearen räumlichen Systemen sind je zwei 
entsprechende ebene Systeme, deren Träger zu den Gegen- 
ebenen parallel liegen, affin vorwandt. 
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Die Gegonaxen von zwei ebenen Systemen, welche sich in collineareii 
räumlicliftii Systemen entsprechen, liege» nämlich, wie leicht ein/.uaeben, in den 
Gegenebenen und bilden also die Durchschnittsiinien der Träger der ebenen 
Systeme mit den zuHeliörigeii Gegenebenen. Sind dalier diu Träger von zwei 
solcbeii Systemen parallel zu den Gegenebeuen, so liegen die betreffenden 
Gegenaxen in unendlicher Entfernung nnd die Systeme müssen affin sein. 

Aus dein Satze 5 ergibt sich: 

6. Sind ^ und 2j zwei collineare räumliche Systeme 
und y, / ihre Gegen eben on, so entsprechen allen Geraden 
iü2, welche unter sich und zur Ebene y parallel laufen. 
Gerade in i\, welche ebenfalls unter sich und zur Gegeu- 

Der folgende Satz kann leiciit aus dem zweiten Theile des Salzes 
4 gefolgert werden : 

7. Zwei ebene Systeme, welche sich in coUinearen 
räumlichen Systemen cntspreciieii, deren Gegenebenen iu 
endlicher Entfernung Hegen, können nur dann affin sein, 
wenn ihre Träger ku deu Gegenebenen parallel sind. 

In zwei reciproken räumlichen Systemen eniÄprioht der unendlich fernen 
Ebene, als Elemenl des einen Systeines betrachtet, ein Punkt des anderen, 
welchei der Ml ttelpnnkt des ktzleren genannt wird. Jede Gerade, welche 
durch den Mittelpunkt gfht, wiid ein Durchmesser und jede durch den 
Mittelpunkt gehr-nde Ebene euie üiam etraleben e genannt. Aus diesen und 
den obijjen Eiklarungen iibei leeiproke räumliche Systeme ergibt sieh der Satz : 
S In zwei lecipioken i an ml i ch en Systeme n entspreche« 
paraHelen 6(!radeu des einen Systemes Gerade im anderen 
Systeme, welche <.mu und derselben [» i am e tr al efaeu e ange- 
hören. 

Diese Diametratebene enispricht nämlich dem unendlich fernen Durch- 
schnittspurikte der paraHelen Geraden. 

9. In zwei reciproken ränmlieheu Systemen entsprechen 
paraHelen Ebenen des einen Systemes Punkte des anderen, 
welche auf ein und demselben Durchmesser Hegen. 

Denn die Durchs chnittslinie der parallelen Ebenen gehört der unendlich 
fernen Ebene an, daher mnss ihr eine durch den Mittelpunkt gehenhe Gerade 
entsprechen. 

Die Sätze 8 und 9 gelten selbstverständlich auch in ihrer Umkehrung. 
Fallen zwei entsprechende Elemente coUinearer räumlicher Systeme 
zusammen, so sagt man, dass letztere diese Elemente, welche dann eigentlich 
nur ein e n ges 1 Ide e t i 1 e d e n e hab n Eom en in zwei 
coUinearen äun 1 che &j ten en nt p e hende G u dgel He d rsten oder 
zweiten Stuf o de en s mmtl he entsprechende Element o ucidiren, so 
3t»»dig LU 21 
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sagt man ebenfalls, dase die ränmlichen Systeme diese Qebilde entsprechend 
gemein haben. 

Mit Hilfe des Satzea 7, 3. Abschnitt, und des obigen Satzes 2 läBst sieb 
nun der folgende leicht nachweisen : 

10. Haben zwei räumliche Systeme fünf Paukte, von 
denen keine vier in derselben Ebene liegen, oder fünf 
Ebenen, von denen keine vier durch ein and denselben Punkt 
gehea entsprechend gemein, so haben sie alle ibre Elemente 
entsprechend gemein und sind somit identisch. 

Um diese Behauptung zu lechtfertigen Hennen wir die beiden läumlichen 
Systeme 2 und 2^ und die fünf Punkte welche sich selbst entspiecbea 
ABCDE. Die Veibindungshnie des Punktes 1 mit allen übiigen Punkten 
des Sjstemes 2 bilden Piuen bttablenbündel s welchei mit jenem Bündel '■^ in 
S^ identisch ist, det seinen Mittelpunkt ebenfalls in A bat und aus den Vet 
bindungslinien des Punktes A mit sammthchen Punkten \on 2^ besteht Denn 
£ «nd »j sind nach Satz 2 Abschnitt, collmear und haben die iier btiahlen 
AB, AC, AD und AE entsprechend gemein {Satz 7 3 Absihnilt) Es müssen 
daher auch jene zwei in ^ und -j sich entspreihender btiahlenbüiidel s und 
s'j, deren gern ein scbaftli che? Mittelpunkt B ist identisch sein woraus tol^t, 
nachdem jeder Punkt \on 2 als Schnittpunkt zweier Strahlen lon ^ und s 
betiachtet werden kann, dass alle Punkte ou 2 mit den ihnen ei tbprei.hendea 
Punkten von 2^ au'.ainmenfallen — Der Beweis fut den Fall als die rfiura!ii,hen 
Systeme fünf Ebenen entsprechend gemein haben kann in gan7 ahnlicbei 
Weise gefühlt werden 

Dei folgende Satz lasst sich mit Benutzuni? des 'nutzes Ü i Absibnitt 
and des obigen Satzes 2 ebeutalls leicht beweisen. 

11. Will man zwei räumliche Systeme collinear auf 
einander beziehen, so kann mau in jedem derselben fünf 
Punkte, von denen keine vier in derselben Ebene liegen, 
oder fünf Ebenen von denen keine vier durch denselben 
Punkt gehen, beliebig wählen und einander als entsprechend 
zuweisen. Jedem Elemente des einen Systeraes entspricht 
dann ein einziges, durch diese Annahmen vollständig 
bestimmtes Element des anderen. 

Heissen die beiden räumlichen Systeme 2 und 2^, die in 2 gewählten 
fünf Punkte ABCDE und die fünf Punkte in 2^, welche den eben genannten 
als entsprechend zugewiesen wurden, A^B^C^D^E^, so sind die sich entspie 
chenden Strahlenböndel s und s^, deren Mittelpunkte sich in A und A^ befinden, 
nach Satz 8, 3. Abschnitt, vollkommen bestimmt, da die vici btiahlen AB, AC 
AD, AE in s den vier Strahlen AjB^, A,G^, A^D^, A^E^ in s^ iagemt^Lü 
erscheinen. Ebenso sind die in 2 und 2, sich entspiech enden Stiahlenbündel 
s' und s'j, welche ihre Mittelpunkte in B und B^ haben, vollkommen bestimmt. 



y Google 



ColMneation und Beciprocüät räwnUcker Systeme. -525 

folglich entspricht jedem Punkte P in 5, da man P als Soiiaittpunkt zweier 
Strahlen p und q von s und s' ansehen kann, ein ganz bestimmter Punkt Pj in 
2j und zwar der Schnittpunkt der den Geraden _p und q entsprechenden 
Strahlen der Bündel s, und s\. — Auf ganz ähnliche Weise lässt sich ohiger 
Satz für den Fall nachweisen, in welchem fünf beliehige Ehenen in 2 ehenso 
vielen Ebenen in 2, als entsprechend zugewiesen werden. 

12. Will man zwei räumliche Systeme reciprok auf 
einander beziehen, so kann man in dem einen fünf Punkte 
beliebig wählen, von denen keine vier in derselben Ebene 
liegen, und ihnen fünf Ebenen des anderen Systemes, von 
denen keine vier durch denselben Punkt geben, als ent- 
sprechend zuweisen. Jedem Elemente des ein e n S y stem e s 
entspricht dann ein durch diese Annahmen vollkommen 
bestimmtes Element des anderen. 

Der Beweis hiefüi kann auf folgende Art gegeben weiden ^ unl .2i 
seien die zwei läumhchen Systeme, ißC DE die lünf Punkte von S und 
aß'/df die fünf diesei Punkten al** entspei,! eud zagewiesenen Ebenen m 2^ 
Der Slrahlenbündel « Irher aus den Verbindungslinien des Punktes A mit 
sämmtliLhen übi igen Punkten \on J besteht heisse und das diesem Bündel 
entspiechende ebene feistem in 2^ dessen Trägei die Ebene a bildet nennen 
wir e. Nach Satz 2 ^ Abschnitt sinl i und fj leciprok verwandt und jedem 
Elemente von s enispiitht em dari,h die Annahmen vollkommen be-itimmtes 
Element lu <>, nachdem die iici Stiablen jIB AC Aß jIE den viei Geraden 
entspi echen mtissen in w eichen k die Ebenen ßyds SLhneidet (Satz fe 
3 Abschnitt) Der Strahlenbündel s dessen Strahlen die Verbindungslinien de" 
Punktes £ mit allen übtigen Punkten von Z bilden ist femei lern ihm 
entsprechenden ebenen bysteme Cj in 2, reciprok \erwandt dessen Tiager die 
Ebene ß bildet und jedem Elemente von s entspiicht ein vollkommen 
bestimmtes Element von Cj Minn kann nun jeilen Punkt \ou 2 als den 
Schnittpunkt zweier Strahlen p q \on s und s betrtchten und da diesen 
Stidblen vollkommen bestimmt« Gerade ^Uj 5, in <'^ undej enlspiechen so 
mns'i jedem solchem Punkte eine durch jj, und q^ un/ue'leutig btstimmtt Ebene 
in — j /ugLWiesen wei len 

Von zwei roUincit en raumlichtn Systemen sagt man dass sie p e r s p e c 
tiviBcli gegen emanier hegen wenn sie ein ebenes Sjstem e und einen 
Strahlenbündel s entsprechend gemein haben Uei ria^ei des ebenen Sjstemes 
e wird die Collineationsebene, der Mittelpunkt des Bündels s das 
Colli neationscontrum und jeder Strahl von s ein Gollineations- 
stratal genannt. 

13. In zwei perstiectivisch liegenden räumlichen 
Systemen schneiden sich je zwei entsprechende Gerade, 
sowie auch je zwei entsprechende Ebenen in der Colli- 
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neatio IIS ebene. Je zwei eiitspreRhende Punkte Hegen auf 
demselben Coüineationsstrahle undje zwei entsprechende 
Gerade in derselben durch daa Colli ueationsce iit.rum 
gehenden Ebene. 

Von der Richtigkeit dieses Satzes dbeizeugt man sith kiLht, wenn man 
berücksichtigt, dass Jedes in der CotiineatwnsebPiie behiidhche, sowie auch 
jedes durch das Colüneationscentrum gehende Element dei beiden räumlichen 
Systeme sich selbst entspricht. 

Aue diesem Satze und den im 3 Abschnitte über die perspectivische 
Lage der Grundgebilde zweiter Stufe gegebenen EikUiungen fulgt: 

14. Je zwei tirundgebilde dei ersten oder z weiten 
Stufe, welche sich in p erspe et nihch hebenden täumlichen 
Sjatemen entsprechen liegen ebenf-ills pei sj ectivisch 

Die GulIineationsa\e von zwei ebenen Systemen nekhi sich in per 
spectivisch hegenden r'iumhLhen Systemen entspiecheii liegt in der Colli 
neatiouscbene unl iht Coliineationscentrnm tallt mit jenem dei laumhuheu 
Systeme zusammen Der perspectivisi-be Daichschnitt zweier Strahlenlüniiel 
die sich in zwei sol 1 en räumlichen 'Systemen entspiechen behnJet siUi u dei 
f olhneationsebene ui d die Axe jenes Ebenenböschels weichen die ßtiniel 
etttspiechend gemein haben geht durch das Oollineatiunscenti um 

Wild ein htiahlenbündel s der aus den Vei binduugiihnieu eines Punktes 
P mit aammthchen Punkten eines raurahchen Systemes i besteht duuh 
iigend eine Ebene ö ges bnitten so eihäit man als Schnitt ein ebenei Sistem 
welches mm eine Pi ojection des Systemes i nennt 

Den Stiahlenbündel 3 beieiümet man als einen S heni von2 tdei auLh 
als den projicii enden Bündel, jeden Strahl desselben als einen 
Proj ectionsstrahl, der Punkt P wird lias Projec tionscen tr um und 
die Ebene « die P r o j o e t i n n s e b e u e genannt, [.legt P in endlicher Entfernung, 
so heisst die Projection eine centrale, ist P unendlich ferne gelegen, so geht 
die centrale in eine Paralle Iproj ection über, welche man eine schiefe 
oder orthogonale nennt, je nachaem die Projections strahlen auf der 
Projections ebene schief uder senkrecht stehen. 

Liegt das Collineationscentrum «weier räumlicher Systeme iu eadhcher 
Entfernung, so nennt man jedes der beiden Systeme eine räumliche 
Centralproj ection des anderen, und befindet sich das Collineationscentrum 
in unendlicher Entfernung, sind also alle CoUineations strahlen unter einander 
parallel, so beisst jedes System eine räumliche Parallelprojection 
des anderen. 

Sowie man unter gewissen Voranssetznngen die Projection irgend eines 
räumlichen Systemes 2 auf einer Ebene als ein Bild von 2 bezeichnet, so 
nennt man anch die räumliche Projeclion von 2 eine räumliche Abbildung 
oder ein Relief büd des ränmlicben Systemes. 
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15. Sind i' und .2^ zwei perspectiv 


i s c h liegende c, o 1 11- 


lare räamliche Systeme, P und P^ 


irgend zwei sich 


itsprechende Punkte derselben, und 


projicirt man ^ und 


bezieliungsweise aus P und P^ auf j 


rgend eine Ebene «, 


' erhall man als Pi-ojecticmen zweiper 


spectivisch liegende 


jene Systeme. Coincidirt et mit der 


Collineationsebene, 


ier fällt P, also auch P, mit dem C 


olijneationseentrum 



zusammen, so sind die beiden Projectionen identisch. 

Der Beweis für den ersten Theil dieses Satzes ergibl sich ans Folgendem : 
Die beiden piojicirenden Bündel sind eutspi echende Gebilde dei zwei räumlichen 
SV'teme daher hegen sie nach batz 14 5 Abschnitt perspectivisch und haben 
aUo einen EbenenbUsihel E ertfpre hend gemein dessen A\e der Ooilineations- 
strahl P2j ist D e Ebene k scbi eidet nun die leiden pr-ijiurendeu Bündel in 
zwei LOllinearen ebener Systemen ( und e^ und den Ebenenbuschel E in einem 
Strahl enbüschel S welchen die "^jstemp e und e^ entsprei-bend gemein haben, 
daher müssen diese System" perspt tiviinh hegei {Sat 13 -I. Abschnitt). — 
Fallt « mit der Colhneitionsebene zusammen s weiden e und e^ identisch, 
naubdem je ^wei entspieehende Strahlen dei projiurenden Bündel dem Satze 
13 5 Abschnitt ^uiolfce sich in der Collineationsebene schneiden. — Coincidiren 
P und J, mit dem Collmeationscentrin sn sind die beiden projicirenden 
Bündel idei tisch naclden sie alle il re Strahlen fColhneationssirahlen) 
entsprechend ^emeii haben wniaua folgt daSB auch die Schnitte derselben mit 
irgend einer Fbenc identisch sein müssen 

Liegt lei Puikf P m der G^^eneiene voi 2 s niuBS Pj unendlich 
eilteiit sein und dei Bündel welcher das '^vstem JSj projicirt, ist dann ein 
Paralleistrahlen bände!. Aus dem obigen Satze folgt demnach: 

16. Liegen zwei raumliche Systeme S und S^ perspec- 
tivisch und projicirt man das eine, etwa 2^ durch parallele 
Strahlen anf die Collineationsebene, so ist diese Parallel- 
projeetion identisch mit der centralen Pmjection v o n J', 
deren Centrum in der Gegenebene von 1 um! zugleich in 
jenem Collineationeetrahle liegt, der dem projicirenden 
ParallelstrahlenbOndel parallel läuft. 

Bezeichnet S irgend ein ränmliches Object, 2, dessen EeliofbiM, und 
liegen .2 und .Jj perspectivisch, so kann man diesem Satze zufolge die 
orthogonale Protection (im allgemeinen jede Parallelprojection) des Reliefbildes 
anf der Collineationsebene erhallen, indem man eine centrale Projection des 
Objectes S anf der Collineationsebene construirt. Das Centrum dieser centralen 
Projection liegt in der Gegenebene von 2 und zugleich in jenem Collineations- 
strahle, welcher auf der Collineationsebene senkrecht steht. *) 

*j Haheres über die Constniction von Relieibildern lund zwar ohne Benützung 
der Lehren der neueren Geometrie) findet man in einem vom Verfasser des vor- 
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Aus fiem Umstände dass jtdc Gerade welche m der CollineationBebene 
hegt bilIi selbst entspritht unl dibb eine Gerale welche sich m einer Gegen 
ebene befindet nni eii ei unendlicli feinen Geiadtn ent-ipiei-lien kann folgt da'is 
die Collineatiotis ebene \on ien Gegenebenen in unendhühei Entlemnng 
geschnitten wird da<!s also die beiden Gegenebenen und die CoUintationsebene 
zu einandci parallel sind 

Ist « irgend eine duich das Colin eation'srentmm gehende Gerade al«o 
ein CoüineatioiioStiahl so bilden alle Punlte von ^ welche ui a gelegen sind 
und alle diesen Punkten entspreche« Ien von 2^ i vei conjecdvische Punktreihen 
deren Dop] elpunkte das Cdlineationscentrnni und dei bchnittpunkt von a mit 
der CoUineationsebene bilden (Satze Ij und 11 i Abschnitt) Die Ge^eiputktc 
dieser Rblg 11t h dGgb H 1 

ans den Sät 38 d 3«* 1 Ab h tt f Igt d d H Ib g p kt 

des Ab t d d 1 d G b h d Ab I d d C II ti 

central d C 11 t b h Ih t 

Dbd jt hPkth k tgggttd 

einatim g 1 f Im t F 11 gt m d d ä ml h 

Systeme tggtt td tmgpj 

tiviscl i D ] t h K h d T äg t 11 t t hl 

bilden, t d 11 t g g t t d 11 t g 1 t 

denn sai?di? Ih f Gilt tll glg 

Reiben d Ifd Ib t tgggtt IgdGgb 

zwischo 1 m G 11 t t m d d C 11 t b (S t 38 

1. Abs h tt) 1 h b ii d h d G p kt ht d R 1 

HundJfd h gdwf hl 

CoUine 1 t hi g 1 ^ Rh h ^ D pp Ij kt 

geschlo d 1 d 1 1 t Eh b i U tg t, t t 

verlaute . — Wii können nun folgenden Sati aufstellen . 

17. Die Gegenebenen perspcctivisch liegender räum- 
licher Systeme sind parallel Kur GoUineationscbene. Die 
eine von diesen Ebenen ist vom Colli n eations cen trum 
eben so weit entfernt als die andere von der CoUineatioiis- 
ebene. Je nachdem die zwei räumlichen Systeme entgegen- 
gesetzt, oder einstimmig verlaufen, befinden sich das 
Gollineationscen tr um und die Collincati on sebene ausser- 
halb, oder zwischen den beiden Gegen ebenen. 

Schneidet man uwei perspectiv! seh liegende räumliche Systeme — und — ^ 
durch eine Ebene, welche durch das Collincationsceiitrum geht, so erhält man 
als Schnitt zwei in derselben Ebene befindliche colhneare Systeme (Sata 14, 
5. Abschnitt). Die Gegeuaxen dieser Systeme liegen in den Gegenebenen, das 
liegenden Buches veröffentlichten Werkclien; „Grunrtatigc der Eeliefpet- 
spective". (Wien, 1868, bei L. W. Seidel & Sohn), 
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ColhneatioiiBcectrum fUll mit jenem dei raumhoheu Systeme zu'iimmen und 
die Colllneatlon'^^\e befindet Bich in der Colin e'itioii'iebene Der Modolu'; der 
zwei ebenen bjsteme istiiath Satz IS 3 Abschnitt {,]en,h dem \erbältnis'i der 
Abstände dei Gegenixen von dei Ci llineabonsaxe nejEitiv geuommeu dabei 
muss der Älodolus zweier ebenei Sjstenie welUie man durfh rfpn Schnitt 
irgend einer dmch das Colhneationscentruni ^on — und — [ gehenden Ebene 
ethalt [,leich dem negativ genommenm Veihältmss der Abstände dei Gegen 
ebenen \on det Collineationsebene sPin Diese'! Veihalliii'is wird au h der 
Modolusi der beiden räumlichen Sjsteme — und i', genannt Mit Rücksicht 
aul den oben irvsalinten Satz können wii nun behaupten 

IK &ind A und A^ irgend zwei e n tspi c chende Punkte 
perspectiviseh liegender räumiiuher Systeme, deren Colli- 
ncationscentriim ist, und beaeiubnet man den Werth des 

Veriiällii isscs -f"^ durch m, ferner dnu Werth des V e r- 
AiO 

hältnisses der Abslände, weleiic A und y1^ von der Colli- 
nealionsebeiie haben, durch n, so bat für Jedes Paar ent- 
sprechender Punkte einen con stauten Werth, der gleich 
dem Modolus der beiden väumii<-hen Sy'iteme ist 

Habei zwei collmeaic laurahche bysteir e ^ und 2^ ein ebenes System e 
entsjiecheni gemein so nüssen sie auch einen Strahleilundel entipreohend 
gemein babei ilbo persiect»is h liefen Üies las-st sich wie folgt iiaciiwei'ien 
Sind pj und Cj iigeud zuei ebene Systeme viclcl e sich in 2 und i^ entsprechen 
60 mUisen diese Sjsteme collinoar seil und sich in einer Geiaden des SjsteraeB 
e schneiden weil jedes Element von f unserer Voraussetzung gemäss ein bich 
selbst entsprechendes ist Die Sjsterac c^ und e^ haben dabei eiie Pnnktieihe 
entspieehend gemein und miisscn nach Satz lo ä Abschnitt perspectivi ch 
liefen Der StiahleibUidel s dessen Schnitte e^ nud e bilden ist jener wilchen 
S und ij entsprechend gemein haben denn jedei Strahl von i, verbindet ein in 
e gelegenes sich selbst cntspierlenJes Eleinei t mit zwei sioh entsprechender 
Elen entei ^on t und p„ woraus man sc hh essen kann dass jeder holche Stiabl 
sich selbst eitspricht — Haben zwei tollmeare rlumhche Sjsteme J und — j 
einen Stiallenbnndel 9 eitspechend gemem so müssen tie auth ein ebenes 
System entsprechend gemein baten alsofeispectuiB h liegen vieau lolgendem 
beiiorgeht Irgen i zwei sich in - und — j entsprechende Stiahlenbundel s, uni 
Sj sind collmear vei wandt und haben emen Ebenenbüschel entsi rc(,hend 
gemein I etzteres ist leicht einzusehen wenn man beiu ksicbtigt dass die 
Verbindnntslinie der Mittelpunkte von «, und einen btiahl des Bu lel 
s lüden muss und dass also jede duicb diese Veibmdung&limo gehende Ebene 
sich selbst ent&piicht fcach Satz H 3 Absei nitt hegen demnach fj und s, 
perspectivisch und sind Stheme einfs und desselben ebenen Systemes e Die es 
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System ist dasjenige, welches 1 und 2^ entsprechend gemein haben. In irgend 
einem Punkte A desselben schneidet nämlich ein sich selbst entsprechender 
Strahl a von s einen Strahl a^ von s, and zugleich auch einen Strahl «^ von s^ ; 
daher entspricht der Punkt A sich solbsi, nachdem der Schnittpunkt von a und 
a, dem Schnittpunkte von « und «,j entsprechen ranss. — Aus dieser ünter- 
Buchang ergibt sieh nun der Satz: 

19. Haben zwei collineare räumliche Systeme ein 
ebenes System entsprechend gemein, so haben sie auch 
einen Strahlenbündel entsprechend gemein und umgekehrt. 
Die beiden räumlichen Systeme Hegen daher in jedem 
dieser zwei Fälle p ersp e cti visch. 

Mit Hilfe dieses Satzes lässt sich dar folgende leicht nachweisen, welcher 
derp Satze 14, 3. Abschnitt, analog ist; 

20. Haben zwei Tetraeder, deren Eckpunkte ABCB, 
A^B^C^Di und deren Begrenzungsebeuen aßyS, a^ß^y^d^ heissen, 
eine solche gegenseitige Lage, dass die Geraden AAj^, Bß^^, 
GC^ undJ)i)j in demselbenPunkte zusammentreffen, so liegen 
die vMer Geraden, in denen sich die Ebenen aa^, ßß^, yy^ und 86^ 
schneiden, in ein undderselbenEbcne. Umgekehrtschneiden 
sich die Geraden AA-,, BB^, CC^ und DD, in demselben Punkte, 
wenn die Dnrchschnittslinien derEbenen aa^.ßß^,yyj und ÖÖ, 
in derselben Ebene liegen. 

Geben naralich uie Geraden AA, DD,, CCj und DJ)^ durch denselben 
Punkt ''o kann man du tciJen Ittrarder als Theile von zwei colhnearen 
ituTthchen Sjstemen in^eben (Sit? 11 5. Abschnitt), welche einen aus den 
fjpn-knnten viei Geiaden bcstebenltn Sti iblenbündel entsprechend gemein haben, 
folglich perspeetiviwh liegen müssen Da- Cüllineationscentrura befindet sich 
in — Änf ganz ahi hebe Weise lasst sich der zweite Theil des in Rede 
stehenden Satzes i echtfertigen 

Will man 7wei colhneare läamlii-he Systeme 2 und S, perspectiviscb auf 
einander beziehen so Itano man das CoUineationscentrum und die ColJi- 
I eationsebene f sowie auch ^«ei Punkte A und A^, welche einander entsprechen 
sollen also in demselben rollineationsstiable liegen mltssen, beliebig annehmen; 
ledem Ele nentp les einen "^istems entspiicbt dann ein durch diese Annahmen 
vollkommen bestimmtes Element des anderen. Durch drei Punkte BGU wird 
näml3i,h die t olhneation sehen e e bestimmt und den fünf Punkten A.BCDO 
können nach Satz 11 "i Abschnitt die Punkte 4, hCBO als enl-prediend 
zugewiesen weiden 

Liegen zwei Lollineare räumliche Systeme - und ^j pi rspei inisch uivl 
soll man 'm irgend einer Geraden a von 2 die \br pntspiechpnda o^ in 2, 
ermitteln, so kann man wie folgt »eilahren Man sucht den Durch sc hniltspunkt 
J) der Geraden « mit der Colhnealionsebeiie e, dieser Punkt muss auch ein 
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Puukt von «j sein Dann /lebt man durcli das Collineationsteiitium eine 
PaiiUtle zu a and \erbindtt den Sthiuttpunkt d dieser Parilielen und dei 
Gegcnebeiie \on JS mit I> Die Gi.rade T>G ist dann Jic gesuchte a^ denn 
lenp &eia<ie vielcbe duich parallel zu a gezogtn wuide nt dei iurch den 
nnendlich feinen Punkt von n gehende Coltineationöstiabl unii diesei nnendhcli 
feine Punkt entspn ht dem Paukte ff iihei mn'^s DU die dei Geiaden i 
entspieLhende sein 

Soli dei PunLt 4, in 2"j gefuoden werden «ekher ii^end einem 
bestimmten Punkte Ära ^ Pntspiiclit -io fuUit m allgeraeinen folgende Con 
struotion zum Ziele Man ziebt duieb 4 zwei behebige Geiaie a und h ermittelt 
die ihnen entsprechenden Geiaden «j und \ in 1^ und bestimmt den Schnitt 
punkt von Oj und 6j Diesei Punkt ist dann wie leicht einzusehen dei gesu hte 
Um die Constrnction m \ereinfatheD kann min eine dei beiden ßeiaden a b 
duieh den ColJmeatioLS'iti'abl 40 erset/en wodanh man sich die Bestimmung 
einer von den ?wpi Geiaden öj h^ erspait 

Um zu emei Ebene n von ^ die entspeiheude n^ m 2^ zu etbalten 
bestimmt man die Durchschnitt «linie d dei Ebene « mit dei Colli neation^ebene 
legt duruh O eine parallele Ebene zu « und sucht den Durcbsehnitt q diesei 
Ebene mit dei Gcgerebene von 2'j Jene Ebene welche durch die beiden 
jarallplen Geiaden d und a beftimmml wird ist die gesuchte Oj denn ä 
entspricht sieb selbst nnd die Gerade o enteincbt der unendlich fernen 



Nachdem ^\sei colhneare räumliche Systeme identisch sein müssen wenn 
sie fünf Punkte entsprechend gemein haben \oa ienen keine viei in deiselhen 
Ebene liegen so mbt es in 7hli silchen von einander veisuhie Ienen S\-,teraen 
auch wenn «le uuecdlicb iitie Punkte entspiechen! «-emein haben keine tünf 
sich selbst entspiechen ie Punkt* untei denen nicht vier aerselben Fbene 
angehören «üiden Haben zwei (oilineare laumli be fev^teme 2 und 2j Mer 
nicht in derselben Ebene liegende Punkte entsprechend gemein so rauss durch 
je drei diesei Punkte eine siuh selbst entsprechende Ebene gehen die beiden 
Systeme haben also dann viei Punkte und vier Ebenen — die Ecken und 
Seitenfläehen Lines fetiaeders — entsprechend iremein Liegen viei sith selbst 
entsprechen ie Punkte m deiselben Ebene e jedoch deiait dass keine drei sich 
auf deiselhen Geiadtn befinden so haben 2 und 2, alle Element ^on 
entsprechend gemtin (S^tz 7 3 Ahaihnitt) und liegen somit Je^spectl¥I^ch 
Dies ist auch dann der Fall «enn in 2 und 2j \ier sich selbst entsprechende 
Ebene» vorhanden sind \on denen keine diei sich in derselben Geraden 
schneiden welche abei alle durch denselben Punkt gehen — 2 und *j können 
auch zwei PunI treiben entsprechend gemein haben ohne desshalb identisch zu 
Bein erst wenn sie ausser den Elementen dieser Eeihm noch einen Punkt 
entsprechend gemein haben fallen nach Sitz ll) ^ Abschnitt alle enlsprecbei den 
Elemente von ^ und 2, zusammen Schneiden sich die beiden Punktreiben si 
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ist die dntch ihre Trager be^tininte Ebene eine weh seihst ei tspiethende 
und jedes Element diOBir Ebene tnuss na h Satz 7 3 AbB^hnitl mit iem ihm 
entspre henJen zusammenfallen ^ und — hah n dann ein ebenes bjstem 
entsprechend gemein und liegen persiectuisch 

Da es uns ^u weit führen würde alle niogli hen Falle in denen zwei 
ollineare ranmhche Systeme zwei odei mehieie ihier Llemente entsprechend 
gemein haben zu erörtern so bemeiken wir ubei diesen begensland nut noch 
folgendes Haben 2 und — keinen Punkt entspi euliend gemein so können si< 
auch keine Ebene entspreuheni gemm haben denn jede suh '■elbst entspte 
eben le Ebene ist der Trägei von zwei collineaien ebenen Systemen id denen 
es nach Satz 1*^ j Absihnitt immer einen sich selbst entsj rechenden Pnnkt 
fiibl: Ist umgekehrt keine sieb selbst entapiechendo Ebene voibanlen so gibt 
es auch keinen steh selbst eni sprechenden Puikt denn jeder okhe Punl t ist 
dei gemeinsthaftlifhe Mittelpunkt von zwei sich in 2 und — j entspieLhenden 
aho colhnearen Strahlenbü dein und in diesen bündeln mUsste es mindestens 
eine sieb selbst entspi eckende Ebene geben Aus dem eben erwähnten Satze 
Usst sith anch sehhe sen dass wenn ~ und i, einen Puikt entspteckend 
gemein haben immer auch eii e sich selbst entstietkenie Ebene und Geraie 
^o^handen sein müssen und dais, wenn in 2 nnd 2^ eine sich elbst entspre 
ehende Ebene existirt es immer Aa h mindestens emei Tunkt und ine CieiaJ 
geben mu&s welche sich bcibst entsprechen 

Wit wollen nun untersuchen w eiche gegen citige Lage in zn ei 
reciproken räumlichen Sjstemen ^ und i', alle tunkte haben wel he ii 
der ihnen entsprechenden Ebene liegen uni alle Ebenen welche durch he 
ihnen entsprechenden Punl te gehen 

Ist a irgend eine Ebene vrn S welche durch den ihi entspiech enden 
Punkt A^ m — ^ gebt so rauss dem Punkte Ä^ als Element von 2 betri Itet 
eine Ebene in — , entspieclen wekhe dur h den dei Ebene o; entsprechenden 
Pnnkt mmlich duich 4^ geht weil A^ m a hegt Der lunkt A, behnJet si h 
also in dei ihm entsprechenden Ebene ob mar ihn ils Element von S odei — j 
betrachtet Eine analoge Beziebuig besteht auch fUi jeie Elenc wel he durch 
den ihi entspie hen ien Punkt geht wie man sich leicht tibeizeugtn kinii daher 
gilt der Satz . 

21. In üwei reciproken räumlichen Systemen ist jeder 
Punkt des einen Systemes, weicher auf der ihm entspre- 
chenden Ebene des andern liegt, auch als Punkt des andern 
Systemes auf der ihm entsprechenden Ebene gelegen und 
jede Ebene, welche als Element des einen Syetemes durch 
den ihr entsprechenden Punkt geht, enthält auch als 
Element des andern Systemes betrachtet jenen Pnnkt, der 
ihr entspricht. 
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A sei irgend em Punkt iu — und c, die ihm entsprei,hende tbeoe m 2^ 
Nach bat? 2 5 AbsLhmtt musb der in — befindliche Sti ahienbündol s mit dem 
Mittelpunkte A jenem ebenm S^ aleme it^ leeiprok verwandt se n de';sen Tiasei 
ß| ist unl welches duich die den Ebenen lon 5 entsprechenden Punkte gebildet 
witd Die Etene Rj schneidet den Bündel s in einem ebenen Sjsteme 1 
welches mit u^ reciprok verwandt ist und da r und n^ in derselben Ebene liegei 
so gilt für dieselben dei Satz dO Abschnitt Diesem Satze znfolge gehören 
alle Punkte von Uj nekhe m den ihnen entsprichenden Geiaden liefen im 
allgemeinen emem Kegelschnitte / an und alle Geriden von «^ welche duich 
die ihnen entsprechenden Punkte gehen beiühren einen Kegelschnitt A^ Diese 
zwei Kegelschnitte sind ent^edrr beide reell odei beide ina^nar und berühren 
sich im allgemeinen m zwei reellen odei imaginaien Punkten Kein Punkt der 
Curve l hegt ausserhalb k Da nun m jedei beliebigen Fbene «j sich zwei 
solche Kegelschnitte ergeben so kann man B(,hlieSBen dass sämmthche Punkte 
von JJ und 2^ wekhe auf den ihnen entspi e eben den Ebenen lief,en eiiei 
Fliehe zweiter Oriuuiig ingehoren weil nui eine Flache zweiter Ordnung dnrcli 
jede beliebige Ebeie in einei Cuive /weiter üidnuig geschnitten werden kinn 
Es gilt somit dei Satz . 

22. Sämratliche Punkte, welche in zwei reciproken 
räumlichen Systemen auf den ihnen entsprechenden Ebenen 
liegen, gehören im allgemeinen einer Fläche zweiter 
Ordnung an und alle Ebenen, welche durch die ihnen 
entsprechendeil Punkte gehen, berühren eine Fläche 
zweiter Ordnung. 

Wir geben hier noch einige Definitionen über räumliche Gebilde. 
Ein vollständiges «eck im Ein vollständiges »flach 

Räume besteht aus w Punkten besieht aus n Ebenen (Flächen), von 
(Eckpunkten), von welchen im allge- welchen im allgemeinen keine vier 
meinen keine vier in derselben Ebene durch denselben Punkt gehen, den Gc- 
liegen, den Geraden (Kanten), deren raden (Kanten) , in deren jeder zwei, 
jede zwei, und den Ebenen (Flächen), und den Punkten (Eckpunkten) , in 
deren jede drei von den «Punkten ver- deren jedem drei von den n Ebenen 
bindet. In jedem Eckpunkte schneiden sich schneiden. In jeder Fläche liegen 
sich « — 1 Kanten , in jeder Kante «—1 Kanten, in jeder Kante m— 2 
n — 2Flächen, daher ist die Anzahl Eckpunkte, daher ist die Anzahl aller 

aller Kanten——- — i und die An- Kanten --^^-rr — ^ und die Anzahl alier 



zahl aller Flächen - 



Ist M = 4, SO heisst das «eck Tetraeder und ist von dem Vierflach nicht 
verschieden. 
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b) AfflnitSt, Aelinlkhiielt nnd rongrruenz länmlicher bjsteme 

Wenn z'^ti culiinp^re i \uinli hi^ byateme die iiiLndli ii lerne Kbene 
entspiechend gemein haben )der uas dasselbe bedeutet »eiin ihie beiden 
Gegeuebenen uneiidln-h feioe liegen so s-jgt man dass die zwei Systeme affin 
sind Die ^ffinitit ist also ein specieller Fall der OoUmeitun ias dieser 
Erklärung und dem Satze 3, 5, Absohnitt, folgt unmittelbar : 

23. In affinen räumlichen Systemea entsprechen paral- 
ielen Geraden oder parallelen Ebenen des einen Systemes 
parallele Gerade beziehungsweise parallele Ebenen des 
andern. 

Aus dem Umstände, dase die Gegenaxen von je «wei ebenen Systemen, 
welche sich in eollinearen räumlichen Systemen entsprechen, in den Gegen- 
ebenen von 2 und .2, liegen müssen, liann man sehliessen: 

24. In affinen ränniUcben Systemen sindje zwei entspre- 
chende ebene Systeme affin und je zwei entsprechende 
Punktreiben einander ähnlich. 

Nachdem in zwei affinen räumlichen Systemen die unendlich ferne Ebene 
sich selbst eutspriehi, so können nur mehr vier beliebige Ebenen des einen 
Systemes, welche nicht alle durch denselben Punkt gehen, vier solchen Ebenen 
des andern Systemes als entsprechend zugewiesen werden, wenn man zwei 
räumliche Systeme affin aufeinander beziehen will {Satz 11, 5. Abschnitt). Es 
gilt also der Satz : 

25. Will man zwei räumliche Systeme affin auf einander 
beziehen, so kann man in jedem derselben ein Tetraeder 
beliebig annehmen und die Seitenflächen des einen, den 
Seitenflächen des andern willkürlich als entsprechend 
zuweisen. Jedem Elemente des einen Systemes entspricht 
dann ein einziges, durch diese Annahmen vollkommen 
bestimmtes Element des andern. 

Dass man statt der Seitenflächen auch die Eckpunkte der zwei Tetraeder 
einander beliebig als entsprechend zuweisen kann, ist selbstverständlich. Durch 
Zuweisung der Eckpunkte werden ja auch die Seitenflächen einander als ent- 
sprechfind zugewiesen. 

Sind ÄBCD und .ÄjifjCjZ', die Eckpunkte der zwei in den beiden räum- 
lichen Systemen 2 nnd 2^ einander als enisprecheud zugewiesenen Tetraeder 
nnd ist F irgend ein fünfter Punkt va 'S , so kann der diesem Punkte entspre- 
chende in 2^ anf folgende Artbestimmt werden : Man legt durch F und irgend eine 
der Kanten des Tetraeders, etwa JB, eine Ebene. Der Schnittpunkt der letzteren 
mit der Kante CD, welche AB nicht schneidet, heiase G. In C\P, ermittelt 
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man hierauf jenen Punkt G-^, der C,!)^ in demselben Verhältnisse t.heilt, in 
welchem CD von G getheilt wird, so dass die Proportion erfüllt wird: 
CG : ai> = G^a^ : G^D^. 

Endlich bestimmt man in der Ebene A^B^G, jenen Punkt J", , welcher 
dem Punkte i^ entspricht , indem man ABG und ji^B, ffj als entsprechende 
Dreiecke zweier affiner ebener Systeme betrachtet und die im 3. Ahsclinilte 
(unter b) erkiärto Ooiistruction durchführt, Dass durch diese Construction der 
dem Pankte F entsprechende i^^ erhalten wird, lässt sich mit Hilfe des obigen 
Satzes 24 leicht nachweisen. 

Um zn irgend einer Geraden a des Systeraes 2 die ihr entsprechende 
zu erhalten, wählt man zwei beliebige Punkte M, Nin a und bestimmt auf die 
eben erklärte Weise zu diesen Punkten die entsprechenden M^, N^. Die Gerade 
M^N^ entspricht dann der Geraden a. — Soll jene Ebene in 2, ennillelt 
werden, welche irgend einer gegebenen Ebene a des Systemes S entspricht, so 
wählt man drei beliebige Punkte in a — am einfachsten die Schnittpunkte MNO 
von a mit irgend drei Kanten des Tetraedeis ABCD — und bestimmt jene 
Punkte 3f|, JV,. 0,, welche den Punkten JIT, 2V, entsprechen. DaH=f die Ebene 
Jf,JV|0| der Ebene a entspieihen muss, ist selbstverstandhch 

Aus dem obigen Satze 25 ergeben sich unmittelhai die folgenden 

26. Zwei Tetraedei können immer als dttine Gebilde 
betrachtet werden. 

27. Zwei affine ebene Systemeaind identisch, wenn sie 
die Eckpunkte, also auch die Seitenf lach o n e in es Tetraeders 
entspici hend gemein hahen 

T und t seien 7wei liehebigL Tetiaeder eines räumlichen bvstemes 2 
«eichen die Tetraeder T, und t^ eines mit 2 eolhnear yeivianiten räumlichen 
Systemen ^i eutspiecUen ö und ^ nennen wii zwei beliebige feeitenfläihen 
beziehungsweise \on T und / und die Flachen von 1 t^ wekhe den eb n 
genannten ent&predien btzdchnen wii durih tfj und </^ Dif \iei Tetraedei 
betiachtPU Uli nun ais Pyiaraiden deren Giundflarheu Cr g (t, und 9, sind 
und legen duiuh die Spitzen dieser Pyiaimden /u den Gruudflä<hen paiallele 
Ebenen Psei feniLi ngend ein Patallelepiped \on «eluhem viei Seitenflachen 
durth die Fbeuen des Giundflacheu h g und die zu denselben parallel gelegten 
Ebenen tehildet werden endhch nennen «11 P, jenes Panilelepiped m 2^ 
wekhem P entspii ht Nachdem T unl P zwischen paiallelen Ebenen liegen 
also gleichf Hohe haben soveihalt sich dei koiperhche Inh<jlt von T ?u jenem 
\on P wie ö zur dieifachen Gruniääuhe von P *) Analoges gilt bezüglich Tj 
und P, Die Giundflaihen von T und P veihahen sich aber naih Satz 25 
3 Äbsclinitt wie jene von T, und Fj folglich besteht die Proportion 

*) Haben ein Paiallelepipel uul eine Pjramile gleiche drundfiftche und 
Hohe 80 ist dei kupeiln-he Inhilt dei erst ren bekanntlich lieimil so rtoss ils 
jener der letzteren 
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T : P = T, : P,, 
Auf ganz ähnlicbe Art kann man sich libev^ieugeii, dass auch liie Proportion 
t : Pr^t, : Pj 
bestehen inuss : es ist also 

r : r, = * : i, , 
oder T : t=T, : t^. 

Nachdem man sich nun jeden von Ebenen oder krummen Flächen 
begrenzten Körper ans Tetraedern zusammengesetzt denken kann, so folgt aus 
den letzteren zwei Proportionen : 

28. In affinen räumlichen Systemen haben die Kubik- 
inhalte von irgend zwei sich entsprechenden Körpern ein 
constantes Yerhältniss und die Kubikinhalte von zwei 
beliebigen Körpern des einen Systemes verhalten sich zü 
einander wie jene der entsprechenden zwei Körper des 
andei cn Systemes 

bind T und T^ iigend zwei Tetneder welche iith m collineaien ränm- 
hchen Systemen 2 und ^, entapiPtheu, so müssen nach Sitz 2b <5 Abschnitt, 
die Scbnerpunkte irgend zweier entsprechender Seitenflächen \on T und T^ ent 
sprechende Punkte sein Verbindet man die Sihweipnnkle von zwei Seiten- 
fläLkea eines Tetiaedeis mit den diesen Flaihen gegenubeiliegcudeii Eckpunkten, 
so ergibt «ich im Schnittpunkte dei 7wei Veibindungshnien bekannthuh der 
bchwerpunkt des Tetraeders Weiden nach dieser Methode die Schwerpunkte 
von Tund T^ bestimmt, und wihlt min dabei eutsptechende SPitenflachen von 
rundr,, so ist leicht einzusehen, diss die Schwerpunkte dei /wei Tetraeder 
sich entsprechen niU äsen üt nun jeder beliebige Köipei in Tetraeder zerlegt 
gedaiht weiden kann, so lasst sith hieraus achhessea 

29 In 7wei affinen läumlichen &-(steinen sind die 
Schwerpunkte entsprechender Koipei entsprechende 
Punkte 

Nach Satz 14 ''> Abschnitt hegen je zwei Punktieihen welche sich in 
perspectivischen taumlichen Systemen en! precben ebenfiils pers).ectivis h Da 
nun je zwei entsprechen le Punktreihen affiner läumhcber System einan lei 
fthnhih sind (balz 24) so mnss dis Proje tionscenti im (on le 7wei solchen 
Reihen im allgemeinen unendlich weit entfernt sein weil für em in endli 1er 
Entfernung gelegenes Centrum die Gegenpunkte beilei Reiben nicht unendlich 
ferne liegen könnten Hur wem die Coli ineation sehen e auch unendlick feine 
gelegen ist, kann das Ptoje tionscentrum in endlicher Entfernung liegen Dieses 
ProjectiouBcentrum ist aber identisch mit dem Golhieationsceitium der ?wei 
afhnen läumlichen&jsteme, wii können also behaupten . Das Colhneations 
centrum affiner räumlicher Systeme liegt immer unendlich 
ferne, wenn die Collineationsebene in endlicher Entfernung 
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gelegen ist Befandet fich die Colhneationäebene gleichfalls m unendluher 
Entfernung sind alao le i«ei entsprei.heude Gtiade der räumhchen bjsterae 
zu einaudei parallel ao kann das Colliueatioiiscentrum aowohl in endlicher ah 
auch in uueudlicher Entfernung hegen 

Die Collineationsebeue affinei taumiichet S}Steme wnd \tfinittts 
ebene und jeder Collineationssti ahl solcher Systeme ain A f 1 1 n 1 1 a t s s 1 1 a h 1 
genannl. Im allgemeinen sind , wie eben erklart wurde, alle Aft in itats strahlen 
zu einander parallel und bilden jenen Parallel- Strahlenbändel, welcher 
für die beiden räumlichen Systeme projicirend ist. Dass man jedeä von zwei 
aolchen Systemen eine räumliche Parallel-Projection des anderen 
nennt, ist bereits erwähnt worden. 

Gewöhnlich setzen wir voraus, wenn von peiapectiviscli liegenden affinen 
ränmlicheri Systemen die Rede ist , dass die Affinitätsebene in end- 
licher und das AffiuitätBcentrum in unendliche r Entfernung 
gelegen sei. 

Sind AA^ und BB^ irgend zwei Paare von Punkten, die sich in affinen 
ränmlichen Systemen, welche perspeetivisch liegen entsprechen, bo sind die 
Geraden AA^ und BB^ — als Affinität sstrablen — zu einander parallel und 
die Geraden AB, 4, B, müssen sich in ein und demselben Punkte der AfTinitäta- 
ebene schneiden, Heissen daher jtf und JV heziehangsweise die Schnittpunkte 
von AA^ und BB^ mit der Affin itäts ebene, so besteht die Proportion : 
AM : A.M^BN r £^N. 
Wird das unendlich ferne Oollinealiünscentrum durch bezeichnet, so ist 
der "Werth dts Doppelverhältnisses 

AO _ AM 
Ä.O " ÄTm 



der Modulns der affinen Systeme (Sat;^ 18, 
gleich der Einheit ist, so muss 



AO 



A^M _B^M 
AM ~ EM 
gleich diesem Modulus sein. Man kann also sagen: 

SO. In zwei affinen räumlichen Systemen, welche per- 
speetivisch liegen, hat dasVerhältniss der Abstände irgend 
zweier entsprechender Punkte von der Affinitätsebene einen 
Constanten Werth, welcher gleich dem Modulus der beiden 
affinen Systeme ist. 

Befinden sich zwei entsprechende Punkte der affinen Systeme zu ver- 
schiedenen Seiten der Affin itätsehene , so ist der Modulus n ega tiv und man 
sagt, dass die beide» Systeme entgegengesetzt perapectivisch 
liegen. Befinden sich aber zwei entsprechende Punkte auf derselben Seite der 



y Google 



ySIJ Fünfter Abschnitt. 

Affinitälsebene, so hat der Modulus eiuen positiven Werth uiid die beiden 
Systeme werden einstimmig perspectiviscli liegend genannt. 

Sind T und T, irgend zwei Tetraeder , welche sich in perRpectivisuhen 
affinen Systemen entsprechen, bo hat nach Satz 28, 5. Abschnitt, das Verhältniss 
der Kubikinhalte von T und T-, einen constanten Werth. Dass dieser Wert.li 
gleich dem Modalus der beiden Systeme ist, ergibt sich ans Folgendem. Die 
Seitenflächen von T nennen wir dbcd, die denselben entsprechenden von Tj 
seien a^b^c^d, und die Eckpunkte , weiche den Flächen d, d^ gegenüberliegen, 
iieisaen wir Dund D,. Jedes von den drei Paaren sich entsprechender Ebenen 
aa^, Ööj, cCf schneidet sieh in einer Geraden, welche der Affin itäts ebene ange- 
hört. Diese drei Durchachnittslinien bilden ein sich selbst entsprechendes Drei- 
eck, dessen Eckpunkte wir MNO nennen wollen. Die awei Tetraeder DMNO 
und D^MNO , welche wir der Kürze wegen beziehungsweise durch t und t^ 
bezeichnen wollen , entsprechen sich ; daher gilt dem eben erwähnten Satze 
zufolge die Proportion 

T : J\ = t : ij. 
Nachdem nun t und i, eine gemeinschaftliche Gruiidfiächc MNO haben, so 
verhalten sich ihre Kubikinhalte wie ihre Höhen, nämlich wie die Abstände der 
entsprechenden Punkte I) und Z>, von dar Affinitätsebene, Das Verhältniss dieser 
Abstände ist aber gleich dem Modnlus der beiden affinen Systeme, also muss 
das Verhältniss der Kubikinhalte von irgend zwei entsprechenden Tetraedern T 
und Tj zweier perspectiv! seh liegender affiner Systeme gleich dem Modulus der 
letzteren sein. Hieraus folgt, da man sich jeden beliebigen Körper aus Tetraedern 
it US ammen gesetzt denken kann: 

31. In zwei affinen räumlichen Systemen, welche per- 
spectivisch liegen, ist das Verhältniss der KubikinhaltP 
\o« irgend zwei untapi t i.hen len Köipurn gleich Ipm 
Modulus der beiden Systeme 

Haben jt zwei entsprechende Stieck n affinei laumhchei Systemen das 
selbe Laugen Verhältnis' so «iagt man dass du, bei len Sj Sterne einandei ähnlich 
sind Wählend also ni affinen taumlicheu Systemen nui lolche ent'^p rechende 
Strecken ein bestimmtes tonstantis Veihällnisii haben welche ienseiben sich 
entsprechenden Geraden paiiliel sind io ist in ähnlichen räumlichen Systemen 
das Längenveihältuiss von irgend zwei ■■ntsprech enden Stietken constant welche 
auch ihre Richtungen '^ein mögen Hieraus ist zu et sehen dass die Aehnlichkeit 
einen speciellen Fall dei Affinität bildet 

Aus dem Umslandp dass le ivifi entspi tthende bttecteu ähnlicher ilum 
lieber Systeme ein constantes Verhältniss haben folgt, dass je zwei entsprechende 
Dreiecke solcher Systeme ähnlich sein müssen. Daher sind in ähnlichen 
räumlichen Systemen je zwei entsprechende Winkel gleich 
gross und je zwei entsprechende Strahlenbüscliei und 
Strablenbündel congriient. 
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Wenn zwei ähnliche räumliche Systeme peispectivisch liegen, so haben 
sie im allijpmeineu eine in unendhchei Entfernung liegende Collmeationaebene ; 
denn wünle diese Ebene sich in endlicher Entfernung befinden, 10 müssten die 
Syteme, wie wir «p&tei sehen weiden, entwedei identiBcli, odei symehisch sein, 
uachdem je ?wei entsprechende Geiade sich in einem Punkte dei Collineations- 
ebene schneiden and mit ihr gleiche Winkel bilden. Die Oullmeations- 
ebene ähnlicher räumlicher Systeme liegt somit in unend- 
licher Entfernung. Dass das Collineatioasceutrura solcher Systeme im 
ällgemeiuen in endlicher Entfernung gelegen ist , folgt aus dem Umstände, 
dass je zwei entsprechende Punktreihe.n derselben zu einander parallel und 
.zugleich congruent sein mUssten, wenn sowohl die Collineationsebcne als auch 
das Collineationscentrum nnendlich ferne liegen würden. Die beiden Systeme 
wären dann nicht bloss ähnlich, sondern congruent. 

Man nennt das Collineationscentnim ähniicher Systeme den A e h n 1 i c h- 
keitspunkt und die CoUineationssti ablen Aehnliehkeitsstrahlen, 
Befinden sich je /wei entsprechende Punkte ähnlicher räumlicher Systeme, 
wehhe peispectivisch hegen, zu veischiedenen Seiten des Aehnlichkeitspunktes, 
so sagt mau dass die beiden Svateine entgegengesetzt perspectivisch 
hegen und wenn je zwei cnt=ipie(heiide Punkte auf derselben Seite des Aehu- 
hchkeitspnnktes gelegen sind, so werden die beiden Systeme einstimmig! 
perspectivisch genannt. Im ersteren Falle h eis st der Aehnlichkeitspunlft 
ein innerer, im zweiten ein ä u s s e r e r. 

Das Verhältniss der Abstände je Kweier entsprechender Punkte von der 
nnendlich fernen CoUiueationsebeue ist gleich dei' Einheit, daher muss der 
Modulus ähnlicher räumlicher Systeme , welche [terspectivisch liegen, gleich 
dem Verhältnisse der Abstände irgend zweier entsprechender Punkte vom Aehn- 
lichkeifspunkt oder, was dasselbe ist, gleich dem Längen verhältniss irgend zweier 
entsprechender Strecken sein (Satz 18, 5 Abschnitt). Der Modulus einstimmig 
perspectivisch er Systeme ist daher positiv dei Modulas entgef,enf,eset/t peispec- 
tiMschei Systeme aber negativ 

Ist in ähnlichen laumlichen &>stemen das const^ntP Langem erlialtuisa 
von je rwei eutsprechei den Stieckf n gleich der Einheit so n ni t nan die bfiden 
Systeme conginent wenn sie in eine silcho Lage gebidtlit weiden können, 
da'is alle ihre entipiecheiiden Elemente zusammenfallen Ist jedoch eine der- 
artige I agc nicht möglich so heissen die heilen Systeme sjmetriscb Die 
Congiuenz und Symetrie können deinnaLh ils specieile Falle der Aehnlnhkeit 
bedachtet werden Sowohl m congruenten als auch in symetiischen liumlichen 
Systemen sind je zwei entsprechende Streckpn le zuei entspie hende ebene 
Winkel und Fltcheawinkei emanier gleich Dennoth besteht cnischen con- 
grnenten ond symetiischen raumluhen &}stemen ein wesenth hei Unter- 
schied Die rechte und linke Hand / B sind zwar symetnsch abei nicht 
congrupnt 
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Bezüglicb der peiBpeetiviiehen Lage von zwei symetrisdien laumlithen 
Systutnen smd nur ?nei Fällt denkbar Entwedei liegt dip Collineationsebci e 
in endJicbei Entfernung und das CoUineationscentrum unendbch entiemt oder 
imgekeiirt Denn wurden Colliiitations ebene und Gentium in endliLher Ent 
fernnng liegen so konnten nicbt je z«ei entapretliende Stiecken gleiche Grosse 
haben und wenn CoÜiueitionsebeiie und Centrura unendlicii terue gblegen wären 
so niüssten die bellen Systeme LOngiuent sein Im eisteren Falle — wenn lii- 
CoUineatioosebene sn,h in endlicher Entfernung beftndet ■ — wird jede zwisclion 
7wei entsprecbeuden Euikttn gelegene Strecke \on dei Collineationsebene 
halbiit und alle Collineationsstiablen stehen antlet/terei Ebene bonkiecht Im 
zweiten Falle — wenn das Coliineationscentium in endliolier Entfernung hegt — 
«ird dei Äbitand je zweici untiprechendci Punkte vom CoUineationscentrum 
lialbiit und je zwei entsprechende Geiade odei Ebenen smd zu emandei paiallel 

Bei Longmenten räumlichen Systemen welche perspeitiviäth hegen ohne 
mit allen ihren ent spiech enden Elementen zusammen zufallen behnden sich die 
Co Ihneations ebene und das CoUineationscentrum in unendlich er Entfernung Die 
Colhneations strahlen sowie aach je zwei entsfiecheude Geraie und Fbpnei 
solcher Systeme sind dabei zu einander parallel 



c) Involutoi'isehe rSumliehe Systeme. 
Zwei coUineare oder reciproke räumliclie Systeme werden involutorisch 
liegend oder in\olutoiis h „enannt wenn jedes Flemei t J* demselben 
Elemente E^ cntspiicht ob man Ji" als Element des einen odei des andern 
Systems, betiaehtet Haiifia weiden je zwei solche by teme ils ein einzigei auf 
fjCfasst und mannenit lann let7teics ein in\ olutoi isches raumli hes 
System 

Zunächst untersu hen wii involutoiische S>steme wel he aus zwei c c 1 
lineai en räumlichen Systemen besteben 

Sind 2 und ^^ iwei colhneate läunhche Systeme uul ^4 4^ BB^ Cf , 
drei Pdaie entsirecl endei Panl te ^on J5 ui d — ^ welche m ht aiie derselben 
Ebene angeboren und so gelegen sin i hss A 1- T den Punkten Ä, B^ Cj 
entsprechen ob man i B r* als Elemente \on 2 oder von — j betiaehtet so 
hndet lieselbe Beziehung bei allen Paaren entsprechende! Punkte statt d h — 
nnd ^, beten in^olntoiiscb Dies eigibt sich aus tolt,endPi Untersuchung 

Der Kfiize wegen nennen wir die Geiaden AA^ BB^ CC^ be^iehuUnS 
weise a h r Jede diesei diei Geraden entspricht sich selbst daher ist jedei 
Schnittpunkt von zweien derselben ein selbstentsprechender Punkt und jede 
Ebene welche zwei von ihnen enthalt eine selbatentspi echende Ebene 
Bezügbch dei gegenseitigen läge von «, ö c konnea nun toloCnde FUle 
eintieten 

1. a, fc, c schneiden sich in ein und demselben Punkte. 
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2 Eine voi den dteiGtiadensobiieidet diebeidenauderc in verscliiedeiieu 

Pankten 
6 El schneiden sich nui zwei von den drei Geraden, 
4 heine zwei von den drei Geraden schneiden eich. 
Im Falle 1 ist 1er S hi ittpunkt von o, ö, c ein Doppelpunkt jeder der 
drei involutonschen Reihen B S, R'\ deren Träger a, b, c bilden (vergleiche 
Sat:; 2 Abuchiiitt uni featz ol, 1. Abschnilt), und zugleich das Iiivolnfions- 
ceutrum eines jeden lon den diei iuvolntorischen ebenen Systemen, deren Träger 
die Ebenen MÖ ar (c sind (vergleiche Kapitel c des 3. Abschnittes). Die Livo- 
Intionsaxe eines jeden solchen Systeraes wird dnrcli die Verbindangslinien je 
zweier Doppelpunkte di-r Reihen R, Il\ II" gebildet, und jene Ebene J, welche 
durch iie drei Involutionaaxen bestimmt wird, iät nicht nur eine sich selbst ent- 
sprechende sondern jcdei ihiLr Punkte ist nach Satz 7, 3. Abschnitt, ein sich 
selbst entspietheides Elenent von 2 und 2^. — Bezeichnet nun Pirgend einen 
Punkt von 2 und n lie duicli a und P bestimmte Ebene, so mnss n eine sicli 
selbst entsprechende El ene sein, welche den Punkt P^ enthält, der dem Punkte 
P entspricht n ist abei dei Träger eines invoSu torischen ebenen Systems, dessen 
Axe sich in der Ebene J lefindet und dessen Centvum der Punkt bildet. Daher 
entspricht dem beliebig gewählten Punkte P derselbe Punkt P,, ob man P als 
Element von ^ oder von 2, betrachtet, d. h. die beiden räumiiehen 
Systeme 2 und 2j liegen iuvolntorisch. Nachdem alle Elemente der 
Ebene J sich selbst entsprechen, so sind aber 2 und 2^ anch perspectiviseh 
gelegen (Satz 19, 5. Aljscbtjitt), daher sagt man, dass 2 und J'j perspec- 
tiviseh - in volutorisch liegen. Das Colhaeationscentrum (0) solcher 
Systeme wird In vo Intio n scentrura , die Collineationsobene (J) In volu- 
tionsebene and jeder OoUineationsstrah! ein Involutionsstrahl 
genannt 

Fti den Fall 2 nehmen imi in dioGeiade b «eidr von a un 1 c beziehungs 
weise in den Pankten Z> und J*' geselinitten Diese zwei Punkte bilden dann 
zugleich die Doppelpunkte jenei in volutoii sehen Reihe R leien Titige! h ist, 
sowie auch Doppelpunkte der auf a und c befindlithen Reilun R R und war 
gebort D dei Reihe R und F dei ßcihi, E ai Die ubiigen Doppelpunkte von 
R und R neni en wii beziehungs veise F ind (? Die zwei durch a h und h t 
bestimmten Ebenen sind nun die Träger involutoiisihtr ebener Systeme, deien 
In^olutionscentia sich beziehungsweise in D und f befinden wählend die 
Involutionsaxen duich die Geiaden FF und Dfr gebildet weiden Ausser den 
simmtlichen Punkten di ser Ä^en welche wir luich l und I bezeichnen wollen, 
können 2 nnd 2^ keine Punl te mehi entsprechend gemein liabei da sie sonst 
identisch sein müssten (Satz 10 5 Abschnitt) Jede Ebene, welche duich / odei 
l geht ist eine selbst entspi ebbende, denn istz B oiiigend eine duukf^ehende 
Ebene so schneidet dieselbe ] in einem selbstentspie eben den Punkte und muss 
demnach der dur(,h letzttren I unkt und die Geiade l bestimmten Ebene entspiecheu 

22* 
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Dei Durchschnitt der Ebene ah oder bc mit emei beziehungsweise durch 
l' odei l gehenden Ebene ist dei Traget einer involatoiisühen Reihe daher 
bildet jede dnri,h l oier 1 gelegte Ebene den Tidger emei involntonsLhen 
Systeraes dessen A\e beziehungsweise l odei l ist und sein Ceiitiura in l odei t 
hat. — Ist nun P irgend ein Punkt von 2 so muss demselben ein in der Ebene 
PI gelegenei Punkt P^ von \ eutspieLhen und da diese Ebene den Träger 
eines invilutomchen hjstemes bildet bo entspni,ht dem beliebig gewählten 
Punkte P deiselbe Punkt ij ob man P ils Element ton 2 odet von 2, 
betrachtet d h 5 und — ^ liegen mvolutoriscli Mai nennt znei det 
artige involutoiisLh hegende raninhche Systeme weMe ille Punkte aweiei 3ii.h 
nicht schneidender Geraden (l und l) entsprechend gemein haben, geschaart- 
mvolntosische Systeme, zum Unterschiede von jenen involutori sehen 
Systemen, die zugleich auch perspectiv! seh, liegen. Die beiden Geraden l und ? 
heissen die Involutionaaxen und jede Gerade, welche i und ? schneidet, 
also sich splbst entspricht, wird ein Leitstrahl genannt. 

Bezüglich des Falles 3 wollen wir annehmen, die zwei sich schneidenden 
Geiaden seien a und b. Ihren Schnitipunkt, welcher zugleicli ein Doppelpunkt 
der auf a und b befindlichen involutoriachen Reihen B und ß' ist , bezeichnen 
wir durch D, die zwei übrigen Doppelpunkte der genannten Reihen nennen wir 
beziehungsweise F und F. Nachdem die Ebene ab eine sich gelbst entsprechende 
ist und auch die Get ade c sich selbst entspricht, so muss der Schnittpunkt dieser 
Ebene mit c ein sellh«tentsprechender Punkt sein. In der Ebene ab, als Träger 
emes involutori sehen ebenen Systemes, gibt es aber ansaer U und den Punkten 
der Involutionsaxe EF keine weiteren selbst entsprechenden Punkte, daher kann 
c die Ebene ab nnr m einem Punkte der Geraden EF schneiden. — Die Fälle, 
in denen c durch D, E oder F geht, wurden bereits unter 1 und 2 in Betracht 
gezogen — Der Schnittpunkt von c und EF ist einer der Doppelpunkte jener, 
involutori sehen Reihe, welche sich auf c befindet. Den zweiten Doppelpunkt 
nennen wii G Die Ebene , welche durch J) und c bestimmt wird , bildet den 
Trager eines mvolu torischen ebenen Systemes, dessen Centrnm sich in befindet 
und das seine Involutionsaxe in I>(jr hat Die zwei hieb ni ht schneiten ien Geraden 
EFund D(jt sind demnach Trager von Punktrcihcn deien sammtliche Punkte 
sich selb'-t entsprechen Aussei diesen Punkten könne i * und — j keine weiteren 
Punkte entsprechend gemein haben ohne identisch zu scii ^us denselben Gidn 
den welche wir gelegentlich dei Untersuchung des Falles 2, angefühlt haben ist 
jede durch eine 1er Geiaden EF oder 7)(r gehende Ebene dei Ttager emea 
in^ olutori sehen btstemes und irgend einem Punkte P muss derselbe Punkt F^ 
entsprechen ob min Pals Clement ton 2 odei voi — ^ betrichtet Der in Rele 
stehende Fall ist also von dem vorhergeh enden nicht wesentlich verschieden. Die 
Systeme 2 und 2^ liegen gleichfalls gesehaart-iuvolutorisch. 

Wenn keine zwei von den drei Geraden a, ö, c sich schneiden, so können 
zwei verschiedene Fälle eintreten. Entweder alle drei involutorischen Reihen 
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R Jt B deren Trager a l c bilden verlaufen entoeRengct, tzt und haben so 
mit reelle Doppelpunkte odei sie verlaufen einsfimmip und ibie Poipelpunkte 
sini imaginär Um dies einzusehen nelimen wir an eine \tn den genannten drei 
Reihen etwa die auf a belindliLhe Jb. habe icelle Doppelpunkte Jede Ebene 
welche dnrtii einen die'iei Punkte und die Gerade & geht ist eine sich selbst 
entsprechende nnd s kneidet lie dritte Gerade t in emem iselbstentb[i;eeheid''n 
Punkte Ebenso wnd die berade b *on den zwei Ebenen «ekhe duieh und 
die Doppelj-unkte von B gehen in selbstcntiprethenden Punkten geschnitten 
Ist hingegen in einer 1er diei Reihen etwa in B i an leell i Doppolpunkt toi 
banden so gibt es a ach in Jß undif keine solchen Punkte denn waie z B 
D ein leellei Doppelpunkt ^on E so «llrde ff von dei sich selbst entsprechen 
den Fbene D in eini,m selbstentspreehenden Punkte gescbnittei wis gegen 
die Voraussetzung ist Auch sieht m^n nun leicht ein das': wenn m einei dei 
dl Ol Reihen also in jeder ierselben nur imagiiaic Doppelpunkte vorkommen 
in den beiden r'iumhchen Systemen — und 2, dleibaupt keine reellen Punkte 
und Lbenen existiien können «eiche sich selbst cntsptechen 

Je le dei drei Geraden a b i bildet die Axe eines EbenenbUschels \s eichet 
gegen die auf den beiden andeien Geraden behndhuben mvolutoii sehen Reihen 
persi ettiviSLh hegt Dahei ist jedei selche Biischel 'telbst in\olutoiisch and 
besitzt leelle öder imaginaie DoppeiebenLn je uauhdem in Jf R B leelle oler 
imaginari, Doppelpunkte vorhanden sind Ist nun d eine leelle Doppelebene des 
Büsüiela welcher seine Axe in /hat so weiden ? md c von dm selbstent 
sprechenden Punkten geschnitten deren Verbindungslinie l in d liegt also « ii 
einem Doppelpunkte schneidet Die Geiale l enthalt demnach diei sich selbst 
entsprechende Punkte «oraus man sclhessen kann lass i mil 2^ aanmtlicbe 
Punkte von 1 entspiecb^nl geneia haben Bezüglich der zweiten Doppelebene 
dtf Bustbels mit dei A\e a gilt dasselbe dabei haben 2 und S^ alle Punkte 
von zwei sich nicht schneidenden Geiaden I und l entsprechend gemein vMe in 
den Fallen 2 und 3. Diese beiden Geiaden werden von a,l und ( geschnitten, 
— Dass 2 und 2^ ein geschaar t - in volutoriscbes System bilden 
v?enn l und l' reell sind , lässt sich wie in den bereits betrachteten Fällen 
nachweisen. 

Haben 2 nnd 2^ keinen reellen Punkt entsprechend gemein, so liegen sie 
ebenfalls involutoriscb. Irgend ein Punkt P von 2 kann nämlich als der Durch- 
schßittspunkt von drei Ebenen a, ß, •/ betrachtet werden, von denen jede 
beziehungsweise einem der drei involutorischen Büschel mit den Äxea a, &, c 
angehört. Sind daher «j, /9j, y^ die den Ebenen ß, ß, y entsprechenden , so ist 
der dem Panktei" entsprechende P, der Schnittpunkt von a^, ß^, y^ anAP^ ent- 
spricht dem Punkte P doppelt, da auch «^, ß^, y^ und «, ß, y sich doppelt ent- 
sprechen. — Zwei solche involutorische räumliche Systeme, welche keinen reellen 
Punkt entsprechend gemein haben , werden ebenfalls gesehaart- involu- 
torische Systeme genannt. Ihre InvoJutionsaxen sind imaginär. 
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Die wichtigsten Eigenschaften perspectivibch - involutorisehcr räumlicher 
Systeme drückt folgender Satz aus: 

32. Liegen zwei coUinearc räumliche Systeme perspec- 
tivisch - involötorisch so coinciiüren ihre Gegeiiebenen 
und haltiiren den Abstand des Involuticiuscen trums von der 
luvolutionscheiic. Der Modulws solcher Systeme ist demnach 
immer gleich — 1 and je zwei entsprechende Punkte, Ge- 
rade oder Ebenen derselben werden dureh das Centram 
und die Inyolntionsebenc harinonischi getrennt. Jeder Invo- 
lutionsstrahl ist der Träger einer in volu to risclie ii Piinkt- 
reihe und jede durch das Centrum gehende Ebene der Trä- 
ger eines involu tor ia cheu ebene» Systemes. Zwei perspee- 
tivische räuinliclie Systeme liegen iramer inv olutorisch, 
wenn ihre Gegenebenen coincidireii. 

Wir überlassen es dem Leser jene speeiellen Fälle ku untersuchen, in 
welchen entweder das Centrum, oder die Involutioiisebene , oder beide zugleich 
in unendlicher Entfernung liegen. 

Bezüglich der gescbaart-involutorischen räumlichen Systeme gilt, der Satz: 
33. In einem geschaart -involutorischen räumlichen 
Systeme gibt es entweder keine reellen sich selbst entspre- 
chenden Punkte und Ebenen oder sämmtliche Punkte von 
zwei sich nicht schneidenden Geraden, welche die Involu- 
tionsaxen genannt werden, entsprechen sich selbst. Im 
letzteren Falle schneidet jede Verbindungslinie zweier sich 
entsprechender Punkte beide luvolutionsaxen und je zwei 
solche Punkte werden durch diese Axen harmonisch 
getrennt. Jede durch eine In volu tionsax e l gehende Ebene 
bildet den Träger eines involntorisclien ebenen Systemes, 
dessen Axe l ist und welches sein Centrum in der zweiten 
Involutionsaxe i' ha t. Die Verbindungslinie irgend zweier 
entsprechender Punkte ges cbaart - involutorisehcr Systeme 
bildet den Träger einer involutorischen Punktreihe, daher 
coincidiren die Gegenebenen solcher Systeme. 

In dem speeiellen Falle, wenn eine der Involu tionsaxen in unendlicher 
Entfernung gelegen ist, halbirt die andere Axe die Entfernung von je zwei ent- 
sprechenden Punitten. 

Ist m irgend eine Gerade , welche keine von den zwei Involutionsaxen 
schneidet, so bilden sämmtliche diese Gerade schneidenden Leitstrahlen eine 
Hegelfläche, auf welcher sich auch die der Geraden m entsprechende m^ befindet, 
m und m», gehören zu einer Schaar von Erzeugenden, der auch die Axen ange- 
hören, während die andere Scbaar von sämmtlichen die Gerade m schneiden- 
den Leitstrahlen gebildet wird. 
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Wir gehen nun zur Betrachtung der rcciproken iuvolQtoriscli liegen- 
den räumlichen Systeme Uher. Vor allem bemerken wir, . dass man zwei solche 
Systeme sehr häuüg als ein einziges aul'fasst , welches dann ein räumliches 
Poiarsystem genannt wird. 

34. Wenn in zwei rcciproken räumlich en Systemen 2 
und 2j den Eckpunkten eines Tetraeders die ihnen gegen- 
iiberliegcndeii Seitenflächen entsprechen so liei^en — und 
2^ in\oliitorisch und bilden iKo ein taumln lits Polai 
B j s te m 

Die Eckpunkte emesi solchen Tettaedua als Punkte von 2 bettachtet 
nei iicn vin A B C D und dit ihnen gcqGniibpihD(,enden Seittnflachen lezit 
hung';weisp a, ß^ j, d^ Nichdem di-i Punl L Ä als Element \on — den 
Schnittpunkt \oi |^j jj \ bildet ^o entspniht ihm jene Ebene in — ^ welche 
durch die len Ebenen ß, jj <\ entsptech enden Punkte ^eht also wieder die 
Ebene «^ Au t dieselbe Itt lasst sich zeigen dasf. auch jcicni der übUoen dici 
Eckpunkte des Tetraedeis dib ihm get,enübeiiiefecude Seilcnfläche doppelt ent 
spricht ^ Man nennt ein solches letraedei em Polar teti aeder — 
Jedet dutch die Kante AB f,ehenden Ebene entspricht ein Punkt weither in 
det Schaittlinie CD der den Puikten litniS ntbpteoheiilci Lbenei a^ ß 
liegt dahet entspiitht einem Eb(nenbu<!chel i mit der \Ke AB eine auf CD 
gelegene Punktieihe ijj Det Büschel i und die Reihe B^ sind nie hati 2 
5 Abschnitt projeitnisch und dadie Reihe iJ m »elchei E von GD ^i schnitten 
wird ^e{,en B^ iniclutorisch hegt weil ^icb die Punkte f und J> in B uad J?j 
doppelt entsprechen, so hegen auch E und Jf, involutoriscb. Daraus folgt , dass 
jeder durch AB gehenden Ebene, als Element von !S oder von -^ betrachtet 
ein und derselbe in CD gelegene Punkt entspricht. Bezüghch jeder anderen 
Kante des Polartetraeders gilt dasselbe , was eben für AB nachgewiesen wurde, 
daher liegt jeder Ebenenbüschel, dessen Axe eine Kante des Tetraeders bildet, 
gegen die ihm entsprechende Pnnlttreihe involutoriscli. Letztere Reihe befindet 
sich auf jener Kante , welche von der Axe des Büschels nicht geschnitten wird, 
ihr also gegenüberliegt. Irgend ein Punkt P des Systemes J5 kann nun als der 
Durchschnitt von drei Ebenen /(, v, <a dreier Büschel betrachtet werden, deren 
Axen drei beliebige Kanten des Polarte tvaeders bilden. Daher entspricht dem 
Punkte P jene Ebene , welche durch die den Ebenen ,11, v, w entsprechenden 
Punkte M, JV, gehen; und weil diese Ebenen und diese Punkte sieh 
doppelt entsprechen , so entspricht auch der Punkt P der Ebene MNO 
doppelt. Der Punkt P ist aber ein ganz beliebiger, folglich liegen 2 und S^ 
involutoriscb. 

Aus dem Satze 12, 5. Abschnitt, ergibt sich unmittelbar der folgende : 

35. Ein räumliches Polarsystem ist durch irgend ei« 

Polartetraeder und einen ausserhalb der Seitenflächen 

des Tetraeders liegenden Punkt mit der ihm entsprechenden 
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Hbeue, welche durch keinen der Eckpuiiktc d i. ^ FftiaeilerB 

geht, vollkoramen bestimmt. 

Die MögUchkeit der iiivolutorischea Lage zweier icnpiokei taurahtlier 
Systeme ist durch diisen niid den voiheigohenden Satz imclige wiesen Man 
kann ja zwei solche Systeme dem Salze 1^ dieses Absüiiiittes i;iifoige immer 
derart auf einander beziehtn, d'tss den Ecken eines Tetiaeders die ihnen 
gegenüberliegenden Scitenflät-ben entsprechen und irgend einem auf keiner 
dieser Seitenflächen lie{,endtn Punkte eine dun,h keinen der Eckpunkte gehende 
Ebene entspricht. 

Jeder Punkt eines räumlicbon Polar System es wird der Pol der ihm 
entsprechenden Ebene, jede Ebene die Polarebene des ihr entsprechenden 
Punktes und jede Gerade die Polare der ihr entsprechenden Geraden genannt. 
Zwei Punkte eines räumlichen Zwei Ebenen eines räumlichen 

Polarsystemes heisscn einander con- Polarsystemes heissen einander con- 
jugirt, wenn einer, also jeder von j ugirt, wenn eine, also jede von ihnen 
ihnen in der Polarebene des anderen durch den Pol der anderen geht, 
liegt. 

Einen Punkt und oino Gerade Eine Ebene und eine Gerade 

nennt man conjugirte Elemente eines nennt mau conjugirte Elemente eines 
räumlichen Polarsystemes, wenn die räumlicheu Polarsystemes, wenn die 
Gerade in der Polarebene des Punktes, Gerade durch den Pol der Ebene, also 
also der Punkt in der Polaren der die Ebene durch die Polare der 
Geraden liegt. Geraden geht. 

Zwei Gerade eines räumlichen Polarsystemes werden conjugirt genannt, 
wenn eine, also jede von ihnen die i*olare der anderen schneidet. 

Diesen Erklärungen zufolge ist ein Punkt allen Punltten und Geraden 
seiner Polarebene, eine Ebene allen durch ihren Pol gehenden Ebenen und 
Geraden, endlich eine Gerade allen Punltten ihrer Polaren, sowie auch allen 
Ebenen, welche durch diese Polare gehen, und allen die letztere schneidenden 
Geraden eonj ugirt. 

Liegt ein Punkt auf seiner Polarehene, so ist sowohl der Punkt, als auch 
die Ebene sich selbst conjugirt. Eine Gerade ist sich selbst conjugirt, wenn sie 
entweder sich selbst entspricht, oder wenn sie ihre Polare schneidet. 

Jeder Punkt A eines räumlichen Polarsystemes kann als ein Eckpunkt 
eines Polar tetraeders betrachtet werden. Die Polarebene ßj von A bildet die dem 
Eckpunkte A gegenüberliegende Seitenfläche. Eine beliebige durch A gehende 
Ebene ß^ bildet eine zweite Seitenfläche und der in Hj gelegene Pol B von ß^ 
einen zweiten Eckpunkt. Irgend eine durch die Kante AB gehende Ebene kann 
ferner als eine dritte Seitenfläche y^ angenommen werden, Der im Durchschnitte 
von a^ und ß^ hegende Pol C der Ebene j'j bildet einen dritten Eckpunkt, Der 
vierte Eckpunkt endlich ist der Schnittpunkt I) der drei Ebenen «j, ß^, y, und 
die vierte Seitenfläche 6. ist die durch AB und C bestimmte Ebene. — Diesen 
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Eikläiuiigen infolge kann man auch jede beliebige tibonu alt Seitenfläche und 
jede beliebige Geiade als Kante oines Pilartetraedei^ betiachten woran? 
heivoigeht dass es m oiDem laumlicben Polar sj steme unendlich viele Polar 
tetiaedei gibt 

Wir babcn bereits nachgenie'ien dass jedei Ebenenbüscbel dessen Axe 
eine Einte eino'iPjlaj-tctraedeis bildet ge^en die ibm entsi reihende Puuktieihe 
involutonsch gelegen ist Nichdem nun jede berade als Ä\e eines solchen 
Büschels betrachtet weiden kann so hegt jeder tibeneiibUschel eines räumlichen 
Polarst st em es gegen lie ihm entsprechende Punktreihe involutoiiscb Dies gilt 
jedoch 11 dem specioUen Falle nicht «enn dei Tragei dei Reihe iie A\e des 
Buscheis schneidet also siih seihst conjugiit ist 

Dass auch jedei Stiahlenbundel gegen das ihm entspiechende ebene 
Systeme imolutoiiscb liegt wenn der Triger des letzteren nicht duicb den 
Mittelpunkt des ersteren geht l£«st sich wie fclgt zeigen Die Eikpunkte einei 
Polaitetraedets seien A B C B nnd die ihnen qe^onüberh Agenden Seiten 
flachen bezieh ungswei=!e «j ß^ y^ d^ Durch *. bezeichnen wii einen Strahlen 
bandet dessen Mittelpunkt 4. ist Das diesem Bündel ent«! lechende ebene 
Sj Stern dessen Tragei « sein muss heisse a^ und lenes ebene System welches 
diiich den Schnitt des Bündels 5 mit dei Fbene entsteht heisse a Ntehdem 
T und ("j reciprok veiwindt sind und jelem Eikpunkte des Dieie kes BLD 
die ihm gegenüber lief! ende &eite entspricht so liegen a und n^ also luth r^ und 
s mvolntorisch (Sats bA -> Abschnitt) Dei Mitteli nnkt A des Bündels s kann 
nun als ein beliebigei Punkt des räumlichen Polarsj stemes betrachtet werden 
daher erscheint obige Behauptung gerechtfertigt. Es gilt also dei Satz . 

36. Je zwei ungleichartige Grundgebilde der ersten 
oder zweiten Stufe, welche sich in einem räumlichen Polar- 
systeme entsprechen, liegen im allgemeinen inv olu tori s eh. 

Auch die folgenden Sätze sind nun leicht einzusehen (vergleiche die 
Sätze 27 bis 32 des 4. Abschnittes) : 

37, In einem räumlichen Polarsystemc bilden alle 
Paare conjugirter Punkte, welche auf ein und derselben 
Geraden liegen, eine involutorische Punktroihe, alle durch 
ein und dieselbe Gerade gehenden Paare conjugirter Ebenen 
einen invuJutorischen Ebenenbüschcl und alle durch ein 
and denselben Pankt gehenden und in derselben Ebene 
liegenden Paare conjugirter Geraden einen in volutorischen 
Strahlenbüschel. 

38. Jede Ebene eines 

räumlichen Polarsys temes li< 

ist der Träger eines ebenen M: 

Polarsysteme s, in welchem st 

je zwei entsprechende Elc- in 
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mente einander in Bezug auf chende Elemente einander 
das räumliche Polarsystem in Bezug auf das räumliche 
conjugirt sind. Polarsystcm conjugirt sind. 

Aus dem Satze 61, 3. Absciiiiilt, und dem zuletzt aufgestellten Satze (links) 
ergibt sich nnmittelbar : 

39. Alle Punkte eines räumliehen Po 1 ar sy st c m c s, 
welche auf derihnen entsprechenden Ebene liegen, gehören 
im allgemeinen einer (reellen oder imaginären) Fläche 
zweiter Ordnung an, welche von jeder Ebene die durch 
ihren Po! geht, in diesem Pole berührt wird. 

Diese Plache nennt man die Ordnungaflachc oder Di e tiix le& 
raumliLhen Polar \ temes (vergleiche batz 22 liosos Abschnittes) 

Es fallt nun nicht sthwer sich /u überzeugen iliss jede Fläche /weitei 
Ordnung als Directrix eines laumliüien Polarsystemts betrachtet wetdtn kann 
und dass le ein Punkt und seine PoUtebeic in Bezug auf diese Flache 
entsprechende Elemente des Polaisystemes bilden 

Ein laumliches Polarsjstem wird ein Nullst stcm genannt wmn jed(r 
Punkt desselben in seinet Polarebene hegt Von der MOc.'ichkeit eine sei hen 
Systemes kann man sich Inrch folgende Betrachtung überzeugen m und n seien 
zwei beliebige sich nicht schneidende Gerade A F C diei beliebige Punkte 
von w und D F F diei beliebige Punktt \on n Irgend einen btstimmteu 
Punkt der Geiaden ' P nennen viir F und eine beliebit,e duirh TJi gehende 
Ebene sei fc Zwei reciprol l rfiumli he bi=tpme ^ und ^, könt cu nun deiait 
auf einander bezogen werden dass den fünt Punkten ^ B D E P beziehunga 
weise diH fünf Ebenen ^K Bn Dm Em /r entspiechan (bat/ l^^i 5 Abschi itt) 
Es müssen sich dann auch die (leradm m nnd m ontspieclieii nachdem doi 
■Veibinduiigslinie der Punkte .4 B lie Dun hschnittsiinie « der diesen Punkten 
entspieehenden Ebenen entspricht Auch ist leicht einzusehen dass die Geraden 
AD und-KEselbstentspiechende Geiade sein müssen Die Gerade EF entspricht 
gleichfalls sich selbst denn der Eheie Fm weil sie duich Pnnd m geht rauss 
ein m jt und n gelegener Punkt aho der Punkt F entspiechen nnd lei 
Schnitthnie CP der Ebenen Z» /i entspricht die Veihindungshnie der diesen 
Ebenen zugewiesenen Punkte F P Die Punkte i F Or sowie auch die Punkte 
DSF liegen lemnach auf den ihnen ontsprochenien Ebenen woians tolgt, 
dass s'^mmtliche Punkte von m und t auf den ihnen entsprechenden Ebenen 
gelegen sind (batz 74 1 Abschnitt) aho jede Gerade welche m und « 
schneidet sich selbst entspucht Ist nun Q irgend ein Punkt des Raumes so 
kann durch denselben eine (aber auch nur eine) m und n schneidende 
folglich sich selbst entspreuheide GetaJe gezogen w rden daher entipriiht 
dem Punkte Q eine durch diest. Gerade, also auch durch Q gehende Ebene — 
Danit ist nun bewiesen diss in den reeipioken Systemen - und ij jedei Punkt 
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in der ihm bntbprechenden Ebene liegt nnd wir haben jet/t noch zu zeigen 
AasB 2 und — ^ mvolntonsib f,elebt,i3 sind 

Znnachst weisen wir nauh dass iigt,nd iv< i cutsj re hende deiade a und 
ttj von — und ^j müht in deiBtlben Ebeni. lie{,en konnei chi c iusanimeii /u 
lallen Liegen nämlich « uni «j m derselben Ebene so entsprn-ht dem Schnitt 
puoUe von a und a^ its Element von J eine Imüi «j also durch den ihi 
entsprechenden Punkt gehende Ebene Irgend eucm indeten Punkte \on er 
aussei diesem Schnittpunkte und lonem wekher dei I'hene aa^ entspiitht 
kann aber keine dur h ihn gehende Ebene entsprechen wenn a und «^ ni ht 
ausamm entallen weil jede solche Ebene durch a^ gehen muas Heisst i irgend 
ein Punkt v(n 2 und jt^ die ihm entspiecbende folghch durch ihn gehende 
Ebene so fallt jede in t^ gelegene und durch P gehende Gerade mit der ihi 
entspiei Lenden /ubamniei Sind u und b zwei tolcbe Gerade so entspricht 
ihrei Ebene /Tj als Element \on i der Schnittpunkt P diesei zwei (reiaden 
es entsprechen sich ilso der beliebig gewählte Punkt P und die Lbeue ^ 
doppelt daher liefen i und ^, in\ olutoiiseli und bilden ein Nullsystem 

Jede sich selbst entsprechende beiide eines IvullbjstemeS) wiid cm 
L e 1 1 s t r all t desselben genannt 

Wir können nun den Satz aufstellen : 

40, In einem Nullsystem ist jede Gerade, welche zivoi 
sich entsprechende, nicht coiacidirende Gerade sehneidet, 
ein Leitstrahl. Jede Punktreihe, deren Träger kein Leit- 
strahl ist, Hegt gegen den ihr entsprechenden Ebenen- 
büschel perspectivisch. Alle in ein und derselben Ebene 
befindlichen Leitstrahlen bilden einen Strahlenbüschel 
dessen Mittelpunkt der Pol dieser Ebene ist. Schneidet ein 
Leitstrahl eine von zwei sich entsprechenden Geraden, so 
schneidet er auch die andere. Zwei beliebige Paare sich 
entsprechender Geraden gehören einer Schaar von 
Erzeugenden einer Eegclfläche zweiter Ordnung an, dereu 
zweite Schaar aus Leitstrahleu besteht. 



d) Oolllneation und BeeiprncitUt von Cunen und FlUehen. 

Bevor wu die gegenseitigen Beziehungen von Curven untersuchen, welche 
sieh in collinearen , oder leciptokei. räumlichen Systemen entsprechen , ist es 
Dothwendig einige Eiklärungen vorauszuschicken 

Eine Curve, bei welcher nicht sammtliche Punkte in ein und derselben 
Ebene liegen, wird eine Raumeurve oder eine gewundene Cnrve 
genannt. Verbindet man irgend einen Punkt P einer Raumcurve C mit sämmt- 
lichen Punkten von C durch gerade Linien, so bilden letztere eine Kegeifläche 
mit dem Mittelpunkte P. StelJtman sich vor, ein Punkt Q durchlaufe die Curve (7, 
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SO ist leicht einzusehen, dass die Secantc PQ iii eine Tangente der Carve über- 
geht, sobald Q dem Pmiltte P unendlich nahe gekommen ist. ,Die Tangente t in 
P bildet also ebenfalls eine Erzeugende der erwähnten Kegeifläche. Wird 
durch die Tangente i und jede Lage des die Curve durchlaufenden l'unlites Q je 
eine Ebene gelegt, so bilden alle dadurch erhaltenen Ebenen einen Ebenen- 
büschel mit der Äxe t. Ist Q dem Paukte P unendlich nahe geliommen, so ent- 
hält die durch t und Q gelegte Ebene drei einander unendlich nahe Elemente 
von <7. Man nennt diese Ebene die Osculations- oder Schmiegnngs- 
ebene der Curve C im Punkte P, nnd P den Osculationspunkt dieser 
EbeuL 

Die (jesamratheit lUei fingentcn tmcr Rauuiciinc kann als ein Sliahlen 
buschcl und die (lesaromtheit aller oscuhrenden Ebenen einer solchen Cur\e 
ali ein tbenenbüschcl höherer Äit aufgetasst werden Znei unendlich nahe Tan- 
fjCnten sclineiden si(h m einem Punkte der Cnive (dem ßerUhrungspunkte"!, z«ei 
utiendhcli nahe Osiulationsebeiien in einer Tangente (dei Taugente im Oscnla- 
tioisi unkte) ind d e e nandei unendhtii nahe Ose ulationsebeneu schneiden sieh 
ebenfalls n eine Curvenpunkte (dem üsculations punkte) 

Wilde e Ramcurve von keiner Ebene in niehi al'v »Punkten geschnitten, 
so ennt na se e ne Raumcurve wter Ordnung, und lassen sich aus 
I e en Punkte el als wOsculations ebenen an die Uurve legen, so heisst 
letztere eine Eaumcurve wter Olasse. — 

Gehören zwei Curven C und C, zwei collineaion läuralidien Systemen an 
und ist jede derselben die Verbindungslinie jener Punkte, welche den Punkten 
der anderen Curve entspreclien, so nennt man die beiden Curven coilineai 
Wird C von irgend einer Ebene « in mP unkten geschnitten, so schneidet die 
der Ebene « entsprechende die Curve C^ ebenfalls m «Punkten und lassen sieh 
aus einem Punkte Ä un C «Tangenten und Osculationsebenen legen, so gehen 
auch durch jenen Punkt, weleher dem Punkte J. entspricht , «Tangenten und 
Osculationsebenen der Curve C,. Es gilt somit der Satz: 

41. Zwei collineare Curven sind immer von derselben 
Ordnung nnd Classe. 

Sind y und y' die Gegenebenen der beiden Systeme, in welchen sich die 
Curven G nnd G^ entsprechen, und schneidet G die Ebene y in wPmikteu , so 
entsprechen den letzteren n unendlich ferne Punkte von 0^ und den «Tangen- 
ten, welche C in ihren Schnittpunkten mit y berühren , entsprechen reAsymp- 
toten der Curve C^ Schneidet G die Ebene y nicht, so kann Cj^ keine unend- 
lich fernen Punkte besitzen. 

In zwei reciproken räomlichen Systemen ^ und ^^ entspricht der 
stetigen Aufeinanderfolge von Punkten einer Curve des einen Systemes eine stetige 
Aufeinanderfolge von Ebenen des anderen Systemes. Ist also C irgend eine Curve 
von 2, so entspricht derselben ein Ebeuenbüschei E — im allgemeinen Sinne 
des Wortes — von 2j, Der Verbindungslinie zweier unendlich naher Punkte 
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von C, also einer Tangente , entspricht die Durch schnittslinie von zwei unend- 
lich nahen Ebenen des Büschels K Hachdem Je zwei unendlich nahe Tangenten 
von G sich schneiden, so liegen je zivei solche unendlich nahe Durchschnitts- 
Imien m derselben Ebene und bilden daher im allgemeinen ebenfalls Tangenten 
emei Ouive C^ Die Carven C und C^ werden reciproke Curven genannt. 
Dem bchnittpnnkte von je zwei unendlich nahen Tangenten der Ourve G, also 
einem PunI te von C entspricht jene Ebene, welche durch die den zwei Tangen- 
ten von C entspi ei,h enden Tangenten von C, bestimmt wird. Nachdem nun jede 
durch z voi nnendlich nahe Tangenten gelegte Ebene eine osculirende ist , so 
entspiicht jedem Punkte und der durch ihn gehenden osculirenden Ebene von C 
beziehungsweise eine osculirende Ebene und ihr Osculationspunkt in Cj. — 
tinei ebenen Curve entspricht ein System von Ebenen, welche alle ein und die- 
selbe Kegelflache berühren. Der Mittelpunkt dieser Fläche repräsentirt den 
obigen Fil litun^eu zufolge jene Curve, welche der Curve C, reciprok ist. 

Wild ei je von zwei reciproken Cnrven durch eine Ebene a in «Punkten 
geschnitten so lassen sieh aus dem der Ebene a entsprechenden Punkte n 
osculirende E beneu an die andere Curve legen, daher gilt der Satz : 

4^ Sind zwei Curven reciprok, so ist die Ordnungszahl 
der einen gleich der Classen^ahl der anderen. 

Zwei Cuivcn, welche sich in in volutori sehen collinearen oder reciproken 
Systemen entsprechen, werden involutorisch liegende Curven genannt. 
Sind 2 und 2^ zwei collineare räumliche Systeme , bezeichnet ferner 
F irgend eine Fläche in 2 und F^ jene Fläche , anf welcher sämmtliche den 
Punkten von F entsprechende Punkte von 2^ liegen, so werden die Flächen F 
nnd Fj collinear genannt. Schneidet irgend eine Gerade die Fläche F in 
«Punkten , so wird auch J!, von jener Geraden gfi , welche der Geraden g ent- 
spricht , in «Punkten geschnitten, und lassen sich durch g an die Fläche F n 
berührende Ebenen legen, so können anch aus g, n berührende Ebenen an Fj 
gelegt werden, daher kann man behaupten: 

43. Zwei collineare Flächen sind immer von derselben 
Ordnung und Classe. 

Nachdem in collinearen Systemen einer Geraden nur wieder eine Gerade 
entspricht, so kann einer Eegelfläche nur eine RegelÜäche entsprechen. Zwei 
Flächen zweiter Ordnung, wovon die eine zur Gattung der Regelflächen gehört, 
während die andere keine geradlinigen Erzeugenden besitzt, können daher nicht 
collinear sein, wohl aber ist eine Fläche zweiter Ordnung nur wieder einer 
F'läche zweiter Ordnung collinear. Sind y und / die Gegenehenen von zwei 
coUinearon Systemen, in welchen sich zwei Flächen zweiter Ordnuug F und F\ 
entsprechen, von denen wir annehmen wollen, dass sie keine Kegel- oder Ciün- 
derfläcben sind, so ist F, ein EUipsoid, wenn F mit der Ebene y keinen reellen 
Punkt gemein hat. Schneidet jedoch F die Ebene y in einem Kegelschnitte, so 
ist Fj ein einfaches oder ein zweifaches Hyperboloid, je nachdem F eine Regel- 
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ßäche ist, oder keine geradlinigen Erzeugenden besitzt. Schneiden sieb F und y 
in zwei geraden Linien , deien Sclimttpunkt bekanntlich dei Berflhrungsrunkt 
von F nnd y sein muss, so ist F^ ein hjpeiholiBches Paraholoid, und berührt F 
die Ebene y, ohne sie zn schneiden, so inuss .F, ein elliptisches Paiaboloid sein. 
In zwei affinen raumhchen bistemen können sich nur zwei EUipsoide, 
zwei einfache oder zwei zweitache Hjperboloide, zwei elliptische odei zwei 
hyperbolische Paraboloide entsprechen, nachdem die unendlich fernen Punkte 
der einen Fläclie den unendlich fernen Punkten der anderen entsprechen niilssen. 
Zwei Flächen zweiter Ordnung, welche sich in affinen räumlichen Systemen ent- 
sprechen, werden affin genannt, 

44, Die Mittelpunkte affiner Flächen der zweiten Ord- 
nung sind entsprechende Punkte der Systeme, welchen die 
Flächen angehören. Jedem Durchmesser und jeder Diamc- 
tval-Ebene der einen Fläche entspricht daher beziehungs- 
weise ein Durchmesser und eine Diametral - Ebene der 
anderen. 

um dies einzusehen, hat man nur zu berücksichtigen, dass zwei parallelen 
berührenden Ebenen der einen Fläche zwei parallele berührende Ebenen der 
anderen entsprechen und dass die Verbindungslinie der Berährungspnnkte solcher 
Ebenen immer durch den Mittelpunkt geht. 

45. Wenn die Mittelpunkte von zwei collinearcn Fl ä- 
cheuder zweiten Ordnung sich entsprechen, so sind die 
letzteren auch affin. 

Jigend zuei sich entsprechende Durchmesser der beiden Flächen sind 
n^mlich die Träger ahnhuher Pnnktreihen, daher entsprechen sieh die uueud- 
luh temen Punkte der beiden Systeme, denen die zwei Flächen angehören 
(vergluche Satz ib 3 Abschnitt), 

4b Zwei Ellipsoide, sowie auch zwei einfache, oder 
zwei zweifache Hyperboloide könnnen immer dadurch affin 
auf einander bezogen werden, dass man drei coujugirte 
Durchmesser der einen Fläche drei conjugirten Durch- 
messern der anderen Fläche derart als entsprechend zu- 
weist, dass den eigentlichen Durchmessern, wieder eigent- 
liche entspre eben. 

Nach Sitz 25 5 Abschnitt 1 ann man nm zwei räumliche Systeme affin 
auf eminder zu be/iehen den Eckpunkten eines Tetraeders die Eckpunkte eines 
aweiten Teitaeders wiltkärlich als entsprechend zuweisen. Der Mittelpunkt und 
drei Endj unkte dreier conjugirtei Duiohmessei einer Fläche zweiter Ordnung 
bilden nun Eckpunkte eines Tetraeder« man kinn also drei conjugirten Durch- 
messern einer Fläche zweiter Ordnung F drei solche Durchmesser einer anderen 
Fläche zweiter Ordnung F^ als entsprechende Elemente affiner Systeme ein- 
ander zuordnen. Der Fläche F des einen Systemes entspricht eine Fläche 
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/weiter Ordnung F^ derart, dass jedem eigentlichen odei uneigentlKhen Durib 
me^saer \on F be/iehungs weise em eigentlicher oder nnei^entliciiei Durchmeitei 
\ou F^ iURewKseü erscheint Drei conjugirte Durchmesaei von F^ lallen nun 
mit diei eben solchen Dnrchme'isein zusammen und zwai (.oinudiien je iwei 
cigentliühe und le zwei uneigentliehe \on ihnen daher sind F, und J'_ identisch 
Uieiaus folgt, dass F und Fj affin sein müsien da «ir ja anaenomnien haben 
Fund F_ seien aftm 

Dem eben naihgewiesenen Sat/e zufolge kann man jed» Kugeifl'ii he 
auf ein Ellipsoid affin beziehen Nachdem alle Wiiifel, welche ein und derselben 
KagelflJicbe umschrieben sind, gleichen Rauminhalt haben und jedem sokben 
Wtlitel tm Pat allelepiped cntspiifht, wekhes das det Kugelflitche afiine Ellip 
soid in den Endpunkten dreier conjugittu Uutciimis-ti beiühit so kann mm 
mit Rücksieht lut den Satz 2b, J Absihnitt, schlies^ien 

47 Alle Parallelepipeda, deren 8 eit en i lach e n ein und 
daaaeibe EUipsoid in den Endpunkten von drei beliebigen, 
einander conjugirten Durchmeasern berühren, haben glei- 
chen Rauminhalt. 

Bezüglich zweier Paraboioide gilt folgender hiehor gehöriger Satz, dessen 
leicht herzustellenden Beweis wir übergehen: 

48. Zwei elliptiache oder zwei hyperbolische Paraboioide 
P nnd Pj können affin auf einander hezogeu werden, indem 
man einen Durchmesser d und einen ebenen krummlinigen 
Schnitt von P, dessen Ebene dem Durchmosser d conjugirt 
ist, beziehungsweise einem Durchmesser (?, und einem 
ebenen krummlinigen Schnitte von P^ , dessen Ebene dem 
Durchmeaser d^ conjugirt ist als entsprechend zuweist. 
Ist Nirgend eine Fl&che cmea raumhchen ^>>.tpmes 2 und be^euhnet 2, 
ein mit .2 reciprok^eiwandtes iaumln,hes System so ent«prn,ht dei Gesamnit- 
beit der auf F befindlicben Punkte ein Sjstem von Ebenen m 2^ welohe alle 
eine Fläche F^ berühren Die Flauhen F und F; werden lecipiok genannt. 
Jedem Punkte von F entspiicht eine berührende Ebene von F^, Zwei uuendlich 
nahen Punkten von F entsprechen zwei unendlich nahe Ebenen von F^, daher 
entspricht einer Tangente der einen Flache auch eine Tangente der anderen. 
Drei einander unendhch nihen Punkten von F sind drei einander unendlich nahe 
berührende Ebenen von F, zugewiesen, suinit entspricht jeder berührenden 
Ebene von F ein Punkt von F,. Man kann also sagen : 

49. Sind zwei Flächen reciprok, so entspricht jedem 
Punkte und der durch ihn gehenden berührenden Ebene 
dereinen Fläche beziehungsweise eine beruh ren d e Eben e 
und ihr Berührungspunkt der anderen Fläche. Jeder 
Tangente und ihrem Berührungspunkte entspricht bezie- 
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liungstteise eine Taasente und die duioh sie gehende 

BeiÜhiunfesebPüf 

HiPians lasst ■^irh scMiessen da^s wenn I lon einer Greraden g in n 

Punkten geichnitten wiid an dii. ilarlie F, sich « tcmhienle Ebenen legen 

lassen «eiche duri-h die der Geiaden ? tntsprecbende o^ geben. Anch ist 
leicht einzusehen dass wenn durch n n bei uhrende Ebenen an F gelegt werden 

können die Flache F^ von ff^ m wPunlvten gescbnitten wird Ea gilt somit 
der Satz 

50. Sind zwei Flächen rocit)ro]r, so ist die Ordnungs- 
zahl der einen gleich der Classenzabl der anderen. 

Daraus folgt, dass eine Fläche zweiter Ordnung nur wieder einer Fläche 
zweiter Ordnung reciprok sein kann, nathdem abei m zwei renproken 
räumlicheu Systemen jede Gerade wieder einei Gerade i entsprubt so können 
sich in zwei solchen Systemen nnr zwei Flin-ben zweitei Ordnung entsprethen 
welche beide Regelflächeu sind, oder beide keine geraden Erzeugenden 
besitzen. 
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s ein Strahlenbüscliel S, von Sj. Die Strahle nbüschal S uad S^ liegen derart, 
dass sich höchstens zwei Paare entsprechender Strahlen derselben scbneiden. 
Denn würden sich drei Paare solcher Strahlen schneiden, so miissten Sund S, 
peispectiTisch liefen und die erzeugenden Bünde! hätten, Vi-ie leicht gefolgert 
weiden kann, eine Ebene entsprechend gemein. Bie Ebene a enthält daher 
höchstens drei Pnnkte aber mindestens einen Punkt (Jf) der fraglichen Carve, 
nachdem jedei dei Mittelpunkte M and Jlf, dieser Gurve angehören muss, — 
Dass auch m dem Falle, wenn «beide Mittelpunkte enthält, höchstens drei 
Scbniltpmikte entsptechender Strahlen in a liegen, bedarf wohi keiner weiteren 
Erklärungen Kb gilt somit der Satz : 

&1, Sammthc he Schnittpunkte von je zwei entsprechen- 
den Strahlen üweier coilinearer S t r ahlenhünde I liegen im 
allgemeinen auf einer Rauracurve dritter Ordnung, welche 
auch durch die Mittelpunkte der Bündel geht. 

Eine Raumcurve kann von keiner niedrigeren als der dritten Ordnung 
sein, denn in jeder nicht ebenen Curve kann man drei Punkte beliebig wählen, 
in denen die Curve von einer Ebene geschnitten wird. 

Keine Gerade schneidet eine Raumcurve dritter Ordnung 
in mehr als zwei Punkten, denn hätte eine Gerade drei Punkte mit der 
Curve gemein, so würde eine durch dieselbe und durch irgend einen vierten 
Punkt der Curve gelegte Ebene mehr als drei Curvenpunkte enthalten. 

52. Drei p roj e ctivische Ebenenbüschel erzeugen im 
allgemeinen eine Raumcuiie dtitter Ordnung 

Um des ein<!usehen dinken wir uns drei projeclivische EbenenbQschel 
E E^ E^ duich 11 gel d eine Ebene c gesthnitten Es ergeben sich dadurch drei 
projectivische SttihlenbUschel S^ S, S deren Mittelpunkte M M^ M die 
Schnittpunkte der Ebene a mit ii-u Aven ier dtei Büschel sind S und S, 
erzungen nun Pinen Keoelschnitt E weicher duiuh M und M^ t^eht ebenso 
erzeugen S und S^ einen dnich M und M^ gehenden Kegelsubnitt K, Die 
leiden Ke^elschmtio haben den Punkt M ^.emein and schneiden sieh liher 
mindestens noch in einem aber hothatens noth in diei reellen Punkten welche 
dem Eizeuf,iisse der drei Büschel angehören weil sich in ledem dieser Punkte 
drei entspre hende Ebenen lon E Ej und E^ si,hneiden Dieses Etzeugniss 
ist also eine Raumcuive liitlei Otdnung — Ware Jlf auch ein Punkt m welchem 
sich dre entsprechende Ebenen von E E, E^ schneiden so hätten K und K^ 
wie man sich leicht aberzpuRen kann in M eine gemeinschaftln^be Tangente 
und konnten sich demnach höthstens noch in zwei Punkten schntiden 

bd Me^nzweiRegelfiachen oder eine Regelötihe und 
eine Kegelfläche, oder auch zwei Kegelflächen zweiter 
Ordnung eine gerade Erzeug ende g eraein haben, so schneiden 
sie sich im allgemeinen noch in einer Raumcurve dritter 
Ordnung. 

Rtnuflijl: Letahouh dar niwrm lioometrie. 23 
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Der Bpweis hiefUr kann wie folgt gegeben werden. Die beiden sich 
spli neidenden Fiächeti neinieu wir F und F,, ihre gemeinschaftliche gerade 
Erzeugende a und irgend eine Ebene, welch(; F uad Fj schneidet, heisse a. Die 
fechnitte von a mit F und F^ sind Curven zweiter Ordnung, also Curven, welche 
höch'itens viei reelle Punkte gemein haben können. Einer dieser vier Punkte 
hegt m a, daher gehören die übrigen drei Punkte einer Raumcurve dritter 
Ordnung an, wie wir behauptet haben. 

54 Zwei Ebenenhüschel, deren Axen zwei beliebige 
Secanten irgend einer Raumcurve dritter Ordnung bilden 
nnd welche derart auf einander bezogen werden, daas die 
Durchschnittslinien von je zwei entsprechenden Ebenen die 
tnrve schneiden, sind pi ojectiviaeb 

Die zwei Büschel müssen namhch projectivisch sein weil jedem Elemente 
des einen nui ein einziges Element des andeien als entspieUiendes zugewiesen 
erscheint (bttz 73 1 Abschnitt) Denn lede dnich eine Seiante einei Raum 
cur\e drittel Urdiiutig gehende Ebene sihneidet die Cur\e nur mehr m einem 
Punkte 

Wenn die beiden Secanten welche Axen dei zwei Ebenenhüschel bilden 
sith in einem Punkte S dei Cnive schneiden so eizeugen diese Blisthol eine 
Kegeiflache zweiter Ordnung mit der Spitze S auf welcher Fhübe die üuiii. 
drittel Oidnung liegen muss Es gilt somit der bat? 

55. Eine Raumcui\e diitter Oidnung wiid aus jedem 
ihrer Punkte durch eine Kegelfläehe zweiter Ordnung 
pvojicirt, daher ist die Projection einer solchen Curve aas 
jedem ihrer Punkte auf irgend eine Ebene eine Curve 
zweiter Ordnung 

Man nennt die RaumLuncn diittei Oi Inung mit Rurksi ht "iut diese 
Eigenschaft auch kubische kegelst li mite 

Um in iigend einem Punkte A einer Raumcurve diiitei Ordnung 7 die 
Osculationsebene zu tonstruiren kann man wie folgt veitilueii Man zieht im 
Punkte Ä die Tangentr t le^l duith Ä und iie Cune A eine Kegelfliche K 
(auf welcher auch 'gelegen ist) und ermittelt jene Ibene w welche die 
Kegeiflache Ä'm ; bei ubit m ist dann die veilangte osiulnende Ebene Legt 
man nimhch durch f and einen Punkt P dei Raumcurve eine Ebene und lisst 
PdieCuive durehlauten wählend die durch ihn gebende Ebene sich um' 
dreht, so osculiit diese Ebene mit k im Punkte A sobald Pmit i zusammen 
fallt denn sie hat dann drei einander unendlich nahe Punkte mit der Curve 
gemein — Um die Tangente ' zu erhalten lege man durch l zwei beliebige 
Kegelflachen zweitet Ol dmng nnd bestimme die Darchsibnittslmie lener 7wei 
Ebenen welche die beiden Kegelflieben in den duich .d neben ien geiaden 
Erzeugenden beiubien Diese zwei Ebenen schneiden ficb m dei Tangente ( 
weil jede derselben t enthalten muss 
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Aus dem Satze 54 iässt sich ferner schliessen : 

Ö6. Jede Raumcarve dritter Ordnung kann als ein 
Erzeugniss von drei projecti vische n Ebeneubüsolieln be- 
trachtet werden, deren Axen drei beliebige Sccanten der 
Carve sein können, 

Ist nämlich & irgend eiEO Raaracurve dritter Ordnung und heissen a, 6, c 
drei beliebige Secanten derselben, so kann man dem Satze 54 zufolge drei 
Ebeiienbüschel mit den Axen a, h, c derart projectiviseh auf einander beziehen, 
dass sich je drei entsprechende Elemente derselben in einein Punitte von k 
schneiden. 

Naclidem je zwei solche Ebenenbüschel sich in einer Regelfläcbe oder, 
wenn ihre Axen sith treffen, in einer Kegelfläohe zweiter Ordnung schneiden, 
auf welcher die Raumcarve dritter Ordnung gelegen sein muss, so gilt der Satz : 
57. Jede Raunicurve dritter Ordnung kann als der 
Durchschnitt zweier Regelflächeii, oder einer Regelfläche 
und einer Kegelßa ehe oder auch zweier Kegelflächen zweiter 
Ordnung betrachtet werden, unter der Voraussetzung, dass 
die 7 wei sich schneiden den Fla eben eine gerade Ei ztugende 
gemein haben 

Diese Vot aussetzang muss gemacht neiden ned die Duichschnitt^ 
cune von zwei PUi.hen zweiter Oidnung im allgemeinen vieitei Oidnung 
ist (Siehe den Beneis ffir Satz ")3) Uebugens eioibt sich dies auch 
aus dei Fr^eugunt,=nrt emei Raumtuivc diitter Oidnung durch diei 
projectiM'iche EbenenbUsihei bind nimlich ABCB^F beliebige sechs Punkte 
einei Kaumeuive dritter Oidnnng K so kann man die Secanten AB CD 
und EF als Axen von diei die Cune K «zeugenden Büscheln e ß j ansehen 
Je isei dieser Büschel ei/eugen eine KegelÖatbe zweiter Ordnung und je zwei 
dieser Fliehen sihneiden siih aussei m dei Cuive 7 auch noch in einer dei 
drei Secanten AB, CD oder EF. Nimmt man an, die Secanten AB, AO und 
CD seien die Axen der Büschel g, ß, y, so erzeugen a und y eine Regelfläche, 
a und ß aber eine Kegelfläehe zweiter Ordnung. Beide Flächen enthalten die 
Gerade AB. Betrachtet man endlich AB. AC und BC als Axen, so erzeugen je 
zwei von den drei Eben enbüach ein eine Kegelfläche zweiter Ordnung. Je zwei 
dieser Flächen schneiden sich ausser in der Curve h auch noch in einer der 
drei Geraden AB, AG oder BC. 

58. Eine Raumcurve dritter Ordnung wird durch sechs 
ihrer Punkte, also durch sechs Punkte, von denen keine 
vier in derselben Ebene Hegen, vollkommen bestimmt. 

Sind nämlich ABCDEF sechs solche Punkte und verbindet man A mit 
den übrigen Punkten durch gerade Linien, so erhält mau ein Funfkant, durch 
welches eine Kegelfläche zweiter Ordnung K vollkommen bestimmt wird. Diese 
Kegelfläche, deren Spitze A ist, geht durch die genannten sechs Punkte und 
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nmss nach Satz 55 jede Kaumcurve dritter Ordnung welche allenfalh durch 
jliCDJ^F gelebt werden kann ir f,n,h eithaltea Veitaustht man J. etwa mit 
B so ergibt sich eine zweite Kei^elflaihe zweiter Oidiiunf, Aj tur «etohe 
dasselbe gilt viis bezUglith der Flache Kbeneikt «mie Ä und Kj haben 
nnn eioe gerade Er/eagei ie ntmlich ÄP und die t,enannten sechs Puikte 
gemein daher stbatiden sie sich in einei durch lie e Punkte gehenden Raum 
cnrve dnttei Ordnung Ltt^teie wzid also iuith APtUKT vollkommeu 
bestimmt 

BezügliLh diesei sechs Punkte kaiiu auch angenommen werdPii dass n 
zwei von ihnen üoinciditci Die ^eibindungslinie sukhet zwei Punkte geht dann 
in eine langente dei Eaumouive Ubei, daher ist eine detattige Cuive z B auch 
durch Mer Punkte und eine langente mit ihrem Betührnngspunl te lollkommen 
bestimmt 

Dei tolgende batz lasst sich nun ieicht nachweisen 

59. Je zwei beliebige Punkte irgend einer Raumcurve 
dritter Ordnung können als die Mittelpunkte von zwei 
coUinearen Strahlenbündeiu betrachtet werden, welche diese 
Cui ye erzeugen 

Sind ABLDEF sechs beliebige Punkte einer solchen Curve i so kan 
man etwa A und i als Mittelpunkte zweiei Strahlenbündei s ui d a, betriebt n 
und diese Bönlei derart toilineai auf einander beziehei dass den vier durch 
CDEF gehenden Stiablen in s beziehungsweise die viei dutch lieselben Pui kte 
CjDAF gehen leu Stiahleti in Oj entsprechen Nai-h Satz 8 3 Abschnitt ist 
dies gestattet t und Sj werden demselben Satze zufolge durch die viei Piare 
entspi Behender fetiahipi vollkommen bestimmt und erzengen ilso eine ebenfalls 
vollkommen bestimmte Eaumcui e iritter Oidmnfc welche dmcb ABCDEF 
geht und daher keine ai dei e seil kann ah i Damit ist obifcei Sitzbeuesen 
In jedei &ecai te einet Raumcune diittci Oi luui g l schneiden sieh 7wei 
entsprechende Rhenen jenei zwei bit ahletibundel s uni s^ luich welche / 
eizengt wird Ausser den Durchschuittslimen entaprecl ender Ebenen \oi s und 
Sj, welche zugleich &ecanten der (jurve Ä bilden, gibt ts auch solche, die mit 
Ä keinen reellen Punkt geraein haben. Sie werden nn eigentliche Secanten 
der ßaumcurve dritter Ordnung genannt, im Gegenaat/e zu den 
eigentlichen deren zwei Schnittpunkte mit der Ourve reell sind Dass jede 
uneigenlliuhe See ante die Cui\e m zwei imiginireu Paukten sihneidct eigibt 
sich aus tolgendem bind a und «j irgend zwei entsprechende Ebenen von a 
und Si welche sich in dei Geraden a schneiden so bilden a und «^ die Tiager 
von zwei sieh entsprechenden Stiahlenhüscheln S und S^ duicb deren Schnitt 
mit a zwei piojectmsche Punktreihen zu blande kommen Diese Reihen haben 
entwedei zwei leelle oder zwei imagmare Doppelpunkte welche der Curve Je 
angeboren Im ersteien Falle ist a eine oigenthche im zweiten eine unei^entUche 
becante — Jede Tangente \on K kann als Verbindungslinie von zwei 
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unendlich nahen Punkten der Curve , somit, üuch als Diiiih chiiiU^lin;? nu 
zwei entsprechenden Ebenen der Bündel s und Sj betrachtet s\erden 

Die Gesammtheit der Geraden, in welchen sich je 7wei entspiechende 
Ebenen von zwei collineaien Stralilenhündeln s und s^ schneiden wiid ein 
Secaatensystem dritter Orf^lnung, und die durch s und «^ erzeugte 
Raumcurve dritter Ordnung die Ordnun f;s curve dieses &i stemes genannt 
Die sämmtlichen eigentlichen nnd uneigenthohen Secanten 
and die Tangenten einer Raumcurve dritter Ordnung ft bilden 
also ein Secanteiisystera dritter Ordnung, dessen Ordnnngs- 
curve k ist. 

Aus dem Satze 59 kann geschlossen werden, dass wenn man zwei beliebige 
Punkte Ä, B einer Raumcurve dritter Ordnung \ 'ils MiltelpunUte \on 7wei die 
Curve k erzengenden Strahlenböndeln annimmt und durch ugend eine eiffent- 
liche Secante a der Curve und die Punkte ji B je eine Ebene legt diese 
Ebenen sich in den erzeugenden Bündeln enisptechen müssen Diei gilt auch 
dann, wenn a eine uneigentliche Seiante ist wie wir nun zeigen wollen 
Wir setzen voraus, die Curve h sei daich z«ei Stiablenblindel ^ i nd s^ 
orüeugt worden, deren Mittelpunkte M und V^ heissen mögen Die uneig^nt- 
liche Secanie a sei der durchschnitt der sich enffpiechenden Ebenen a k, und 
p.jij irgend ein in diesen Ebenen gelegenes Paai entspiecln?ndei Strahlen — 
Jede der Ebenen «und ßj hat dann mit dei Riunicnive nur einen Punkt 
(M, M^) gemein und siuch jede der Geraden ;p, p^ scbneidet die Curve nur in 
einem Punkte. — Letztere Gerade bilden die Äxen von zwei Ebonen- 
blischein, weiche sich in s und Sj entsprechen, also projectivisch sind und eine 
Regelfläche zweiter Ordnung F erzeugen. Diese ßegelfläche enthält die Curve 
ft und die drei Geraden 01,^, ^^. Zur einen Schaar von geraden Erzeugenden 
der Fläche F gehören alle eigentlichen und un ei gentliehen Secanten von k, 
welche p und p^ schneiden, also auch a , Kur anderen Schaar die Geraden p, p^^. 
Die Fläche F wird durch p und die Curve h allein voll- 
kommen bestimmt, denn gerade Erzeugende derselben werden erhalten, 
indem man durch p beliebige Ebenen legt, welche k ausser In M noch in zwei 
anderen Punkten schneiden, und letztere Punkte durch gerade Linien verbindet. 
Es gilt also der Satz : 

60, Durch eine Raumcurve dritter Ordnung und irgend 
eine Gerade p, welche mit der Curve nur einen Punkt ge- 
mein hat, kann eine einKige Regelfläche gelegt werden. 
Eine Schaar von geraden Erzeu genden dieser Fläche besteht 
aus den eigentlichen und un eigentlichen Secanten , welcbe 
p schneiden, der andern gehört p an. 

Ist nun q irgend eine zweite durch JiT gehende, in der Ebene a liegende 
Gerade, so bestimmt q mit der Curve h eine Regelfläche zweiter Ordnung Fj, 
welche durch k geht und die Geraden a und q enthält. Die uneigentliche Secante 
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M liegt also auf lieideD ReselflaLhen F F^ uud v>iiA dahti duicli diese „diit 
unabhängig von der Lage des Panktei IT, ^ollltoiiimen bestimmt btatt M^ kiiiü 
somit jeder beliebige Paukt det Out^e Ä als Miltelpuukt des zweiton erzeugen 
den Bündels Sj angenommen werden, oiiiip dissaaulhöien würde eine aueigent 
liehe Secante von h zu sein. Jede Ebene eine': jeden diesei bUahlenbUndel Sj 
welche der Ebene « in s enlspricht, gebt durch«, wählt man dabei beide 
Mittelpunkte der erzeugenden Bündel beliebig in der Onrye, so bildet a stets 
den Durchschnitt von zwei entsprechenden Ebenen und bleibt eine nneigentliche 
Secante von K — Wir können nun folgenden Satz aufstellen : 

61. Je zwei beliebige Pnnkte der Ordnungscarve eines 
Secantensystemes dritter Ordnung können als die Mittel- 
punkte von zwei coüinearen Strahlenbündeln betrachtet 
werden, welche dieses System erzeugen. 

Ans dem Satze Öö dieses Abschnittes und dem Pascal'schen folgt 
unmittelbar i 

62. Jedes, einer Raunicurve dritter Ordnung einge- 
schriebene Sechseck wird aus irgend einem Curvenpankte 
Ä durch ein Sechskant projicirt, dessen drei Paare gegen- 
überliegender Seiten sich in Geraden schneiden, welche ein 
und derselben durch Ä gehenden Ebene angehören. 

Nimmt man an, dass drei Paare von Eckpunkten des eingeschriebenen 
Sechseckes coiucidiren, so kann der folgende Satz aus dem vorhergehenden 
abgeleitet werden : 

Ö3. Sind AßCD die Eckpunkte eines einer Ranmcarve 
dritter Ordnung eingeschriebenen Tetraeders und J.B^C^D, 
die Durchschnitte der in den Punkten ÄMOS berührenden 
Tangenten mit den Tetraederflächen, welche diesen Punk- 
ten gegenüberliegen, so bilden Ä^B^C^D^ die Eckpunkte 
eines zweiten Tetraeders, das dera ersteren eingeschrieben 
und zugleich umschrieben ist. 

Die Verbindungslinien des Punktes Ä mit BOB bilden Kanten eines 
Dreikants und die drti Ebenen velche durth iie Tin^enten la B C D und den 
Punkt A bestimmt «erien kann man als Seiten eines dem ersterer um 
schiiebenen Dieikants heti ithten Jene Kegplflacbe /weitet Oidnung wekhe 
ihie bpitze 111 A hat und die Eiumcune diitter Ordnung enthalt ist dem einen 
Dreikant umsthiieben ni i dem ai deren emge'' I iiebei sie beiübit die Seiten 
des letzteien in den K^n en les eisteien Teder dei Punkte B^C^D^^ liegt so 
wohl auf emei beite des emen wie auch aut einer Seite des andeien Dieikanta 
unl die Getaden AB^ ACj, 4Dj bilden die Daichschnittslinien von je zwei 
solchen Seiten Da nun dem Satze iZ zufolge die Guaden AB^ At,^ 4Z*^ m 
ein und derselben Ebene liet,e[ (Vergleiche auth Satz Ij 1 Abschnitt) so muss 
die Ebene B^C^Dy durch A gehen. In derselben Weise kann man sieh übet 
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zeugeo, dass die Ebeneci A^B^C^, Ä^B^^D^ und ^i^CjDj beziehungsweise durch 
D, C and B geben. Diese Ehenea bilden aber Seitenfiäi^hen des Tetraeders 
Ä,S,CyDj, welches dem Tetraeder ABGD eingeschrieben ist, daher erscheint 
obiger Satz gerechtfertigt. 

Wählt man slatt Ä irgend einen andereii Curvenpunkt A', so erhält man 
statt der Ebene AB^O^D^ eine andere A'B\C\I)',. Diese beiden Ebenen 
müssen sieb in den beiden Strahlen bündeln entsprechen, welche ihre Mittelpankte 
in A, A' haben und die Rauincnrve erzeugen. Denn def Geraden AB^ (als 
Durchschnitt der Ebenen ABB^ und ÄCD) entspricht die Gerade A'B'^ (als 
Durchschnitt der Ebenen A'SB^) und Ä' CD) und der Geraden J^C, (als Durch- 
schnitt der Ebenen ACC^ und ABD) entspricht die Gerade Ä'C\ (als Durch- 
schnitt der Ebene» A'CC^ und ABS). Die beiden sich entsprechenden Ebenen 
J£jC^ und A'B\G\ schneidea sich in einer uneigentlichcu Secante « der Raum- 
curve k. Lässt man daher len l-*unkt A die Curve h durchlaufen, so dreht sich 
die Ebene AB-^C-^ um a Nachdem eme eigentliche and eine uueigentliche 
Secante sich nicht schnellen können wie lu obigem Satze 60 hervorgeht, so 
kann a nicht in der Ebene BLB liegen Dei Dui-cbschnittspunkt von a mit 
dieser Ebene nennen nir P 

Die Duubscbiiittslime s <iet \ ben n ABB^ und AOD wird von a hnmer 
geschnitten, v,o min auch Amh annehmen mag, denn a und s liegen stets in 
derselben Ebene AB^G^ Oomcidiit A mit B, so hegt s in der Ebene BCI> 
und kann daher die becante a nur im Punkte P schneiden. Die Ebene ABS^, 
welche s ebenfalls enthält osLüliit dinii mit der Curve ft im Punkte B, woraus 
folgt, dass die Osculatiunsebene diesei Pnnktes durch P gehen muss. — Auf 
dieselbe Art lasst sich ztigen diss anth iie Osculationsebenen der Punkte C 
und D durch den Punkt P gehen es gilt somit der Satz : 

64. Die Osculationsebenen von drei beliebigen Punk- 
ten einer Raumcurve dritter Ordnung schneiden sich in 
einem Punkte der Ebene dieser drei Punkte. 

Hieraus kann man schliessen, dass jede Ranmcurve dritter Ordnung auch 
dritter Classe ist. Würden nämlich durch irgend einen Punkt Pvier Osculations- 
ebenen einer Kaumeurve dritter Ordnung gehen, deren Osculationsp unkte wir 
ABGB nennen wollen so müsste P in dei Ebene ABC aber auch in den Ebenen 
ABB A< B und BCB hegen was nur mö„hch ist \eiin alle vier Curvenpnnkte 
J.iJCD derselben Ebene angehörer Die Riumcurven drittel Ordnung können 
aber \on 1 einei Ebene lu uchi ah Irci Punkten geschnitten werden, folglich 
gehen luicb kern i Pult P npbt i!s diei Lulatiunsebeuen einer solchen 
Gurve 

Nach den (jesct7eidei Re ipiocitit ist jeder Raumcui\e dritter Ordnung 
eine Raumcurve dritter blasse leciprok und ums,ekehit Da nnu jede Raumcurve 
drittel Oidnun„ zugleich dritter Classe ist so mussau hjede Raumcurve dritter 
Classe zuoieich diitter Ordnuna sein Es gilt also dei Ss,U 
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65. Die Raumcnrven dritter Ordnung und jene dritter 
Glasse sind identisch. 

Die Gesammtlieit der Osculationsebenen einer Raumcnrve dritter Ordnung 
wird ein EbenecbUschel dritter Ordnung genannt, da, eio solcher 
Büschel dem ebea aufgestellten Satze aufolge die Eigenschaft hat, dass durch 
liBiue Gerada mehr als drei Ebenen des Büschels gehen. 

Mit Hilfe der Gesetze der Reciprocität können nun aus den Sätzen 51 bis 
55 dieses Abschnittes die folgenden abgeleitet werden: 

Ö6, Sämmtliche Ebenen, welche durch je zwei entspre- 
chende Gerade von zweicollinearen ebenen Systemen gehen, 
bÜden im allgemeinen ein en Ebenenbüschel dritter Ordnung, 
dem fluch die Träger der beiden ebenen Systeme angehören. 

67. Drei projectivische Punktreihen erzeugen im all- 
gemeinen einen Ebenenbüschel dritter Ordnung. 

68. Wenn zwei Kegelschnittslinien von einer Geraden 
gemeinschaftlich berührt werden, so bilden alle Ebenen, 
welche beide Curven zugleich berühren im allgemeinen 
einen Ehen enh üschc 1 dritter Ordnung. 

69. Je zwei Gerade, in weichen sich zwei osculirende 
Ebenen einer Raumcurve dritter Ordnung schneiden, wer- 
den von allen übrigen osculirenden Ebenen der Curve in 
projectivisch en Punktreihen geschnitten. 

70. Jede osculirende Ebene einer Raumcurve dritter 
Ordnung wird von allen übrigen osculirenden Ebenendieser 
Cnrve in Geraden geschnitten, welche einen Kegelschnitt 
amhüllen. 

Aus dem Satze 58 ergibt sich ; 

71. Eine Raumcurve dritter Ordnung wird durch sechs 
ihrer Osculationsebenen, also durch sechs Ebenen, von 
welchen keine vier durch ein und denselben Punkt gehen, 
vollkorameß bestimmt. 

Da alle unendlich fernen Punkte einer Raumcurve dritter Ordnung, so wie 
Überhaupt alle unendUch fernen Punkte des Raumes, in derselben Ebene liegen, 
80 können bezüglich der Anzahl und gegenseitigen Lage der unendlich fernen 
Punkte einer solchen Curve nur vier verschiedene Fälle eintreten: Entweder 
sind drei nnendlich ferne, von einander gesonderte, reelle Punkte vorhanden, 
oder es eoincidiren zwei von diesen Punkten, oder alle drei fallen zusammen, 
oder es gibt nur einen reellen unendlich lernen Curvenpunkt, Im zweiten Falle 
enthält die unendlich ferne Ebene eine Tangeute der Curve, im dritten ist diese 
Ebene zugleich eine Osculationsebene. Man unterscheidet demgemäss folgende 
vier Art«n von Ranmcurven dritter Ordnung : 
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l.Die räu 


mliclie Hyperbel, welche drei 


besitzt. 




2. Die par 


abolische Hyperbel, welche ■ 



i der unendlich fernen 
Ebene in einem Punkte berührt und in einem zweiten geschnitten wird. 

3. Die räumliche Parabel. Sie hat nur einen anendlich fernen 
Punkt, in welchem die unendlich ferne Ebene mit ihr oscuhrt, 

4 Die räumliche Ellipse. Sie wird von der unendlich fernen Ebene 
nur iu einem Punkte geschnitten. 

Nachdem eine Raumcurve dritter Ordnung aus jedem ihrer unendlich 
fernen Punkte durch eine CilinderflSchc üweiter Ordnung projieirt wird, so gehen 
durch die räumliche Hyperbel drei Cilinderflächen, welche hyperbolisch sein 
müssen , da jede derselben zwei unendlich ferne gerade Erzeugende besitzt. 
Durch die parabolische Hyperbel geht eine hyperbolische und eine paraboUsche 
Cilinderfläche. Die Erzeugenden der ersteren convergiren gegen die zusammen- 
fallenden anendhch fernen Punkte, jene der letzteren segen den dritten nnend- 
lich fernen Punkt. Durch eine räumliche Ellipse geht nur eine Cilindcrfläehe 
und zwar eine elliptische. 

Die räumliche Hyperbel hat drei in cndhcher Entfernung gelegene Asymp- 
toten und Äsymptoteneb enen. — Jede Osculationsebene eines unend- 
lich fernen Punktes irgend einer Raumcurve wird nämlich eine Asymptotenebene 
der letzteren genannt. — Die parabolische Hyperbel hat zwei Asymptoten nnd 
eheoBO viele Äsymptotenebenen. Von den ersteren liegt eine in unendlicher 
Entfernung , während die letzteren beide in endlicher Entfernung gelegen sind. 
Die räumliche Parabel besitzt nur eine Asymptote und eine Asymptotenebene, 
welche sich beide in endlicher Entfernung befinden. 

Wir stellen nun noch einige auf die Erzeugung von Rauracurven dritter 
Ordnung bezügliche Sätze auf , welche Beispiele hefern , dass anscheinend 
schwierig zu beweisende Sätze häufig ihre einfache Erklärung in der Entstehung 
dieser Cur en durch proj t i9 1 e ode coli nea e Gru Igeb Ide ünien. Zugleich 
mögen d ese Satie lazu 1 enen m auf 1 e zw sei en ebenen ind kubischen 
Kegels 1 ttsl n e be tehende Analogie a fnerk am zu mt hen 

Den: auf ehe e Keoela hn tte s hl ez ehe de Sa z on N e w t o n (Sati 
26,2 Abs 1 tt) s de folgen le i alog 

t2. Wenn dici Flachenwinkel von constantei Grösse sich 
um ihre Kanten drehen, während der Schnittpunkt von drei 
ihrer Seitenflächen sich auf einer Geraden bewegt, so 
beschreibt der Du rchscbn ittspunkt der drei übrigen Seiten- 
flächen eine Raumcurve dritter Ordnung. Die drei Kanten 
bilden Secanten dieser Curve, 

Der auf einer Geraden sich bewegende Schnittpunid von drei Seiteii- 
flächea bildet in seinen verschiedenen Lagen die Elemente einer Punktreihe, 
gegen welche die von letzteren Flächen erzeugten Ebenenbusrhel perspectivisch 
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